Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commcrcial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automatcd  qucrying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  aulomated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark" you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  andhclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http  :  //books  .  google  .  com/| 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Urheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  partnerschaftlicher  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  für  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  für  diese  Zwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  fiir  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .corül  durchsuchen. 


e> 


ARCHIV 


der 


MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 

Unterrichtsanstalten. 


Gegründet  von 

J.    A.    6  r  u  n  e  r  t, 

fortgesetzt  von 

R.    Hoppe, 

Dr.  ph.*Prof.  an  d.  UniT.  Berlin. 


Zweite  Beiiie. 

Fünfzehnter     Teil. 


Leipzig. 

C.  A.  Koch 's  Verlagsbuchhandlung. 

(H.  Ehler ■  i^  Co.) 
1897. 


162513 


Inhal  ts-Verzeichniss 

des  fnofzehnten  Teils. 


Nr.    der  Abhandlung.  Heft.       Seite. 

Methode  und  Principien* 

III,    Strecken-  und  Panktrechnung  insbesondere  die  Rech- 
nung mit  parallelen  Strecken.     Von  Fr.  Graefe  I      34 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis 
ohne  Integralrechnung. 

XL  Bemerkungen  zu  der  ausnahmlosen  Auflösung 
des  Problems,  eine  quadratische  Form  durch  eine 
lineare  orthogonale  Substitution  In  eine  Summe 
Ton    Quadraten    zu    verwandeln.       Von    Adolf 

Kneser III    225 

XV.    Die    Summirung   einer   Gattung   trigonometrischer 

Reihen.     Von  Franz  Rogel III     255 

XVII.    Lineare   Relationen    zwischen     Mengen    relativer 

Primzahlen.     Von  Franz  Rogel III     315 

XVII.    üeber  rationale  Richtungscosinus.  Von  R.  Hoppe  III     323 

XVII.  Zum  Beweise  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte 
arithmetische  Reihe,  in  welcher  das  Anfangsglied 
zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  viele  Prim- 
zahlen enthält.    Von  G.  Speckmann     ...•  III    326 


IV 

Nr.  der  Abhandlang  Heft.       Seite. 

XVII.     lieber  die  Zcrlegeng  der  Zahlen  in  Quadrate.     Von 

G.  Speckmann III     328 

XVII.     Systeme  von  arithmetischen  Reihen  nter  Ordnung. 

Von  G.  Speckmann III    332 

XVII*    üeber  Fotenzreihen.     Von  G.  Speck  mann   .    .  III    334 

XVII.    Ueber  die  Anflösung  der  Congruenz  x*  ^a  (mod. 

p).    Von  G.  Speck  mann III     335 

XVIII.  Ueber  die  pythagoreischen  Dreiecke  und  ihre  An- 
wendung auf  die  Teilung  des  Kreisnmfangs.  Von 
Graeber IV     337 

XXII.     Nachtrag  dazu    . IV     439 

XXI.     Eine  besondere  Gattung    goniometriscber  Nulldar- 
stellungen.    Von  Franz  Rogel IV     431 

Geometrie  der  Ebene. 

I.     Ueber    orthoaxiale    Kegelschnitte.      Von    Alfred 

Salomon I         1 

IV.     Ueber    Radical-Kreise.      Von    Juan   J.    Dnrin 

Loriga 1117 

XII.     Ueber    Radical-    und    Antiradical-Kreise.     2.   Teil 

des  Vorigen III     232 

VI.    Die  Secanten  und  Tangenten  des  Folium  Cartesii. 

Von  A.  Himstedt II     129 

IX.    Relationen    bei    regulären,    dem   Kreise   ein-    und 

umbeschriebenen  Polygonen,    Von  £.  Dolezal  .  II     172 

X.     Eine  approximative  Tris^ctio  Anguli.     Von  C.  F. 

E.  Björling II     223 


Geometrie  des  Baumes. 

II.     Zur  Theorie  der  Curven   in  analytischer  Behand- 

Inngsweise.    Von  A.  znrKammer     .....  I       14 

V.     Zur  analytischen  Currentheorie      Von  R.  Hojppe  I     124 

VII.     Die    Krümmung   der    Raomcurven    in    singulären 

Funkten  derselben.     Von  Ernst  Wöl ff ing   .    .  II     145 

VIII.     Theor^mes  fondamentaux  de  la  g^oro^trie  sph^riqne.  ■>> 

Far  V.  Sikstel II     159 


V 

Nr.  der    Abhandlung.  Heft.        Seite. 

XIX.     Suite IV     403 

XIII.     lieber   die    charakteristische    Differentialgleichnog 

der  Baumcurven.    Von  B.  Hoppe III    244 

XIV-     Regelflftche,  deren  Strictionslinie  auch  Krümmungs- 

linie  ist.    Von  B.  Hoppe III    251 

XXII.     Erweiterung  der  Currenclasse  von  censtanter  Krüm- 
mung«    Von  B.  Hoppe IV     447 


Mechanik. 

XVI.  Von  der  elliptischen  Bewegung  eines  frei  beweg- 
lichen Massenpunktes  unter  der  Wirkung  von 
Mtractionskräften.    Von  Faul  Kindel  .    ...  III     262 

XX.  Herleitung  des  Gesetzes  vom  Parallelogramm  aus 
der  Bewegung  eines  Körpers  im  widerstehenden 
Mittel  und  Aufstellung  einer  allgemeinen  Glei- 
chung für  dynamische  Kraftwirkung.  Von  Th. 
Schwartze IV     421 


litterarisehe  Berichte. 

LVII«  Wiedcmana  (Elektr.)  Frick  (ph.  Tech.)  Helm  (m.  Chem.) 
Frz.  Neumann  (m.  Fhys.)  Föppel  (Elektr.)  Windisch 
(Mol.  Gew.)  Tesla  (Mehrph,  Str.)  Kayser  (Phys.)  Heger 
(Erh.  Arb.)  Warburg  (Exp.  Ph.)  Witt  wer  (Mol.  Ph.) 
Bauer  (teor.  Magn.)  Ja  min  (Phys.)  L.Weber  (Exp.  Ph.) 
Johnston  Cp.  (Elestr.  World.)  Macfarlane  (alt.  curr.) 
Wüllner  (Exp.  Ph.) 

LVIII.  Schwering  (Aufg.)  Beidt  (Aufg.  —  Aufl.)  Hochheim 
(Aufg.)  Sickenberger  (Aufg.)  Laska  (Frml.)  £.  B. 
Müller  (Aufg.)  Bürklen  (Frml.)  Fink  (Satz.  Aufg.) 
Bardey  (Gleh.)  Laisant  (Aufg.  Alg.  —  36).  Goursat 
(Diflfgl.  1.0.)  Biermann  (Vorb.  h.  M )  G.  Scheffers 
(Grp.)  H.  Scheffers  (Th.  Glch.)  Vogt  (re's.  €q.)  Gour- 
sat (^b.  diff.  2  0.)  Picard  (sg  ^q.  d.)  Laska  (Fct.  Th.) 
Tannery  u.  Molk  (eil  Fct.)  Demartres  u.  Lamaire 
(Diff.   Glth.)       Laurent    (»lg.)      Bardey    (Glch.    2.    Gr.) 


VI 


Maelintoek  (enlarym.)  Pachberger  (IdU)  Kiewen- 
flowBki  (anal.  Geom.)  Frankenbach  (3  eck}«  Klayrer 
(Min.  Flcb.)  Orereem  (merkw.  Pkt.  d.  Viel.)  Schaute  (4 
dehn.  Prism.)  Suhle  (Gary*  auf  Fleh.)  Schegel  (8.  4  Dim.) 
Tarry  (g^om,  im,  —  giom.  g^n.) 

LIX.  Zeuthen  (Gesch.  d.  M.)  Hensel  (Kronecker  W.)  Ham- 
mer (Enler  sph.  Tr.)  Stäckel  (Gesch«  Parall.)  SchÖu- 
flies  (Flücker).  Gino  Loria  (geom.  Th.)  Wellisch 
(Gesch.  Wkltris.)  Diekmann  (Ar.  Alg.)  Schnrig  (Alg.) 
Steg  mann  (Plan.)  Meigen  (Geom.  —  Trig.)  Len  gauer 
(Ster.)  Bork  (Hpts.)  Boeder  (Coord.).  Weber  (Alg.) 
Fuhrmann  (Int.)  Wölffing  (sing.  P.)  Indra  (Ball.) 
Loessl  (Lnftwdst.)  Appell  (Mech.)  Wien.  astr.  Kai.  — 
Bur.   Long.  Annuaire. 

LX.  Seeger  (Ar.)  Koppe  (Diekmann)  (Ar.  Alg.)  Sporer 
(nied.  Anal.)  Winter  (Alg.)  Loewenberg  (Math.) 
Jentzen  (Trig)  Krögor  (Plan.)  Küpper  (proj.  G.) 
Günther  (m.  Geogr.)  Girndt  (Rauml.)  Schubert  (Aufg. 
—  Ar.  Alg.)  G'undelfinger  (Würz.  trin.  Glch.).  0.  Müller 
(Taf.  Messk.)  Sickenberger  (4  st  Log.)  Schubert  (5  st. 
Log.)  £.  Schultz  (4  St.  Taf.)  Treutlein  (4  st.  Log.) 
Schülke  (4  St.  Log.)  Bendt  (Diff.  Int.)  J.  A.  Serret 
(Diff.  Int.).    Schlesinger  (lin.  Diffglch.) 


Beric 

htigungen 

im 

15.  Teile. 

Seite 

37 

Zeile 

6  V.  u. 

statt 

U 

setze 

1    c 

n 

1  11 

s» 

^\ 

11 

F" 

n 

39 

11 

15  V.  0. 

11 

=  0 

1» 

r 

n 

41 

i> 

21    ,1 

11 

Ord. 

11 

0  oder 

5> 

45 

^y 

4  V.  u. 

11 

Haukels 

11 

Hankels 

»1 

47 

yi 

2  V.  0 

11 

97 

11 

9i 

»» 

48 

i> 

12     1, 

1> 

11 

» 

54 

„  15u.l6  „ 

11 

E,' 

11 

£3' 

» 

63 

11 

9  V   u. 

11 

-fx 

11 

+A 

1> 

65 

yy 

18  V.  0. 

11 

/j-|-m8<-f-"»'* 

11 

^s+'^a^+V' 

n 

66 

11 

10  V.  u. 

11 

+ 

yy 

« 

91 

70 

1 

15  V.  0. 

11 

w 

11 

0 

20    „ 

11 

w* 

11 

00' 

21     yy 

>1 

to'  1  =  wa' 

11 

Ö)'  =  M^ft' 

5  V.  u. 

11 

t  mit 

11 

'1 

>? 

71 

yy 

6     ,1 

11 

11 
i> 

11 

(v^— vi)y' 

?» 

73 

11 

15  V.  0. 

11 

die  Ebenen 

>i 

drei  Ebenen 

»» 

80 

11 

10  V.  u. 

11 

n  +  d 

yy 

n+p 

7> 

81 

yy 

8  V.  0. 

>1 

rB-^- 

11 

rB  = 

»> 

86 

yy 

3  V,  a 

11 

Baibin 

1» 

Baibin 

71 

87 

11 

5  V.  V. 

yy 

Px 

yy 

Tpn 

>» 

88 

yy 

17  V.  u 

11 

AC 

99 

AB 

>» 

90 

i> 

8    1, 

»1 

7c' 

» 

y/ 

n 

91 

i> 

8    „ 

>i 

/ 

11 

Vi' 

i» 

93 

11 

7    V 

yy 

y/ 

11 

^Yi 

« 

94 

i> 

14  V.  0. 

11 

U;  ^)* 

yy 

(JT;  Ä)0 

»» 

96 

i> 

1        V 

yy 

^1^1 

11 

^3fi 

2    „ 

>i 

F 

M 

A 

lite 

1    96  Zeile 

4  V.  0. 

statt 

ij)" 

setze 

P)« 

?» 

98 

11 

4    „ 

n 

H 

11 

»s  (2  mal) 

ö    „ 

11 

Bi 

11 

c. 

•1 

100 

11 

8    „ 

11 

yx* 

11 

X' 

2  V.  u. 

11 

h' 

11 

X' 

j> 

102 

11 

4    „ 

11 

1 

5> 

104 

>i 

5  V.  0. 

11 

{h+d)r 

11 

r  (2  mal) 

H 

105 

11 

10    „ 

11 

br 
cc 

i> 
11 

6c 
ex 

10  V.  u. 

11 

/sin  fp 

11 

isin<]p 

9    ,1 

11 

• 

11 

• « 

>' 

106 

1* 

16    „ 

11 

cc 

>i 

CD 

11     1, 

1> 

11 
11 

U 
U 

?1 

107 

11 

11    V.  0. 

hier  fehlen  die  2  Worte: 

der  Qaotientvector 

91 

108 

11 

12    „ 

statt 

»1 
>i 
i> 

(C;  S) 
Vi 

setze 

^^ 
11 
i> 

(C;  />) 
Vi 

«3 

»• 

109 

^^ 

1 

11 

«i'a^2 

11 

;r/ari 

2 

1» 

^i 

>i 

arjV'i 

11 

i> 

V 

11 

i^z 

11 

110 

11 

7 

11 

m  —  wij 
n  —  nj 

11 

n  —  n| 

15 

11 

<r 

1» 

t/' 

11 

112 

11 

20 

n 

e,  =  «1 

11 

«1  =  h 

11 

6  v.u. 

^y 

v« 

11 

ej 

^^ 

3    „ 

jy 

1,  2,3 

») 

«  -  1,  2,  3 

>1 

113 

i> 

1  v.o. 

2  „ 

11 

7)e, 

streiche 

11 

«4  = 

7)*, 

Seite  86  Zeile  18  v.  oh.  nach  Ergänzaog  lautet: 

nicht  ühereinstimmt    Die  Grösse  i  ist  durch  die  Ebene 
BAC  bestimmt,  umgekehrt .   .    .  etc. 


1. 


lieber  orthoaxiale  Kegelschnitte, 


Von 

Dr.  Alfred  Salomon. 


Wird  eine  Parabel  von  einem  Kreise  geschnitten,  so  ist  die 
algebraische  Summe  der  Abstände  der  Durchscbnittspunkto  von  der 
Achse  der  Parabel  gleich  0. 

Beweis. 

Die  Gleichung  der  Parabel  in  Orthogonalcoordinaten  sei 

1)    y«  =  2|?a; 
die  des  Kreises 

Die  Durchschnittspunkte  seien 

A  =  «i,  y/ 

ß  =  ^8,  y«  (Fig.  1.) 

c  =  xq,  yg 

Setzt  man  den  aus  1)  sich  ergebenden  Wert  von  x  in  2)  ein,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  y  von  folgender  Form 

y'+O  .  y^  +  By^+Cy+D  =  0 

Da  nun  ^i,  ^2  9  ^si  ^4  ^^^  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  so 
folgt : 

^eh.  d.  Math.  u.  PUys.    2.  Reihe,  T.  XV.  * 
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y^+yi+y^+yA  ^  Q 

was  zu  beweisen  war. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  auch  die  UmkehniDg  dieses  Satzes 
Gültigkeit  hat,  nämlich  dass  4  Parabelpankte  aof  der  Peripherie 
eines  Kreises  liegen,  wenn  die  algebraische  Samme  ihrer  Achsen- 
abstände »  0  ist. 

Folgerangen. 

1)  Wenn  zwei  der  Durchschnittspunkte  C  ond  D  in  C\  (Fig.  2.) 
zasammenfallen,  so  wird  einerseits 

ys=y4    also    y^z=^^-^^ 

andererseits  [findet  in    C^   eine  Berührnng  zwischen  Kreis   and  Pa- 
rabel statt. 

Fallen  die  Punkte  A  und  DJn  A^  (Fig.  3.)  zasammen,  so  findet 
ebenfalls  Berührung  beider  Onnren  statt  Es  ist  ohne  Weiteres  zu 
übersehen,  dass  in  diesem  Falle,  wo  die  beiden  Dorchschnittspunkte 
kleinster  Ordinaten  zusammengeflossen  sind,  der  Kreis  die  Parabel 
von  aussen  berührt,  während  im  vorigen  Falle  die  Berührung  von 
innen  statt  fand. 

2)  Wenn  yi  —  —  ^4  ist,  so  ist 

y«  =-  —  y» 

Die  Schnittpunkte  liegen  symmetrisch   zur    Parabelachse  und   der 
Kreismittelpankt  in  derselben.     (Fig.  4.) 

3)  Wenn  y,  —  y^  und  y,  =  y^,  ist,  so  ist 

yi  —  —  ys 

Der  Kreis  berührt  die  Parabel  in  zwei  symmetrisch  zur  Achse  lie- 
genden Punkten  von  innen.    (Fig.  5.) 

4)  Wenn  y4  =  0  ist,  so  erhalten  wir  für  den  Kreis  durch  den 
Scheitel  der  Parabel  folgende  Bedingungsgleichung: 

yi+ys+ya  =  0 

5)  Wenn  y^  —  0,  y4  =  0,  so  ist 

y«  =  -yz 

Der  Kreis   berührt  die  Parabel    im  Scheitel   und    sein  Mittelpunkt 
liegt  auf  der  Achse. 
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6)  Wenn  y,  —  yg  =  y^  ist,  so  ist 

yi  =»  —  3^8 

Es  findet  zwischen  Kreis  und  Parabel  eine  Bertthrnng  zweiter  Ord- 
nung statt,  der  Kreis  ist  daher  der  KrUmmungskreis  der  Parabel 
in  B^  (Fig.  6.) 

7)  Wenn  yi  «=-  y^  "=  ya  —  ys,  also  =  0  ist,  so  findet  zwischen 
Kreis  und  Parabel  eine  Bertthrnng  dritter  Ordnung  statt.  Der  Kreis 
ist  der  Krttmmungskreis  im  Scheitel  A^  der  Parabel  (Fig.  7.)  Also 
nur  dieser  Krümmungskreis  kann  mit  der  Parabel  eine  Berührung 
dritter  Ordnung  eingehen. 

Zieht  man  durch  die  4  Schnittpunkte  von  Kreis  und  Parabel 
an  beiden  Curven  die  Normalen  (die  Kreisnormalen  gehen  durch 
den  Kreismittelpunkt]  und  sind  die  Winkel  dieser  Normalen  mit 
der  positiven  Bichtung  der  Abscissenachse  a^,  «g«  «'s)  ^^  bzhw.  /9|, 
ß%^  ßs*  ß4  (^^S-  S*))  so  erhält  man  nach  der  zu  Anfang  festgesetzten 
Bezeichnung: 

sin  cf .  —  -^. — 

y2"-* 


sincrß 


r 

y»— * 


sin  «4  « 

dnrch  Addition  ergiebt  sich 

sin  cfj  +  sin  «^  +  sin  «3  -f-  sin  a^ 


da 

ist,  so  ist 

Ferner  ist 


r 

vi+yi+yz+Vi  —  ö 

46 
sin  «1+ sin  «3,+ sin  «3  4"  sin  «4  =» 


tgft 


tg/?i 


2 


yi 

subn. 

— 

p 

y2 
subn. 

- 

p 

daher  ist 


also: 
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^^^  subn.  p 

^  '^*  subn.  p 

tgft+tgi?,  +  tg/53  +  tgj54 

„  _  yi+y2+y3+y4 
*"  p 

tgft  +  tg/J2  +  tgft+tgi34  «  0 

Wird  eine  Parabel 
von  einem  beliebigen  Kegelschnitt  ^ 

geschnitten,  so  gilt  für  die  Abstände  j^,,  y^^  3/3,  ^4  der  Durchschnitts 
punkte  von  der  Parabelaohse  folgende  Bedingungsgleichung: 

Beweis. 

Substituirt  man  den  aus  der  Parabelgleichung  sich  ergebendei 
Wert  von  x  in  die  Kegelschnittgleichung,  so  erhält  man  eine  Glei 
chung  vierten  Grades  für  y  von  der  Form 


wo 


ist,  daher 


y4^Ay9  +  By^+Cy+D  -  0 

2ap 


yi+yi+Vi+VA y 


Wenn   daher   in    obiger    allgemeinen    Gleichung    eines    Kegel- 
schnittes das  Glied  mit  xy  verschwindet,  also  a==0  wird,  während 

&  ^  0  ist,  so  wird 

.yi+ya+ys+y4  =  o 

die  Schnittpunkte  liegen  dann  auf  der  Peripherie  eines  Kreises. 
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Um  nun  die  Bedeutung  der  Bedingungen  a  «  0,  ^  <<^  0  zu   er- 
kennen, denken  wir  uns  die  Scheitelgleichung  eines  Kegelschnittes 

auf  die  obige  allgemeine  Form  gebracht  unter  Anwendung  der  Trans- 
formationsgleichungen : 

S  =  w+ajcosö— ysinö 
ty  «  n  -}-a;8inö+ycosö 

In  der  transfonnirten  Gleichung  wird  dann  der  Coefficient  von  xy 

a  =  8in2d  .  (1+g) 
der  Coefficient  von  x^  wird 

6  =  sin2ö  .  (l  +  (z)-~3 
Nun  verschwindet  a  für 

1)    d  ^  0,    2)    Ö  =-  ^    oder    3)    ^  —  -  1 
Für 

ö  «-  0    und    Ö  =  ^ 

ist  also  eine  Symmetrieachse  des  Kegelschnittös  parallel  resp.  senk- 
recht zur  Parabelachse.  Für  (?  =  —  1  ist  der  Kegelschnitt  ein  Kteis, 
hat  also  unzählige  Symmetrieachsen,  6  wird  daher  in  diesem  Falle 
nnbestimmt. 

a  und  b  verschwinden   gleichzeitig,    wenn   ö  =-  0    und    g  =  0, 

d.  h.  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  ist,  deren  Achse  der  Achse 

der  ersteren  Parabel 

p^  ^  2px 

parallel  ist.  In  diesem  Falle  können  indessen  nicht  4  Schnittpunkte 
existiren,  denn  Bämtlicho  Schnittpunkte  der  Gurven 

Cj^yj  — 2paj  =»  0     und     €2^  y^+cy-^-dx-^-e  =»  0 

sind  in 

Q— C,  =cy+(d  +  2p)x+e  =  0 

enthalten.  Dieses  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  also 
mit  jeder  der  Parabeln  höchstens  2  Punkte  gemein  haben  kann. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Entwicklungen  erhalten  wir  ^Iso 
den  folgenden  Satz; 
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Wird  eine  Parabel  von  einem  Kegelschnitt  so  geschnitten,  das 
eine  der  Symmetrieachsen  desselben  senkrecht  zur  Parabelachs 
steht,  so  liegen  die  Darchschnittspnnkte  auf  der  Peripherie  eine 
Kreises. 

Folgerangen. 

1)  Wenn  die  Winkelhalbirende  zweier  Geraden  zur  Achse  eine 
Parabel  senkrecht  steht,  so  liegen  die  Darchschnittspnnkte  de 
Geraden  mit  der  Parabel  anf  der  Peripherie  eines  Kreises. 

Die  Umkehrnng  dieses  Satzes  lautet: 

2)  Je  zwei  Gegenseiten  des  einer  Parabel  and  einem  Kreis 
gemeinschaftlichen  Sehnenvierecks  schneiden  die  Parabelachse  nnte 
entgegengesetzt  gleichen  Winkeln. 

Dieser  Satz  lässt  sich  indirect  leicht  beweisen.  Auch  der  direct 
Beweis  ist  sehr  einfach. 

Wenn  «i  and  cr^  (Fig.  9.)  die  Winkel  zweier  Gegenseiten  de 
Sehnenvierecks  mit  der  Parabelachse  sind,  and  die  obige  allgemein 
Kegelschnittgleichnng  als  die  Gleichung  dieser  beiden  Sehnen  angc 
sehen  wird,  so  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichung: 

y  *-j- a  ary -|- fta;' -|- «y -f- cö! -f- c 
^  (y+tg«iaj+m)  (y-f-tgCgiB  +  n)  «  0 

nnd  da  a  -»  0,  so  folgt 

<««i+<««2  ™  0,    also    «1  —  —  «2 

3)  Die  gemeinschaftliche  Sehne  nnd  Tangente  einer  Parabel  an 
eines  Krümmnngskreises  derselben  schneiden  die  Parabelachse  ante 
entgegengesetzt  gleichen  Winkeln 

«8 «1    (Fig.  10.) 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  sich  so  schneiden,  dass  eine  Symme 
trieachse  des  einen  za  einer  ebensolchen  des  anderen  senkrech 
steht  ^),  so  liegen  die  Schnittpunkte  auf  der  Peripherie  eines  Kreisei 

Beweis. 

Zwei  orthoaxiale  Kegelschnitte  können  den  vorangehenden  Be 
trachtungen  gemäss  stets  auf  folgende  Form  gebracht  werden: 


1)  Zur  Abkürzung    bezeichnet  Verfasier  derartige  Kegelschnitte  im   foi 
genden  «Is  „orthoaxiale". 
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Äi  =  y«  +  Ä,ai«+rf,a;-0 

Der  Kegelschnitt 

H^  —  Hi  =  (ftj  — ft,)a;«  +  (rf2  — di)a;4.<?,y4-«,  —  0 

geht  durch  sämtliche  Schnittpunkte  heider.  Der  letztere  ist  aher 
eine  Parahel,  deren  Achse  der  Ordinatenachse  parallel  läuft,  die 
daher  H^  in  4  Punkten  schneidet,  welche  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  liegen.  Da  diese  Funkte  mit  den  Schnittpunkten  von  H^ 
und  ff^  identisch  sind,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Umkehrung. 

Liegen  die  4  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  auf  der  Peri- 
pherie eines  Kreises,  so  sind  letztere  orthoaxial. 

Beweis. 

Ist  Hl  ^  0  die  Scheitelgleichung  des  einen  Kegelschnittes, 
/Tq  »  0  die  Gleichung  des  Kreises,  so  muss  die  Gleichung  des  an- 
deren Kegelschnittes  Hf  von  der  Form 

/T,  kann  also  kein  Glied  mit  xy  enthalten,  muss  daher,  voran- 
gegangenen Betrachtungen  zufolge,  zu  H^  orthoaxial  sein. 

Folgerungen. 

1)  Zwei  Gerade,  deren  Winkelhalbircnde  auf  der  Achse  eines 
Kegelschnittes  senkrecht  steht,  schneiden  den  Kegelschnitt  in  vier 
Punkten,  die  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen. 

2)  Zwei  Paar  gerader  Linien ,  deren  Winkelhalbirende  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  begrenzen  ein  Kreisviereck. 

3)  Die  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier  orthoaxialen  Kegel- 
schnitte schneiden  die  Achsen  unter  paarweis  entgegengesetzt  glei. 
chen  Winkeln. 

4)  Die  gemeinsame  Sehne  und  Tangente  eines  Kegelschnittes 
und  eines  Krümmungskreises  desselben  schneiden  die  Achse  des 
Kegelschnittes  unter  entgegengesetzt  gleichen  Winkeln. 


8  Salom  om   Ueber  orthoaxiaU  Ktgeltchnitte, 

Hieraus  folgt  eine  Constrnction  des  ErümmuDgskreises  in  einem 
gegebenen  Punkte  eines  Kegelschnittes  ^). 

5)  Wird  ein  Kegelschnitt  von  einem  System  von  Kreisen  in 
einem  Punkte  berührt  und  in  zwei  anderen  Punkten  geschnitten,  so 
sind  die  Schnittsehnen  einander  parallel  und  ihr  Winkel  mit  der 
Achse  des  Kegelschnittes  ist  dem  Tangentenwinkel  entgegengesetzt 
gleich. 

6)  Laufen  2  Sehnen  eines  Kegelschnittes  zweien  von  einem 
Punkte  der  Achse  ausgehenden  Tangenten  parallel,  so  liegen  ihre 
Endpunkte  auf  einem  Kreise. 


Specialfälle. 

a)  Beide  Sehnen  sind  Tangenten. 

b)  Eine  Sehne  ist  Tangente  in  dem  einen  Endpunkte  der  an- 
deren. —  Der  Kreis  ist  der  Krümmungskreis  in  diesem  Punkte. 

c)  Beide  Sehnen  sind  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  fallen 
zusammen,  —  dieses  ist  nur  im  Scheitel  des  Kegelschnittes  möglich 
—  daher  der  Satz: 

Ein  Kegelschnitt  kann  nur  mit  dem  Krümmungskreise  im 
Scheitel  eine  Berührung  3:  Ordnung  eingehen. 

Sämtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  die  Ecken  eines  Kreis- 
vierecks gelegt  werden  können,  haben  einander  parallele  oder  ortho- 
gonale Achsen. 

Beweis. 

Vier  Punkte  eines  Kreises  lassen  sich  stets  als  Durchschniti 
zweier  orthoaxialer  Kegelschnitte  auffassen: 

Sämtliche  durch  die  Schnittpunkte  beider  gehenden  KegeL 
schnitte  werden  dann  durch 

H^  +  kH^^O 


1)  vcrgl.    Salnion-ITicdler,    Analytische    Geoui.   der    Kegelsch.,    5«    AdA. 
S.  401. 
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ausgedrückt,  wo  A  ein  beliebiger  Parameter  ist.    Auch  hierin  ist  der 
Coefficient  von  xy  gleich  0.    Daher  sind  die  Achsen  sämtlicher  durch 

ausgedrückten  Kegelschnitte  parallel   oder  senkrecht  zu  den  Achsen 
Yon  H^  und  H^- 

Folgerung. 

Die  Geraden,  welche  die  Winkel  je  zweier  Gegenseiten  eines 
Kreisvierecks  halbiren,  stehen  auf  einander  senkrecht. 

Für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  zweier  orthoaxialer 
Kegelschnitte,  die  auf  ein  den  Achsen  paralleles  Coordinatensystem 
bezogen  sind: 

gelten  die  Belationen: 

2(ö2  <^i  —  «1  «2) 


yi+yi+vz+Vi^ 


aj^— öj 


*l+««+*S  +  «4=   — 1— 

»1  —  «2 


Beweis. 

In  dem  System  der  Kegelschnitte  H^-\-XH^^  welche  mit  H^  und 
H^  gleiche  Schnittpunkte  haben,  befinden  sich  zwei  Parabeln 

P   — -  ^2       ^2—^1  ^         ^2  —  ^1             d^  —  d^         f. 
jr<  =  aj* i X y  —   =  ü 

«j — «2  ^1 — ^2  «1—02 

7>    —«2  (hK^^lh  «2^1  ~  ^1^2  fl2<^1  —Olds  ^ 

öj  —  ^2  Äj  —  «2  ^1  —  ^2 

Die  Achsen    dieser    Parabeln    müssen    den    Goordinatenachsen 
parallel  sein,  ihre  Gleichungen  sind  daher 

«  «  C,      y=C^ 

worin  C  und  Q  diejenigen  Werte  von  x  resp.  y  sind,  welche  y  in 
P;i  resp.  x  in  F2  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen. 

Da  nun  in  P^ 
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so  ist 


Für  P,  ist 


daher 


dx 

dx                    «i—o,  . 

dy             «1— «2 

dx 

cy          "              flj  —  flg 

dy 

öPj           flg  ^1  —  a,  Äj 

öic                  flj  —  a^ 

^                «1         «2 

Die  Abstände  der  Schnittpunkte  Yon  H^  nnd  ^Tg  von  der  Achse 
der  Parabel  P^  sind 

Die  Summe  dieser  Abstände  ist  dem  zu  Anfang  dieser  Arbeit 
bewiesenen  Satze  zufolge  gleich  0,  daher 

Oj Oj 

Ebenso  ist 

Vi  4-^2+3/3+^4  ^  -^^1  =^  — r;; — i — 

«j  —  a2 

Die  Coordinaten  (<y,  /3)  des  Mittelpunktes  des  einem  Systeme 
orthoaxialer  Kegelschnitte  zugehörigen  Kreises  sind  gleich  den  Pa- 
rametern der  zugehörigen  Parabeln,  vermehrt  um  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  entsprechenden  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte. 
(Fig.  11.) 

Beweis. 

Bezeichnet  man  die  Parameter  der  beiden  Parabeln  P|  und  P2 
des  Systems  H^-^-XH^  mit  py  nnd  pg  und  setzt  zur  Abkürzung  die 
oben  bestimmten  Coordinaten  des  Schnittpunktes  ihrer  Achsen  C 
nnd  C\  ein,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Parabeln: 

P^^x^-^2Cx-^2pyy^^^  =  0 

«1 — «2 

P,  ^  ,^  -  2p,.  -  26>+  ^  "-1^  -  0 

«2  — a^ 
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Hieraas  erhält  man  durch  Addition  die  Gleichung  des  Kreises 
der  Durchschnittspankte 

wo  A  die  aus  der  Bechnung  sich  ergehende  Constante  bedeutet. 
Daher  sind  die  Goordinaten  des  Ereismittelpunktes: 

tt  —  C-f-pg  — j 

p  —  c^irPy  — j r  Py 

was  zu  heweisen  war. 

Wählt  man  die  Achsen  der  heiden  Parahdn  zn  Goordinaten- 
achsen,  so  ist 

und 

yi+y«+y3+y4  =  o 

und  man  .erhält  so   für  die  Abstände  des   Ereismittelpunktes    von 
den  Parabelachsen 

MN  =  «1  *=  p# 

ME      ^       ß^       ^      py 

Sind  die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  in  der  allgemeinen 
Form  (nach  Salmon-Fiedler)  gegeben: 

SO  liegen  die  Durchschnittspunkte  auf  einem  Kreise,  wenn  das  System 

einen  Kreis  enthält,  d.  h.  wenn 

^11  +  ^«i/  =  «2«  +  ^  «22' 
und 

ajj  +  Aöjg'  -«  0 
oder  nach  Elimination  von  Xi 

^12       ^11  — ^22 
"12       ^11  —  "22 

Liegt  der  Mittelpunkt  'des  Kreises  auf  der  Achse  der  Parabel 
mit  dem  Parameter  px  (nach  obiger  Bezeichnung) ,  so  ist  der  Pa- 
rameter 
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py  —  0 

Die  Gleichungen  der  beiden  orthoaxialen  Parabeln  haben  dann  die 
Formen : 

x*  =  0  .  y  4"  ^a 
oder  nach  entsprechender  Transformation: 

y^  —  ^Pxiß 

Die  zweite  Parabel  geht  also  fttr  diesen  Fall  in  zwei  parallele 
Gerade  über. 

Fttr  ^  «  0  ^rd  die  eine  dieser  Geraden  Tangente  im  Scheitel 
der  Parabel.  Für  \  J  ^r^  fallen  beide  Gerade  mit  der  Scheitel- 
tangente zusammen,  und  die  Ereisgleichung  ist  daher 

y*  +  aj*  =  2p«a; 
oder 

Also : 

Der  Radius  des  Krümmungskreises  im  Scheitel  einer  Parabel 
ist  gleich  dem  Parameter  derselben. 

Die  3  Mittellinien  eines  vollständigen  Vierecks  schneiden  sich 
in  einem  Punkte,  der  sie  halbirt. 


Beweis. 

Die  Coordinateu  der  Ecken  seien 

A={xi,  yj),     B  ={X2,  ya) 

Die  Seitenmittelpunkte  sind  dann: 


\    2   '      2  y 
^^V~X"'  "~2~y 
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'^-  V  2   '    2  ; 


Daher  ist  die  Mitte  von  MNi 


r.  __  /?i+fvJK?»+«4    yi+y2-fy3+y4\ 

Q  =  ^ r~^ — ,         4      j 

auch  Mitte  yon  RS  nnd  OP,  somit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Die  Mittellinien  des  zwei  orthoaxialen   Parabeln   gemeinsamen 
Sehnenvierecks  schneiden  sich  im  Achsenschnittpnnkt. 


Beweis. 
Die  Achsen  seien  Coordinatenachsen,  dann  ist 
Q  ^  (0,  0)    (nach  obiger  Bezeichnung) 
was  zu  beweisen  war. 

Folgernng. 

Besitzen  zwei  orthoaxiale  Parabeln  einen  gemeinsamen  Krfim- 
mangskreis,  so  geht  die  KrQmmongssebne  dnrch  den  Achsenschnitt- 
pnnkt  and  wird  durch  denselben  im  Verhältniss  1 :  4  geteilt. 
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IL 

Zur  Theorie  der  Curven  in  anal3i^iseher 

Behandlungsweise. 

Von 

A.  zur  Kammer,  Dr.  phil. 

in  Kiel. 


Lange  Zeit  war  von  den  Evoluten  einer  ebenen  Gurve  nur  die 
Krttmmnngsmittelpunktscnrve  bekannt,  und  von  den  Evoluten  einer 
Gurve  doppelter  Krümmung  kannte  man  gar  keine  oder  bielt  ihre 
Erttmmungsmittelpunktscurve  sogar  ftlr  eine  solche,  bis  Monge  >)  vor 
etwa  hundert  Jahren  die  Kenntniss  dieses  Gebietes  bedeutend  er- 
weiterte, indem  er  zeigte:  dass  jede  Gurve,  auch  die  ebene,  unend- 
lich viele  Evoluten  besitzt,  die  sämtlich  doppelt  gekrümmt  sind  bis 
auf  eine  einzige,  nämlich  die  Erttmmungsmittelpunktscurve  der  ebenen 
Gurve,  dass  dagegen  die  Krümmungsmittelpunktscurve  einer  Baum- 
curve  im  engeren  Sinne  niemals  zu  den  Evoluten  gehört.  Es  ist 
interessant  zu  bemerken  dass  sich  hierin  selbst  nachher  ein  namhafter 
Mathematiker  irrte,  nämlich  Lagrange,  und  dass  Jacobi  *)  es  noch  fttr 
nötig  hielt,  diesen  Irrtum  aufzuklären.  In  der  Folge  ist  dieser  Teil 
der  analytischen  Geometrie  verhältnissmässig  wenig  bearbeit€|t. 
Neuerdings  hat  Herr  Pirondini'),  Möllns*)  die  Krümmungsmittel- 
punktscurve einer  näheren  Betrachtung  unterzogen,  allein  in  syste- 


1)  Mionge,  sur  les  d^velopp^ei ,  ^les  rayons  de  courbare   et    lei  difif^renta 
genrei  d'inflexions  des  courbei  k  double  courbare.     Paris.    1785. 

2)  Jacobi,  zur  Theorie  der  Gurren.     Grelle's  Journal,  Bd.  14.     1835, 

S)  Pirondini,   lul   problema    di  trovare   la  curra  di   cui  b  noto  il  luogo 
de*iuoi  centri  di  eurvatura.    Annali  di  Mat.,  t.  XVII.     1889. 

4)  Molins,  sur  quelques  nouvelles  propri^t€s  du  lieu  centres  de  courbure 
des  courbes  gauches.    M€m.  de  Toul.  S^r.  8,  t.  X  (1888)  et  ser.  9,  t.  I. 
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malischer  Weise  sind  die  Fundamentalgrössen  dieser  wichtigen  Be- 
gleitcnrve  noch  nicht  entwickelt.  Und  doch  ist  dieses  mit  geringen 
Hilfsmitteln  leicht  möglich:  man  gebraucht  dazu  ausser  Differen- 
tiationen nnr  die  Serret-Fr^net'schen  Formeln  und  einige  der  22 
Helationen,  welche  wegen  der  Orthogonalität  der  Achsen  statt  haben, 
sodass  die  Lehrbtlcher  bequem  von  diesen  Resultaten  Gebrauch 
machen  können. 

In  der  folgenden  Abhandlung  werden  zunächst  im  ersten  Para- 
graphen Eigenschaften   der  Evoluten  aus   ihren  Gleichungen  analy- 
tiscli  |in  der  Weise  abgeleitet,   wie  solches  im  §  2.  bei  der   Erüm- 
mnngsmittelpunktscurve  geschieht;  §3.  enthält  mehrere  Curvenclassen 
nnter  Bevorzugung  der  diraensionslosen  Invarianten  i,  wo  p  =  i2cost, 
oel>8t  den  Verhältnissen  der  abgewickelten  Evolutfläche ;  im  §  4.  ist 
endlich  eine  specielle  Raumcurve,   nämlich   die  Schraubenlinie  auf 
einem  Kreisevolventency linder,  erörtert  und  dabei  eine  Yerallgemei- 
nepiiDg  des  Puiseux'schen  Satzes  gegeben:    wenn  ftlr  eine  Curve  q 
eine    lineare  Function  von  ^  und  von  t  ist,   so  ist  sie   notwendig 
eine  isogonale  Trajectorio  der  geradlinigen  Erzeugenden  einer  Cylin* 
deirfiäche,  deren  Basis  eine  Ereisevolvente.    Am  Schlüsse  finden  sich 
einige  Umkehrungen  dafür,   dass    beiden  ebenen  Curven  die  Krüm- 
mungsmittelpunktscurve  zu  den  Evoluten  gehört. 


§  1. 

Inbetreff  der  Bezeichnungsweise  beachte  man,  dass  /,  ^,  A;  /",  g\ 
h\  i,  m,  n;  V,  m',  n'  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  der  Haupt- 
normale,  der  Binormale  und  der  rectificierenden  Kante  bedeuten 
sollen,  ferner  ist  in  üblicher  Bezeichnung  ds  das  Bogenelement  der 
Curve,  T  und  O  der  Krümmungs-  und  Torsionswinkel 

.  .       ^^         o         ^«  .   ,  .  ds  ds 

^^-^'    rfa»«rf^+dT«,     p«^,    r-^    U.S.W. 

Die  Curvenelemente,  welche  sich  auf  eine  Evolute,  auf  die  Krüm- 
inungsmittelpunktscurve  und  auf  die  Polcurve  der  ürcurve  beziehen, 
^^den  wir  mit  dem  Index  e ,  h  und  p  versehen.  Für  die  positive 
Aufeinanderfolge  der.begleitenden  Achsen  treffen  wir  die  Festsetzung: 
'^äQgente  nach  vorn,  Hauptnormale  zur  Linken,  Binormale  nach  oben. 

Für  die   rechtwinkligen  Coordinaten   der  Punkte  einer  Evolute 
bestehen  die  Gleichungen,  wenn  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

x,  «  « 4-  p  .  /"  —  p  .  tg(^  +  c)  .  < 

ye  =  y  +  p  .  ö''  —  P  •  tgCö-  -[-  c)  .  m 

«#  —   z-^-  Q  ,  h!  —  p  .  tg(^  -^c)  ,  n 
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Darch  Differentiation  (nach  einer  unabhängig  Veränderlichen  ergiebt 
sich,  dass 

dxe  «  [tg»  +  tg(^+^)J  •[/'- tg(^  +  ü)  .  /]  .  Qd& 
dys  -  [tgi+tgd^  +  O]  .  [y  -  tg(^  +  <?)  .  m]  .  Qäd^ 
dze  =rtg»  +  tg(^  +  r)]  .[Ä'~tg(^  +  ö)  .n]  .  Qdd^ 

ferner  dass 

^'''  -  [^v,ä+  cW+T)]  •  [^'-tg(..+c) .  i] .  ,cz:t^ 

+  [tg*  +  tg(^  +€)'].[- f.  cotgA  +  tg(l^  +  c) 

.  (/'-tg(«'  +  c)  ./)]  .  Qd&^ 
+  ltg»  +  tg(^  +  c)]  .  [r-  tg(^  +  c)  .  /]  .  tge  .  Qd9^ 

Dnrcb  cykliscbe  Yertanschung  der  Richtungscosinus  erhält  man 
die  Werte  für  d^«  und  d^zg.  In  diesen  Gleichungen  bedeutet  t  den 
Winkel,  um  welchen  der  Radius  R  der  Schmiegungskugel  gegen  die 
Osculationsebene  geneigt  ist,  sodass  also 


Q  «-  iZcos»    oder    tg/ 


1     dp 

Q  '    dd" 


Mit  Hilfe  obiger  Ausdrücke  erhält  man  nun 


Ae^ 


Ä  = 


Ce  = 


und 


dys    dz% 

-  [tg»  +  tg(0  +  c)P  .  [/+tg(^  +  c)  ./']  .  Q^  .  cotgA.;^» 
dze     dx$ 

d^Zi  d^Xg 
=  [tg»  + tg(^  +c)J«  .  [m+  tg(^  +  c)  .  g']  .  Q^  .  COtgAd;^» 

dX0    dy^ 

=  [tg*  +  tg(^  +  «)]*  .  \n  +  iii^  +  c)  .  V]  .  e«  .  cotgXJ^» 


i>.  =  ±  VA.^  +  Be*  +  Ce^  -  ±  [tg»  +  tg(^  +  e)P  .  -^1^' 

Nunmehr  ist  man  im  Stande,   mehrere  Elemente  einer  Evolute    in 
den  auf  die  Urcurve  sich  beziehenden  Grössen  auszudrucken. 


dSe^  ±  Vdx.^+dye'^  +  dze'^  =  ±[tg^  +  t^(^  +  c)']  . 


gdd" 


C08l^+c) 
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Infolge  der  festgesetzten  positiven  Aufeinanderfolge  der  positiven 
Bichtnngen  der  begleitenden  Achsen  ist  bei  dsg  und  Z>«  das  positive 
Vorzeichen  zu  wählen.  Für  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  einer  Evolute  ergeben  sich  dann  die  Werte 

U  =  ^-=^  cos(^  +  c)  .y  -  sin(^  +  c)  .  /    etc. 

^ ,        Bg  ,  dgg  —  Ce  ,  dys 

/«  =  "^  "-  cos(5^  +  c)  .  i  +  8in(5-  -\-c)  .f    etc. 

Die  begleitenden  Achsen  einer  Evolute  haben  daher  die  in 
Fig.  1.  angegebenen  Richtungen.  Die  Tangente  Tg  und  die  Binor- 
male Be  liegen  in  der  Normalebene   der  ursprünglichen  Curve  und 

bilden  mit  der  Krttmmungsachse  den  Winkel  (ö~~f'^~(~^)    ^^^P* 

(^-{-c);  die  Hauptnormale  der  Evolute  ist  entgegengesetzt  gleich 
gerichtet  der  Tangente  der  Evolvente,  und  da  die  Normalebene  der 
Evolvente  Tangentialebene  der  Evolutfläche,  so  ist  jede  Evolute  eine 
geodätische  Linie  auf  der  Fläche  der  Erümmnngsachsen. 

dt0  =  ^— j  «  COS(^  +  c)  .  dt 

€i»^  =  ±  Vdle*  +  dme*  +  dn,^  =-  —  Bm(&  +  c)  .  dt 

dCg  =  dr,     Ae  —  —  (^  +  c) 

,  ,    d&t  dte      .  j        . 

In  Worten:  die  Erümmnngsachsen  der  Evolvente  sind  die  recti- 
ficirenden  Geraden  einer  Evolute,  oder  die  Evolutfläche  der  Evolvente 
ist  die  rectificirende  Gylinderfläche  der  Evoluten. 

Dieser  Ausdruck  gestattet  eine  geometrische  Gonstruction  des  Krüm- 
mangsmittelpunktes  der  Evoluten.    Wir  unterlassen  es,  für 


'•-t,.  "-^V'-'+iW 


n.  8.  w.  die  Werte  anzugeben,  da  sie  von  keiner  besonderen  Ein- 
fachheit sind. 

▲Mk.  A:  Matk.  u.  Phyi.    2.  B«ih«,  T.  XV.  t 
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Soll  eine  der  (x>^  vielen  Evoluten  eine  allgemeine  Schrauben- 
linie sein,  so  muss  für  ein  bestimmtes  e  nach  dem  Bertrand'schen 
Satze 

■^—  =-  Const. 
sein,  folglich 

tg(^  +  <^)  —  —  Const.    also    &  —  const 

d.  h.  die  Evolvente  ist  eben.  Dann  sind  die  sämtlichen  Evoluten 
Schraubenlinien.  Ist  also  eine  der  unendlich  vielen  Evoluten  eine 
Schraubenlinie,  so  sind  es  auch  die  übrigen,  und  die  Evolvente  ist 
eine  ebene  Curve. 

In  umgekehrter  Weise  folgt  aus  den  obigen  Beziehungen,  dass 

c/r  —  dfSey    dS-  ^  —  dXe    und 

/   =  — //    etc. 

/'  »  cos  iU  .  /«  —  sin  Xe  .  h    etc. 

l    —  sin  Xv  -  fe-i-  cos  Xt  .  le    etc. 

Gleichungen,  welche  für  die  Umkehraufgabe  in  Betracht  kommen,  zu 
gegebener  Evolute  die  zugehörigen  Evolventen  zu  finden.  Es  sind 
dies  orthogonale  Trajectorien  der  Tangenten  der  Evolute  und  Krfim- 
mungslinien  auf  ihrer  Tangentenfiäche.  Man  erinnere  sich  dabei  der 
besonderen  Verhältnisse  einer  ebenen  Evolute,  wo  ihre  Tangenten- 
fläche die  Ebene  ist,  in  der  die  Curve  sich  befindet. 


§2. 
Die  Gleichungen  der  Polcurve 


dg 


xp  —  »-j-p./'-f-^.i    etc. 


in  ebensolcher  Weise  zu  behandeln,  bietet  keinerlei  Schwierigkeit 
und  führt  natürlich  zu  den  bekannten  Eigenschaften  dieser  Curve. 
Aus  den  Gleichungen  der  Erümmungsmittelpunktscurve 

«Jfc  =  2  +  p  .   Ä' 
lässt  sich  ableiten,  dass 


dxk  =  (Q.l  +  ^.rY'^    etc. 
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'''**~L~^''°^*"''^'^fe*~^)"^'  +  ^  S-^  ^^*  ^^ 


Hieraas  ergiebt  sich,  dass 

^.-{[»•+Kg)*-.SJ./--.S«.M.r' 

+  (ä)'cotgA.i}if^» 
und  durch  Einfübraog  des  bereits  erklärten  Winkels  »,  dass] 

Ah  ^  R^  >  \\}—^  ./-sinicosjcotgi  .  f 

+  sin^  %  cotg  A  .  /  d(f^    etc. 


■  K(-iy 


Für  das  Bogenelement  dsi  der  Krümmnngsmittelpunktscurve  be- 
rechnet man  zunächst 

Im  Specialfalle  der  Cnrven  constanter  erster  Krümmung  oder  »— 0 
fällt  die  Erümmungsmittelpunktscurve  mit  der  Polcurve  zusammen, 
die  Tangente  der  Polcurve  hat  aber  die  Richtung  der  positiven  Bi- 
normale der  Urcurve,  aus  dem  Grunde  ist  bei  dsk  das  positive  Vor- 
zeichen zu  wählen.    Es  ist  demnach 

dsjt  '^  Rdd^    und 

/*  »»  sin  *./*'  +  cos  i  .  l    etc. 

Die  Tangente  der  Erümmungsmittelpunktscurve  liegt,  was  selbst- 
verständlich ist,  in  der  Normalebene  der  ursprünglichen  Curve  und 
bildet  mit  der  Erümraungsachse  den  Winkel  i  und  mit  der  Haupt- 
normale  den  Winkel 

•i  • 

Daraus  folgt  die  bekannte  Construction  dieser  Tangente,  welche  mit 
der  Steiner'schen  Construction  der  Tangente  einer  Fusspunktencurve 
im  Zusammenhange  steht:  construirt  man  in  der  Normalebene  der 
Urcurve  um  M  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (s.  Fig.  2.) 


MP  =.  MBk  —  MPp 

2* 
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den  Kreis,  so  ist  die  Tangente  im  Punkte  Pjt  an  den  Kreis  auch 
Tangente  an  die  Krümmnugsmittelpnnktscnrve.  Aebnlich,  wie  oben, 
kommen  wir  bei  der  Entscheidung  Aber  das  Yorzeicben  yon  Dk  zu 
dem  Scblasse,  dass  der  positive  Wert  zu  nehmen  ist;  dann  erh&lt 
man 


|/^-.^^'-|.sin«»cotg«^ 


sin  i  .  cotg  X  .  .    -j  I     .    .    IV      X 

+  ^ (—  cos  t .  ^'  +  sin  t .  /)    etc. 

j/(l-^y  +  sin«icotgU 

Diese  Gleichungen  gestatten  eine  einfache  geometrische  Interpretation  i 
denn  bezeichnen  /|,  ^i,  \  !die  Richtungscotinus  der   Geraden  F\M^ 

•0  ist 

f^  =  —  cos» .  f  +  »in» .  l    etc. 

und  führt  man  nun  noch  einen  Bilfswinkel  #  ein,  so  dats 

cosd  «— 


|/(l—  ^Y  +  sin»»  cotg«A 

sin  » .  cotg  % 
sind  — 


und  mithin 


KO~S)"+«^""*^^*«'^ 


fä^       di\     1 

cotgd=  \j^-j^)^ri 

so  gewinnt  man  die  leicht  zu  deutenden  Beziehungen 

/j  «.  cos  6  .  /  +  sin  0  .  U    etc. 

und  für  die  Riohtungscosinus  der  Hauptnormale  berechnen  sich  die 

Werte 

/i'  =-  —  sin  d  .  ^+  CÖ8  ö  .  /i    etc. 

In  Worten  (s.  Fig.  2):  die  Normalebene  der  Krümmungsmittel- 
punktscurve  geht  durch  FkM^  und  es  bilden  ihre  Haupt-  und  Binor- 
male mit  dieser  Geraden  die  Winkel 

Ö  und  e'  =  ^  -  Ö 
wo  %  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 
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Hierdurch  ist  das  begleitende  Achsenkreuz   der   Krttmmangsmittel- 
pünktscarve  fettgelegt. 

Zieht  man  yom  Mittelpunkte  der  Oauss'schen  Einheitskugel 
parallele  Geraden  zu  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  sowol 
der  nrsprflnglichen  Curre,  wie  ihrer  ErUmmungsmittelpunktscurve  bis 
Zur  Engeloberfläche,  und  verbindet  man  die  entstehenden  Punkte 
auf  der  Einheitskugel  durch  Bogen  grösster  Kreise,  so  entstehen 
sphärische  Dreiecke,  welche  die  Abhängigkeit  anderer,  die  gegen- 
seitige Lage  der  beweglichen  Achsenkreuze  bestimmenden  Winkel 
Ton  den  eingeführten  Hilfswinkeln  i  und  B  erkennen  und  berechnen 
lassen.  Bezeichnet  man  mit  Fk,  Gk,  Hk\  Fk\  Gk\  Hk\  Lk,  Mk^  Nk 
die  Richtungscosinus  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  der 
Krümmungsmittelpunktscurve  in  Bezug  auf  die  beweglichen,  beglei- 
tenden Achsen  der  ursprünglichen  Curve ,  so  ergiebt  sich,  dass 

jFjk  —  0,     Gk  —  sin  »,     Hk  —  cos  i 

Fk'  =  —  sin  ö,    Gk*  =  —  cos»  cos ö,    Hk'  —  sin»  cos  6 

Lk  =»  cos  ö,    Mk  '^  —  cos  i  sin  ö,    Nk  =  sin  i  sin  $ 

Gleichungen,  welche  auch  durch  die  Beziehungen 

fk^  Fk.f+Gk^r  +  Hk.l    etc. 
/k'-'Fk' .f+Gk' .r+ Hk' ,1    etc. 
lk  ^  Lk.f+Mk.f'  +  Nk.l    etc 

hätten  abgeleitet  werden  können. 

Es  erübrigt  noch,  dxk^  d&k  u.  s.  w.  in  den  auf  die  Urcurve  sich 
beziehenden  Grössen  auszudrücken.    Es  ist 

sin» 

Man  kann  dies  Resultat  in  die  Worte  kleiden  (Möllns):  eine 
Ranmcarye  und  ihre  KrümmungsmittelpunktscurTO  stehen  in  dem 
Zosammenhange ,  dass  die  Cosinus  der  beiden  Winkel,  welche  die 
Tangente  der  einen  mit  der  Osculationsebene  der  andern  bildet, 
sich  verhalten  wie  ihre  Gontingenzwinkel  (s.  Fig.  2), 

Es  ist  allgemein 
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d9t  =  ±  V(dli,)*+(dmi,)*  +  idni)» 

Ak  .  d»«t  +  Bt  .  d*!fk  +  Ci  •  d*zk     , 
= ^, .d,k 

Bei  der  Berechnung  nach  dem  letzten  Ausdrucke  steUeu  iuch 
recht  umständliche  Rechnungen  ein,  einfacher  gestaltet  sich  dieselbe 
mit  Hilfe  des  ersten-,  man  erhält  zunächst 

dlk  =  (—  cosö  . /i  +  sinö  .  /) .  I  cost  cotgA  —  -^1  dd^    etc. 

folglich 

/  dB\ 

d&k  —  (  COSlCOtgA  — ^  )rf^ 


0"«*  -  S) 


dd-k  —  l  COS»  —  ^  )  dr 

Diese  Gleichung  zeigt  uns,  dass  es  doppelt  gekrümmte  Curven 
mit  ebener  Erümmungsmittelpunktscurve  geben  wird,  nämlich  wenn 
für  dieselben 

COSe  —  T"  "■  0 
dr 

Ferner  ergiebt  die  Ausrechnung,  dass 

sin  Ö  /  de\ 


sin  ö  /  dö> 

tgXk  =»    -: .  (  COSt —   T. 

^  Sin  i  \  dvj 


und 


Qk 


rk 


m     m 

RigX  sin  6 

I       ■      ■  I    I  ■     I  ■  ■  # 

sint 

R 

COSecotgÄ  —  -jK^ 


Sucht  man  umgekehrt,  die  Grössen  der  Urcurve  in  denen  der  Erüm- 
mungsmittelpunktscurve auszudrücken,  so  folgt  aus  den  obigen  For- 
meln, dass 

/   =  cos  ö  .  Zfr  —  sin  ö  .  fh     etc. 

/'  «=»  sin  i  ,fk  —  cos  i  (cos  6  .  /*'  +  si"*  ^  •  ^*)    6*^. 

l   =  (508  i .  A  +  sin  i  (cos  ö  .  /*'  +  sJ^  ^  .  h)    etc. 

und  dass  ferner 

d^»c;»4-cosa  .dn 
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dt  "=»  -; — . .  axk 
Bin  i 

dß  «  cotg  i  .  sia  ö  .  dXk  —  ddjc 

oder  in  Grössen,  die  jedoch  mit  Dimensionen  behaftet 

dß         cotjcr  ^  .  sin  ö        1 
«?«*  9k  rk 

eine  Differentialgleicbung,  welche  zur  Bestimmung  des  Winkels  6 
beiutzt  werden  muss.  Man  beachte ,  dass  auf  den  fechten  Seiten 
sich  ausserdem  noch  der  Winkel  i  befindet,  der  zunächst  in  Grössen 
der  ürcurve  definiert  ist.  Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  die 
grossen  Schwierigkeiten  des  Umkehrproblems  erkennen,  zu  gegebener 
Krömmun^smittelpunktscufTe  die  ursprüngliche  Curve  zu  finden. 


§3. 
Der  Inclinätionswinkel 

I  «  arccos  ^ 

ist  besonders  geeignet,  Curvenclassen  zu  charakterisiren.    Es  möge 

zunächst  der  Specialfall 

*  =  const. 

betrachtet  werden.  Aus  unsern  Formeln  folgt,  dass  die  Krümmungs- 
mittelpunktscurvo  eine  isogonale  Trajectorie  der  gradlinigen  Erzeu- 
genden der  Evolütfläche  ist.  Welche  besondern  Verhältnisse  treten 
^ei  der  Abwicklung  der  Evolutfläche  auf?*)  Die  Pol-  und  Krüm- 
mnng8mittelpünkts6urve  transformiren  sich  in  logarithmische  Spi- 
ralen, dei*en  gemeinsamer  Pol  der  Punkt  P  ist,  auf  den  die  Raum- 
cwve  bei  der  Abwicklung  auf  eine  ihrer  Normalebenen  sich  redu- 
^ift;  denn  die  logarithmische  Spirale  hat  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Fusspunktencurve  in  Beziig  auf  den  Ursprung  als 
Pol  wiederum  eine  logarithraische  Spirale  ist,  welche  die  Tangenten  der 
ersten  unter  constantem  Winkel  schneidet.  Die  abgewickelte  Evolut- 
fläche besteht  allemal  aus  zwei  übereinander  liegenden  Blättern, 
welche  längs  der  transformirtön  Polcurvo  mit  einander  zusatnmen- 
hangen. 


1)  Steiner,  über  einige  allgemeine  Eigenschaften  der  Curreq  von  doppelter 
Krümmung.    Ges.  Werke,  Band  11.  pag.  161—165. 
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Die  Grenzfälle 

%  —  0    und     »  —  ^ 

verlaDgen  eine  besondere  Behandlang.    Der  Specialfall 

n 

•-2 
oder 

12  -»  OD    nnd    ii{>  -»  0 

charakterisirt  die  ebenen  Carven.  Die  Eyolntfl&che  ist  eine  Cjlin- 
derfläche  mit  der  ebenen  KrttmmnngsmittelpnnktscorTe  als  Basis. 
Weil  allgemein  die  Tangentenflächen  zweier  Eyolaten  sich  l&ngs  der 
Evolvente  nnter  constantem  Winkel  schneiden,  da  (cf.  Fig.  1.) 

(^  +  cj)  —  (^  4.  c)  =  const 

so  folgt  in  amgekehrter  Weise,  dass  die  Tangenten  allgemeiner 
Schranbenlinien  die  Ebene  der  Basis  in  einer  Evolvente  der  Basis 
unter  ihrem  Steigungswinkel  durchsetzen.  Die  bei  der  Abwicklung 
der  Evolutflftche  doppelt  gekrümmter  Curven  geltenden  Verhältnisse 
haben  in  diesem  Falle  im  eigentlichen  Sinne  nicht  mehr  statt. 

Der  zweite  Grenzfall 

i  -  0 

kennzeichnet  die  Curven  constanter  erster  Krümmung  oder 

wo  dann  auch 

Pol-  und  Erümmungsmittelpunktscurve  sind  dieselben.  Bei  der  Ab- 
wicklung der  Evolutfläche  gehen  diese  zusammenfallenden  Begleit- 
curven  in  die  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Radius  C  über, 
dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  P  ist,  auf  den  die  Urcurve  sich  redu- 
cirt.    Welche  Vereinfachungen  erfahren  unsere  Gleichungen? 

fk  '^l    etc.  / 

H^-f    etc. 

Ik  =^f   etc. 

dti  =  d^ 
d(^k  =  dt 

Auch  die  übrigen  Formeln  beweisen,  dass  alles  in  guter  Ueber- 
einstifaimung  ist.  Die  Curven  constanter  erster  Krümmung  haben 
die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass  volle  Reciprocität  zwischen  Ur- 
curve und  Polcurve  besteht:  sucht  man  die  Polcurve  der  Polcurve, 
so  gelangt  man  zur  ursprünglichen  Curve  zurück. 
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Nicht  minder  interessant,  aber  doch  weniger  beachtet,  scheinen 
uns  die  allgemeineren  Cnrven  zu  sein,  für  welche  nnr 

oder  p  eine  lineare  Function  von  ^  ist.  Fflr  den  Inclinationswinkel 
t  folgt  hieraus  die  Bedingung 

cotg  t  ==  ^  +  c 

oder,  da  es  auf  eine  additive  oder  subtractivc  Constante  nicht  an- 
kommt, 

cotg  t  —  ^ 

Die  Einsetzung  dieses  Wertes  in  unsere  Formeln  liefert  einige 
Vereinfachungen.  In  geometrischer  Hinsicht  ist  klar,  dass  sämtliche 
correspondirende  Punkte  der  Pol-  und  Krümmungsmitteipunktscurve 
den  Constanten  Abstand  Ctou  einander  besitzen.  In  was  fttr  Curven 
biegen  sich  dieselben  bei  der  Abwicklung  der  Eyolntfläche  um?  Die 
Polcnrve  wird  eine  Kreisevolvente,  deren  Eyolutkreis  mit  dem  Mittel- 
punkt P  den  Halbmesser  C  hat,  denn  die  Fusspunktencurve  einer 
EreiseTolvente  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Evolutkreises  als 
Pol  besitzt,  wie  leicht  einzusehen,  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
die  Entfernung  entsprechender  Punkte  gleich  der  constanten  Länge 
des  Badius  des  Evolutkreises  ist.  Die  'Curven  constanter  erster 
Erflmmong  sind  ein  Specialfall  dieser,  die  Constante  C  hat  dann  den 
Wert  nuU. 

Der  Bedingung  R  «  Const.  kann  durch  die  beiden 

Q  •»  const.    und 

genügt  werden.    Mit  der  letzten  Bedingungsgleichung  ist 
oder  i'-i^  +  c) 

Univalent.  Bei  diesen,  den  sphärischen  Curven,  degenerirt  die 
Poze  Polcurve  in  einen  Punkt,  nämlich  den  Mittelpunkt  der  Kugel, 
&vf  welcher  die  Curve  sich  befindet.  Die  Schmiegungskugel  geht 
durch  die  sämtlichen  Punkte  der  Curve,  grade  so  wie  bei  der  ebenen 
Cnrve  die  Osculationsebene  alle  Curvenpunkte  enthält  Die  Evolut- 
fliche  ist  ein  Kegel.    Bei  seiner  Ausbreitung,  z.  B.  in  eine  Normal* 
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ebene  der  sphärischen  Cnrye,  geht  die  Erümmungsmittelpanktscanre 
in  die  Peripherie  eines  Kreises  über,  dessen  Durchmesser 

PPp  =-  Ä  —  Const 

Auf  eine  ähnliche  Bedingungsgleichung  führt  die  Untersuchung 
der  Frage  (cf.  eine  irrtümliche  Behauptung  bei  Steiner,  L  c. 
pag.  161),  für  welche  Curven  ist  die  Krttmmungsmittelpunktscurve 
eine  geodätische  Linie  der  Evolutfläche?  Dann  muss  sich  dieselbe 
bei  der  Abwicklung  der  Evolutfläche  in  eine  Gerade  transformiren, 
woraus  man  leicht  ableiten  wird,  dass  die  transformirte  Polcurve 
eine  Parabel  ist,  für  welche  die  bewussto  Gerade  Scheiteltangente 
und  deren  Brennpunkt  der  oft  erwähnte  Punkt  P  ist.  Aus  diesen 
Verhältnissen  lässt  sich  dann  eine  Relation  zwischen  ^  und  M  her- 
leiten, nämlich 

WO  Rq  eine  Constante.  Dieser  Bedingungsgleichung  genügen  aber 
auch  noch  Curven,  weiche  die  verlangte  Eigenschaft  nicht  besitzen, 
nämlich  die  Curven  constanter  erster  Krümmung. 

Einen  einfacheren  und  besseren  Weg  zur  Lösung  der  Frage 
liefern  unsere  Formeln  im  vorhergehenden  Paragraphen,  da  wir  auf 
diese  Weise  mühelos  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
gewinnen.  Soll  die  Krümmungsmittelpunktscurve  eine  Geodätische 
der  Evolutfläche  sein,  so  muss  in  jedem  Curvenpunkte  ihre  Häupt- 
normaie  mit  der  Flächonnormalen  zusammenfallen,  d.  h.  es  muss 
beständig  der  Winkel 

sein;  folglich  erhalten  wir  als  Bedingungsgleichung 

i  =  &  -\'  c 

Selbstverständlich  haben  alle  ebenen]  Curven  die  geforderte 
Eigenschaft.    Unsere  Formeln  liefern  diese  nicht  ohne  weiteres  mit, 

weil  dieselben  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  d^  ^0 
abgeleitet  sind;  man  kann  dieselben  in  die  Bedingungsgleichung 

}   «a    i^"  -f-  c 

mit  einschliessen,  wenn 


genommen  wird. 
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^ 

^=2-" 


Wir  unterlassen  es,  weitere  Anwendungen  obiger  Formeln  zu 

geben. 

§  4. 

Die  Kreisevolvente    und  ihre  Parallelcurven   kann   man    durch 
Gleichungen  darstellen 

X  =  a  .  COSM  -(-  (am  -j-  <?)  sint* 
y  z=  a  ,  sinw  —  (au  +  «)  COSm 

wo  a  der  Radius  des  Evolutkreises  und  c  eine  willkürliche  Gonstante 
ist.  Wickelt  man  ein  ebenes,  rechtwinkeliges  Dreieck  auf  eine  Gy. 
linderfläche  mit  einer  Ereisevolvente  als  Basis  auf  in  der  Art,  dass 
die  eine  Kathete  mit  der  Basis  zusammenfällt,  während  die  andere 
Kathete  die  2-Goordin^te  wird,  so  biegt  sich  die  Hypotenuse  in  eine 
Schranbenlinie  um,  welche  die  Kreiscylinder-Schraubenlinie  als  Spe- 
cialfall enthält  (a  =  0).  Für  die  rechtwinkeligen  Goordinaten  dieser 
verallgemeinerten  Schraubenlinie  ergeben  sich  die  Gleichungen 

«  «  acosti  -f-  (au  -)-  c)  .  sinu 
y  —  asinu  —  (au  -f-  e)  .  cos« 

«- tg.  .f\/(^y+  (tjäu  ^  (|«+c)«  .  tga 


0 


wenn  die  Aufwicklung  des  Steigungsdreieckes  im  Punkte 

(a?  «  ö,     y  «  —  c) 

^ginnt,  und  der  Steigungswinkel  s  ist. 

Es  ist  keine  wesentliche  Einschränkung,  wenn  man  anstatt  der 
äquidistanten  Kreisevolventen  diese  selbst  wählt,  denn  man  braucht 
^QQ  die  Abwicklung  des  Evolutkreises  nur  in  einem  andern  Punkte 
heginnen  zu  lassen;   es  soll  deshalb  c  »  0  gesetzt  werden,  wodurch 
die  Yorstebendea  Gleichungen  die  einfache  Gestalt  annehmen 

X  =  a  (cos  u-j-t«  Sinti) 
y  =3  a(8inu  -  «cosw) 

2!  »=-  s  tg  €  ,  t|8 
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Mithin  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

—  —  aticosu    ^  —  afcoBM  — Msinw)     — -|  =  —  a(2sinu-|-tiC08tt) 
dy  d*y  d^y 

—  =  a ti  sin  M    ^ j  —  o(8in  t* -j-  m cosm)    j-^  —      a(2eo8 u  —  uein  m) 

du  =  «*«'•"    ^«-«*«'  dü-^ 

Die  für  Raamcurven  wichtigen  Grössen  A,  B^  C,  D  haben  daher  in 
dem  vorliegenden  Falle  die  Werte 

A  =  —  a*  tg «  .  !*•  .  cos  u 
5  —  -  «*tg«  .  ti*  .  sin  u 
C  =  a*  .  u^    nnd 

COS£ 

Hieraus  berechnen  sich  die  Elemente  der  Schraubenlinie,  wie  folgt: 

a 

da  —  .  u  du 

cosc 

/■  =  cos  e  .  cos  tt 
g  »  co8£  .  Sinti 
Ä  —  sin« 

/"'  —  —  Sinti 
g'  —  cos  ti 
Ä'  -      0 

l  —  —  sin*  .  cos  ti 
w  —  —  sin«  .  sinw! 
n  —  cos« 

Die  Gleichungen  besagen  unter  anderem,  dass  die  Hauptnor- 
malen parallel  den  Normalen  im  entsprechendem  Punkte  der  Basis 
sind,  sie  sind  daher  parallel  der  Basisebene  und  berühren  den  graden 
Ereiscylinder  über  dem  Evolutkreise.  Die  Fläche  der  Hauptnor- 
maleo  lätst  sich  durch  die  folgenden  Gleichungen  darstellen 

§  —  acosti-)-(ati-j-t?)8inM 
ri  =  asinu  —  (au-|-v)cosu 
a 


£  ^  2^^^  •**' 
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Die  analytische  Bebandlang  dieser  GleichuDgen  lässt  vorzügliche 
Eigenschaften  dieser  verallgemeinerten  Schraubenfläche  erkennen ;  es 
hat  den  Anschein,  dass  sie  and  eine  ihr  nahe  verwandte  gradlinige 
Fläche  die  gewöhnliche  Schranbenfläche  in  den  technischen  Fällen 
mit  Vorteil  vertreten  werden,  wenn  die  Schranbenmutter  ein  ans- 
weichendes  Mittel  ist. 

Die  weitere  Ausrechnang  der  Curvenelemente  ergiebt,  dass 

a                           a 
dt  —  cos«  .  du.    d&  =  nmi  .  du-     fl  « jp  .  tt     r  —  -; .  u 

'  '    ^       cos*f      '  im « cos  f 

u.    s.    w. 

Wie  beschaffen  ist  die  Evolntfläche?    Für  ihre  Rückkehrkante  oder 
für  die  Polcurve  bestehen  allgemein  die  Gleichungen 

dQ 
icp  =  «  -J-  ^  .  ^'  +jö:  •  ^    etc. 

mithin  hat  man  in  dem  vorliegenden  Falle: 

—  aJp  —  Otg*  •(COSM  -|-  UMITLU) 

_  yp  ».  atg^f(sinu  —  ttcosti) 

a 


«F  -  2  ***'  •  ^^^  •  ***  +  sSi 


cose 


Die  Polcurve  ist  ebenfalls  eine  Schraubenlinie  eines  Kreisevol- 
ventencylinders;  der  Radius  des  Evolutkreises  hat  den  Wert  (atg'f) 
und  der  Steigungswinkel  ist 

a 
Der  Anfangspunkt  liegt  diametral  gegenüber  und  um  -, ober- 

^  *^  •  °  °  Sm€COS£ 

halb  der  a;y-Ebene.  Die  Polcurve  der  Polcurve  befindet  sich  mit 
der  ürcurve  auf  demselben  Kroisevolventencylinder  und  besitzt  mit 
ihr  den  gleichen  Steigungswinkel:  sie  ist  mit  der  ursprünglichen 
Cnrve  in  entsprechenden  Stücken  congruent.    Die  correspondirenden 

Punkte  haben  von  einander  den  constanten  Abstand-: -ö-.  Sucht 

sin  f  cos^e 

man  die  nto  Polcurve  der  Urcurve,  so  liegt  diese,  mit  ihr  auf  dem- 
Mlben  Kreisevolventencylinder  oder  auf  demjenigen  der  ersten  Pol- 
curve, je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade.  Erwähnenswert  ist  noch 
der  specielle  Fall 

n 
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dann  sind  alle  diese  Schraubenlinien  in  entsprechenden  Stücken  ein- 
ander congrnent,  während  sie  sich  sonst  in  zwei  Gruppen  teilen. 
Die  KrümmungsmittelpnnktscurTe  der  ürcurve  hat  von  der  Polcurre 
in  entsprechenden  Punkten  den  constanten  Abstand 

dg  a 


dd-       sinecos'e 
Für  die  betrachtete  Schraubenlinie  ist  sowol  tI,     wie     auch 

dg 

^  constant.    Es   lässt    sich   »eigen,    dass   diese   Eigenschaft    den 

Schraubenlinien  eines  Kreisevolventencylinders  allein  zukommt.   Ans 
den  beiden  Bedingungen 


und 


dg 

d'g       ""^ 
folgt,  von  Specialfällen  abgesehen,  dass 

d& 

tgjl  ^  —  =  const. 
°  dr 

und  daher  nach  dem  Bertrand'schen  Satze  die  zu  bestimmenden 
Raumcurven  jedenfalls  isogonale  Trajectorien  der  Erzeugenden  einer' 
gewissen  Cylinderfläche  sind.  Wählen  wir  das  Coordinatensystem 
so,  dass  die  2- Achse  mit  der  festen  Richtung  der  rectificirenden 
Geraden  zusammenfällt,  so  steht  die  Cylinderfläche,  auf  welcher  die 
gesuchten  Raumcurven  liegen,  senkrecht  zur  «y-Ebene,  und  es  han> 
delt  sich  darum,  ihre  Leitcurve  oder  Basis  zu  finden.  In  der  an- 
genommenen Bezeichnungsweise  ist  nun 

arccosA  "^  ^  ^  *>    und    ^  ^  ;t  ■*  sinA 
Ist  y  =  f(x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Basis,  so  ist 

ds  =  Vdi^+dy^+dz^  =  ^  yi+lTWF   'dx 

mithin 

cosA 
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cosA  .  f'(x) 

h  =  sinlA 
Durch  Differentiation  erhält  man 

folglich 

dt  =  cosA .  ^j-pp,^— .  Vi+[r(x)y 

Unterscheidet  man  die  Gurvenelemente  der  Basis  durch  den 
Index  h,  so  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  dass  zwischen  den 
Elementen  einer  Schrauhenlinie  und  der  Basis  ihrer  Gylinderfläche 
allgemein  folgende  Beziehungen  stattfinden 

dSh          .           COSA,  _  Qh 

ds  =  — r,     oT  «  d»b     und  p  =-  — 07 

COSA'  Qb  ^         C08*Jl 

Jede  dieser  drei  Relationen  ist  eine  Folge  der  beiden  anderen.  Der 
bequemeren  Schreibweise  wegen  werde  mit  a  dar  Winkel  bezeichnet, 
den  die  Tangente  der  Basis  mit  der  x- Achse  einschliesst,  dann  ist 


dsb 
Durch  DifferentiatioB  von 

I 

Qb    «=»    COS*it  .  p 

und  nntfix  Berücksichtigung  der  Voraussetzung 

dg 
geiyinnt  man  die  Gleichung 

dgb  =  <?2  COS^A  .  da 
und  durch  Integration 

Qb  =  c,  cos'i  ,  a  -{•  Ci 
folglich  ist  auch 

d#6  «  (tf|C08*A  .  a  +  Ci)dci 
und  da  ferner 

dx  «■  COS«  .  dsb 

und 

dy  —  sino  .  dsi, 

80  erhält  man  die  Differentialgleichungen 
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dx  —  C0Sa(tfjC08*A  .  «  +  Ci)da 

and 

dy  =  8intt(c^cos^il  .  «  -|-  C\)da 

Ihre  lutegralgloichungen  lauten 

m  -«  (cgCOsH  ,  a-i-  Ci)^\na  -i-  e^cos^il  .  cos«  -|-  C^ 
y  «.  ~  (c,  coB*il  .  a  +  Ci)co8«  +  *iCOS*A  .  sino  -}~  ^s 

Betrachten  wir  nan  anstatt  der  Basis  ihre  Evolate!  Für  deren 
rechtwinklige  Coordinaten  X,  Y  bestehen  allgemein  die  Gleichungen 

X-zz  SP  ^  Qi,  .  sina 
F—  y-^-Qb .  coso 

Die  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  ergiebt  daher,  dass 

X  —  cgCos'A  .  coso  +  Q 
und 

y  =  cjcos^il .  sino  +  ^i 
oder  schliesslich 

(X— C,)«+(y-C3)>  -  (tfjCosU)«    q.  c.  d. 

Ist  also  fttr  eine  Raumcurve  q  eine  lineare  Function  von  ^  und 
und  von  r,  so  ist  sie  Schraubenlinie  auf  einer  Cylinderfläche,  deren 
Basis  eine  Kreisevolvente  ist.  Hierin  ist  der  Puiseux'sche  Satz  als 
Specialfall  enthalten,  dass  die  Schraubenlinien  mit  constantem  Krüm- 
mungsradius Ereiscylinderschraubenlinien  sind. 

Beim  Beginne  unserer  Betrachtungen  erwähnten  wir  die  Tat- 
sache: bei  der  ebenen  Evolvente  giebt  es  eine  ebene  Evolute,  und 
diese  ist  zugleich  Erümmungsmitt^lpunktscnrve;  hier  am  Schlüsse 
mögen  einige  hierauf  bezügliche  Umkehrungen  Platz  finden.  Ist  eine 
der  unendlich  vielen  Evoluten  einer  Gnrve  eben,  so  ist  auch  die 
Evolvente  eben,  und  diese  Evolute  ist  auch  Krümmungsmittelpunkts* 
curve.  Ist  die  Krümmungsmittelpunktscurve  eben,  so  kann  sie  zu- 
gleich Evolute  sein,  aber  es  ist  nicht  notwendig,  denn  dieses  tritt 
in  zwei  Fällen  ein: 

d&'^O     und     dd'mBCOBidt 

Ist  die  Krümmungsmittelpunktscurve  eine  Geodätische  der  Evolut- 
fläche —  die  Evoluten  sind  geodätische  Linien  derselben  —  ,  so 
braucht  sie  deswegen  noch  nicht  zu  den  Evoluten  zu  gehören;  denn 
es  giebt  ausser  den  ebenen  eine  Classe  von  doppelt  gekrümmten 
Curven,'  welche  diese  Eigenschaft  besitzt.    Ist  aber  schliesslich  die 
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Krümmungsmittelpunktscurve  eben  und  eine  geodätische  Linie  der 
Evolatfläche,  so  gehört  sie  zn  den  Evoluten,  und  die  ursprüngliche 
Carve  befindet  sich  mit  ihr  in  derselben  Ebene;  denn  dann  ist  die 
Krümmungsmittelpunktscurve  nach  einem  Satze  aus  der  Flächen- 
theorie eine  Erümmungslinie  der  Evolutfläche  und  schneidet  mithin, 
da  sie  zu  den  gradlinigen  Erzeugenden  nicht  gehören  kann,  die 
Krümmungsachsen  unter  dem  Winkel 

eine  Bedingung,  welche  die  ebenen  Curven  charakterisirt. 
Kiel,  im  Februar  1896. 


Aieh.  d.  Xath.  u.  Phys.    2.  Reihe,  T.  XV. 
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111. 

Strecken-  und  Punktrechnung,  insbesondere  die 
Rechnung  mit  parallelen  Strecken, 

(Quaternionen   Hamilton's    und   Unverzagt's). 

Von 

Prof.  Dr.  Fr.  Graefe,  Darmstadt. 


Die  von  Unverzagt  in  Programmen  und  in  seinem  Werke: 
„Theorie  der  goniometrischen  und  der  longimetrischen  Quaternionen, 
Wiesbaden  1876^'  begründeten  Rechnungen  mit  parallelen  Strecken, 
mit  sog.  Quotientvectoren  habe  ich  weiter  ausgebildet.  Die  Quotient- 
vectorenrechnung  führt  zu  complexen  Zahlensystemen,  die  u.  A. 
Weierstrass,  Schwarz,  Dedekind,  Holder,  Schur,  Study,  Scheffers  zu 
dem  Gegenstande  ihrer  Untersuchungen  gemacht  haben.  Die  sym- 
bolische Schreibweise  Hamiltons  und  seiner  Schule  (Tg,  Sq^  Vq  etc.) 
habe  ich  nicht  angewendet  und  ebenso  die  Namen  „Tensor",  „Sca- 
lar"  (nach  dem  Wunsche  Grassmanns)  vermieden.  Meine  Unter- 
scheidung von  „Strecke"  und  „Vector"  ergiebt  sich  aus  dem  Texte. 
In  dem  Abschnitte  „Anwendung  der  Gesetze  der  Addition  und  Multi- 
plication  paralleler  Strecken",  (der  unbeschadet  für  die  folgenden 
Abschnitte  übergangen  werden  kann) ,  habe  ich  u.  A.  nachgewiesen, 
dass  die  von  Unverzagt  aufgestellten  Coordinatensysteme  specielle 
Fälle  der  bekannten  Staudt-Fiedler'schen  Systeme  sind. 
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Addition  und  Snbtraetion  yon  parallelen  Streeken, 

Wenn  man  eine  gerade  Linie  von  einem  Punkte  ß^  dem  An- 
fangspunkte, nach  dem  Punkte  iV,  dem  Endpunkte,  zieht,  so  kommt 
der  geraden  Linie  BN  ausser  der  absoluten  Länge  eine  Richtung  zu, 
die  durch  Bewegung  eines  Punktes  in  gerader  Linie  von  ß  nach  N 
bestimmt  wird.  Wenn  man  die  Linie  oder  Strecke  BS  an  Länge 
gleich  der  Strecke  BN  macht,  so  unterscheiden  sich  beide  in  der 
Richtung.  Die  gegenseitige  Richtung  ist  durch  den  Winkel  NBS 
bestimmt.  Ist  der  Winkel  NBS  gleich  zwei  Rechte,  so  fällt  BS  mit 
ÄP  zusammen  und  die  Strecke  BP  ist  die  Strecke  BN  entgegen- 
gesetzt gerichtet.  Die  parallelen  Strecken  AM  und  BN  der 
Figur  1.  nennt  man  gleichgerichtet  und  die  Strecken  AM 
wa^  NB  entgegengesetzt  gerichtet.  Die  Strecken  bezeichnet 
man  in  Bezug  auf  Grösse  und  Richtung  mit  griechischen  Buchstaben 
«,  ß,  y  und  deren  absoluten  Längen  mit  den  entsprechenden 
lateinischen  Buchstaben  a,  &,  e.  Der  Anfangspunkt  der  Strecke  a 
nnd  der  Strecke  an  ist  im  allgemeinen  mit  dem  entsprechenden 
lateinischen  Bachstaben  A  bezeichnet 

„Strecken  sind  nur  dann  gleich,  wenn  sie  denselben  Anfangs- 
„und  Endpunkt  besitzen,  d.  h.  wenn  sie  sich  decken.  Zwei  gleich- 
»lange,  parallele,  gleichgerichtete  Strecken,  die  nicht  denselben  An- 
„fangspunkt  haben,  sind  also  nicht  gleich,  d.  h  die  eine  Strecke 
„kann  nicht  statt  der  andern  gesetzt  werden^'. 

Unter  einer  Strecke  ma,  wo  m  eine  positive  oder  negative  reelle 
Zahl  ist,  versteht  man  ferner  eine  solche,  die  mit  a  denselben  An- 
fangspunkt, dieselbe  oder  entgegengesetzte  Richtung  von  «  hat  und 
deren  Grössenverhältniss  zu  der  Länge  von  a  durch  denselben  Wert 
von  m  bezeichnet  wird.  „Parallele,  gleichgerichtete  Strecken  haben 
„die  gleichen  Vorzeichen  (+,  — ),  parallele  entgegengesetzt  gerichtete 

„Strecken  verschiedene  Vorzeichen".    Die  Strecke  -heisstEinheits- 

a 

strecke. 

Liegt  ein  Punkt  C  auf  der  geraden  Linie  AB,  so  sollen  für  die 
Abstände  der  Punkte  die  Gleichungen 

AC+  CB  =-  AB,     AC^^  —  C^  a. 

bestehen.    Liegt  C  l^^^^^^t^^   ^  und  Z?,    so  ist  das  Teilverhält- 
^         (ausserhalb)  ' 

«»» ~  1^°'";.''    und  ist  das  Teilverhältniss    JP"'*"''     so    liegt  C 
CB  (negativ,  (negativ, 

3* 
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{zwischen  ) 
ausserhalb)    ^  ^"^  ^'    Nimmt  man  AC^  CB  als   Repräsentanten 

von  Strecken,  so  gilt  die  erste  der  Gleichungen  a.  nicht. 

„Unter  der  Summe  der  parallelen,  gleichgerichteten  Strecken  a 
„und  ß  versteht  man  die  zu  ihnen  parallele,  gleichgerichtete  Strecke 
„}^,  deren  absolute  Länge  gleich  der  Summe  der  absoluten  Längen 
„von  a  und  ß  ist  und  deren  Anfangspunkt  C  den  Abstand  AB  im 
„umgekehrten  Verhältniss  der  Längen  von  «  und  ß  teilt". 

Es  ist  somit 

AC       h 
a+ß^y,     a+6  =  c,     ^=-  1. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  A  mit  der  Masse  a  und  den  Punkt 
B  mit  der  Masse  b  behaftet,  so  ist  der  mit  der  Masse  a-f-d  behaftete 
Punkt  C  der  Schwerpunkt  der  beiden  Punkte  A  und  B,  Den 
Punkt  A(B)  nennt  man  den  Schwerpunkt  der  im  Punkte  C  gelegenen 
Masse  («+*)  ^^d  der  im  Punkte  B(A)  gelegenen  Masse  —  &(— a). 
Man  kann  also  leicht  den  Schwerpunkt  von  positiven  und  negativen 
Massen  bestimmen. 

Die  Verknüpfung  a+j5  genügt  den  beiden  Gesetzen  der  Ad- 
dition, dem  commutativen  Gesetz;e 

und  dem  associativen  Gesetze 

wenn  d  eine  Strecke  bezeichnet,  die  den  Strecken  a,  ß  gleichge- 
richtet parallel  ist.  Die  Formel  2.  folgt  ans  der  Erklärung  der 
Verknüpfung  und  die  Formel  3  aus  dem  Satze,  dass  drei  Punkte 
nur  einen  Schwerpunkt  haben. 

Was  die  Differenz  der  beiden  parallelen,  gleichgerichteten  Strecken 
y,  /5  (<?  >  b)  betrifft,  so  muss  ihrer  Definition  nach  sein 

also  >  4. 


y  — |3  =  a,     cb^a,     AC  i  CB 


:c-h   f 


Diese  Gleichungen  sollen  für  jeden  Wert  von  b  und  c  gelten 
und  die  üefinitionsgleichungen  der  Summe  der  beiden  Strecken 
y,  — /5  sein.  Man  hat  also  die  Erklärung:  „die  Summe  von 
„zwei  parallelen  Strecken  ma  und  njS,  wo  m,  n  reelle  positive  oder 
„negative  Zahlen  sind,  und  ma-\-nh  von  null  verschieden  ist,  ist  eine 
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,)Za  ihnen  parallele  Strecke  von  der  absoluten  Länge  ma'\-nh,    die 

„mit  dor  grösseren  der  beiden  Strecken  mcc  und  nß  gleichgerichtet 

„ist,  nnd  deren  Anfangspunkt  C  auf  der  geraden  Linie  AB  so  ge- 

„legen  ist,  dass 

AC:  CB  '^  nbima 

„oder  der  Schwerpunkt  aus  den  beiden  Anfangspunkten  der  Sum- 
„mandenstrecken  ist,  wenn  man  diese  Punkte  A^  B  mit  den  Massen 
„mo,  fib  sich  behaftet  denkt.  Diese  Verknüpfung  genügt  dem  cora- 
„mntativen  nnd  associativen  Gesetze'^ 

Leicht  ersichtlich  ist  die  Identität  dieser  Streckensummation 
mit  der  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte. 

Wenn  in  den  Gl.  4.  e  ^  b  ist,  so  ist  a  =  0  und  a  ist  eine  im 
Unendlichen  liegende  Strecke  von  der  Länge  null.  Aus  der  ersten 
Gleichung  4.  folgt ,  dass  die  Hinzufügung  der  Differenz  y  —  j3  zu  /? 
die  Strecke  ß  nach  y  parallel  verschiebt,  wobei  der  Punkt  B  die 
Strecke  BC  beschreibt. 

Man  kann  y,  — /5,  (6  =-  c)  ein  Streckenpaar  nennen. 

Aber  auch  durch  Addition  von  y— j5  zu  einer  Strecke  er,  die 
parallel,  gleichgerichtet  und  gleich  lang  der  Strecke  y  ist,  wird  die 
Strecke  a  parallel  verschoben,  wobei  der  Punkt  S  eine  Strecke  zu- 
rücklegt, die  parallel,  gleichgerichtet  und  gleich  lang  der 
Strecke  BC  ist  und  durch  Addition  von  y—ß  zu  einer  Strecke  —a 
erhält  man  eine  Parallelverschiebung  der  Strecke  —(T,  bei  der  der 
Punkt  S  eine  Strecke  beschreibt,  die  parallel,  entgegengesetzt 
gerichtet  und  gleich  laug  der  Strecke  i?Cist.  Da  das  associative 
Gesetz  besteht,  so  ist 

<s+(y-ß)  =  (<i+7)-ß 

^a+(y-^ß)  =  y-{ß  +  is)  «  -  [(^+<y)-y] 


Es  ist  in  der  Figur  2. 

y  =  ÜC\    ß  «  BB\     a  =  SS' 

Der  P  unkt  D  ist  der  Mittelpunkt  von  CS  und  BF,  der  Punkt  E  ist 
der  Mittelpunkt  von  BS  und  CF" ;  die  Strecken  BC,  SF,  F"S  sind 
also  parallel,  gleichgerichtet  und  gleich  lang.  Es  ist  leicht  nachzu- 
weisen, dass  ist 

(a+y)^/3  «  DD'-BB'  -  FF'    y— (jS+a)  =  CC'-EE*  =  F^F^ 
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d.  h.  y—  ß  ist  ein  Operator,  der  eine  Verschiebung  der  Strecke  St 
nach  FF*  und  der  Strecke  SS^*  nach  /''"jP/  bewirkt 

Folgende  Sätze  lassen  sich  leicht  beweisen: 

1.  Wenn  C  ein  beliebiger  Punkt  der  geraden  Linie  AB  ist  an 
^'i  ß'i  7  parallele  Strecken  mit  den  Anfangspunkten  A^  B,'*  C^  i 
lassen  immer  zwei  Zahlen  m  und  u,  die  nicht  beide  null  sind,  t 
bestimmen,  dass 

ist.    Es  ist 

ma-^nß  =  ra-|-«j5,     wenn    m  =  r,    »  «=*•    ist  f 

2.  Sind  -4,    jÖ,    C  drei  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegenc 
Anfangspunkte  von  drei  parallelen  Strecken    o,  |3 ,  y  und  ist  D  c 
Punkt  der  Ebene  ABC  und  Anfangspunkt  einer  den  Strecken   a, 
y  parallelen  Strecke  d,  so  kann  man  drei  Zahlen  m,  n^  p  die  nicl 
sämtlich  null  sind,  so  bestimmen,  dass 

ö  =  wof-}-/ij3-|-^y,     d  =  ma-|-7*&-|-jpc 
ist.    Es  ist 

ma-|-wj5-|-py  «  ra  +  «j5  +  ^y,     wenn     m  =  r^  n  —  «,  i?  =- Mst      i 

3.  Sind  A^  B,  C^  D  die  Ecken  eines  Tetraeders  und  die  A 
fangspunkte  der  vier  parallelen  Strecken  a,  j5,  y,  5,  und  ist  E  c 
beliebiger  Punkt  und  Anfangspunkt  der  Strecke  JE7,  die  den  Streck: 
^)  ßi  Y^  ^  parallel  ist,  so  kann  man  vier  Zahlen  m,  n,  ^,  q^  so  t 
stimmen,  dass 

f  =  7na  -{-  nß  -\-  py  -{-  qö^     e  =  ma-j-nö-j-;pc-)-g^ 
Es  ist 

tnct  -j-  njS  -|-7)y  -\-Qß  ="  r«  -j-  if j3  -|-  'y  -|-  «*^>     wenn  7«  =  r,  ?*  =  «,  ^j  = 

Das  Tetraeder  ABCD  heisst  rechtswondig,  wenn  ein  x 
Kopf  in  A  'und  den  Füssen  in  B  längs  ili^  liegender  Mensch,  c 
nach  der  Kante  CD  hinsieht,  die  Ecke  C  zur  Linken  und  die  Ec 
D  zur  Rechten  hat;  sieht  dagegen  der  so  liegende  Mensch  die  Ec 
C  rechts  und  die  Ecke  D  links,  so  heisst  das  Tetraeder  links weJ 
di'g.  Zwei  Tetraeder  haben  gleichen  Sinn,  wenn  beide  recht 
wendig  oder  beide  linkswondig  sind,  sie  haben  jedoch  entgegen 
gesetzten  Sinn,  wenn  das  eine  rechtswendig,  das  andre  linki 
wendig  ist 

Unter   dem  Vcrbältniss  —r  von  zwei  Tetraedern  Tn  und  T,  vo 
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denen  T  nicht  null  ist,  versteht  man  die  Zahl,  die  das  Verhältniss 
der  beiden  Tetraederinhalte  misst,  mit  dem  positiven  Vorzeichen, 
wenn  sie  denselben,  mit  dem  negativen  Vorzeichen,  wenn  sie  ent- 
gegengesetzten Sinn  haben. 

Es  ist 

ABCD  «  —  BACD  —  —  ACBD  —  —  ABDC  8. 

wenn  ABCD  der  Inhalt  des  Tetraders  ABCD  ist. 

Die  Gegenseiten  der  Ecken   il,   B\   C^  D   bezeichne  man  mit 

2,  JB^  c,  D,  Der  Inhalt  des  Tetraeders  ABCD  sei  r,  die  Inhalte 
der  Tetraeder,  die  einen  Punkt  M  zur  Spitze  und  die  vier  Seiten  von 
T  zu  Grundflächen  haben,  seien 

^1»      ^2»      ^3»      ^4 

^it  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Tetraeder  gilt  allgemein  die  Glei- 
chnng 

also 

Ii  4-  -«  4.-^  +  ?i  «  1  9 

Es  falle  der  Punkt  D  in  den  Punkt  C  und  der  Punkt  M  liege  in 
^er  Ebene  -45C. 

Das  Dreieck  ABC  heisst  rechtswendig,  wenn  ein  von  A 
^^th  B  sehender  Mensch  die  Ecke  C  zur  Linken  hat,  und  links- 
te ndig,  wenn  der  Sehende  die  Ecke  C  zur  Rechten  hat  Zwei 
^roiecke  haben  gleichen  Sinn,  wenn  beide  rechtswendig  oder 
Uukgwendig  sind;  sie  haben  entgegengesetzen  Sinn,  wenn  das 
^^Ue  rechtswendig,  das  andere  linkswendig  ist.  Unter  dem  Verhält- 
niss ~  von  zwei  Dreiecken  versteht  man  die  Zahl,  die  das  Verhält 

^88  der  beiden  Inhaltsdreiecke  misst,  mit  dem  positiven  Vorzeichen, 
^enn  sie  denselben,  mit  dem  negativen  Vorzeichen,  wenn  sie  entgegen- 
gesetzten Sinn  haben.    Wenn  M  ein  Punkt  der  Ebene  ABC  ist,  und 
[MBC)  den  Inhalt  des  Dreiecks  MEC  bezeichnet,  dann  gilt  mit  Rttck- 
Bicht  auf  den  Sinn  der  Dreiecke  allgemein  die  Gleichung 

(MBC)       (MCA)    ,    (MAB) 

(ABC)   "*"  {ABC)  "*"  (ABC)  ^  ^ 
Oder  kürzer 

^^  +  4*  +  4'-i  10'. 


■1.' 
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Sind  die  Dicht  in  einer  geraden  Linie  liegende  Punkte  ABC  die 
Anfangspunkte  yon  drei  parallelen  Einheitsstrecken   a',   ß\  y*   und 
\  der  Pnnkt  M  der  Ebene  ABC  der  Anfangspunkt  einer  den  Einheits- 

strecken parallelen  Strecke  fi,  so  ist 


6-1* 


1.   .- 


*i 


\ 


i 


>!■;■;■ 


r. 

ü  ■■■ 


4 
I  • 


m 


(s'-'+jV  +  jV) 


Sind  ABCD  die  Ecken  eines  Tetraeders  und  die  Anfangspunkte 
der  vier  parallelen  gleichgerichteten  Einheitsstrecken  a\  ß\  y\  6' 
und  ferner  M  der  Anfangspunkt  einer  den  Einheitsstrecken  paral- 
lelen Strecke  ft,  so  ist 


« 


(|f«'  +  p/5'  +  p/+pd')  12. 


!<i  '.  DlTision  und  Mnltiplication  Ton  parallelen  Strecken. 


Der  Quotient  von  zwei  parallelen  Strecken  a,  ß  (a  von  null  ver- 
f;  'i  schieden) 

f\  ,-'-  n. 

U 

soll  eindeutig  bestimmt  sein.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  zur  Er- 
klärung der  Mnltiplication  die  Gleichung 

ß 
q.  a  =:^  -a  =-  ß  14. 

|i;,  Der  Quotient  q  heisst  nach  Unverzagt  eine  longimetrische 

j>?  Quaternion^).      Da  diese   Quotienten   eindeutig    bestimmt   sein 

[  j  sollen,  so  hat  die  Gleichung 


-^ß  15. 


[j ./  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  x  nur  eine  Auflösung,  die  man  erhält, 

wenn  man  beide  Seiten  mit  a  multiplicirt 


Es  ist  also 


'4.  1)  Unverzagt:  „Theorie  der  goniometrischen  etc.  Quiiternioneii,  Wies- 

;  \  baden  1876''.    Unverzagt  führte  die  Bechnung  mit  parallelen  Strecken  ein« 
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ß        ß .« 


-  .  a 

a  a 


15'. 


Sind  die  Strecken  a  uud  ß  a)  gleichgerichtet,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  14,  dass  die  Strecke  a  durch  Multiplication  mit  dem 
Quotienten  q  in  die  Strecke  ß  übergetührt  wird;  um  dies  auszuführen 
ist  erforderlich:  1)  dass  die  Länge  a  Ton  «  verwandelt  wird  in  die 
Länge  b  von  j3,  d.  h.  es  muss  a  entweder  gestreckt  oder  verkürzt 
werden,  bis  es  so  gross  ist  wie  /?,  2)  dass  o  parallel  verschoben  wird 
bis  ein  Anfangspunkt,  der  die  gerade  Linie  AB  beschreibt,  in  den 
Anfangspunkt  B  von  ß  fällt.  Sind  die  Strecken  a  und  ß  b)entgegen- 
gesetzt  gerichtet,  so  wird  die  Strecke  a  durch  Multiplication 
mit  dem  Quotienten  q  in  die  Strecke  ß  übergeführt;  um  dies  jedoch 
auszuführen  ist  es  erforderlich:  1)  dass  die  Strecke  a  in  einer  Ebene, 
dio  die  Strecke  et  enthält,  um  den  Anfangspunkt  um  2R  gedreht 
wird,  2)  dass  die  Länge  a  von  et  verwandelt  wird  in  die  Länge  h 

von    |3,  3}  dass  die  Strecke a  parallel  verschoben  wird  bis  ihr 

Anfanicspnnkt,  der  die  gerade  Linie  AB  beschreibt^  in  den  Anfangs- 
panM  B  von  ß  fällt. 


Gesetzt  ^i  k=  -,  d  und  y  zwei  parallele  Strecken,  wäre  ein  Quo- 
tient, der  mit  a  multiplicirt,  diese  Strecke  o,  nach  ß  überführe.  Dazu 
ist  nötig,  um  kurz  zu  sprechen,  dass  q^  1)  dio  Strecke  «  um  den- 
selben Winkel  (Ord.  2i?)  wie  q  drehe,  2)  in  demselben  Vcrhältniss 
^16  q  die  Strecke  u  an  Länge  verändere  und  3)  um  dieselbe  Länge 
^^  wie  q  die  Strecke  a  parallel  verschiebe.    Man  kann  daher  setzen 


wenn    ist 


q^q^    oder    -  -  - 


-  e-  -,    AB  gleich  und  gleichstimmig  parallel  mit  \        x6. 


(AB  z^  CD)  CD^  öj  y  gleichgerichtet  (entgegengesetzt 

gerichtet)  bei  gleichgerichteten  (entgegen- 
gesetzt gerichteten)  j3,  o. 


I>er  Quotient  -  dreht  um  denselben  Winkel   (0  oder  2R) ,   ver- 
schiebt parallel  und  streckt  oder  verkürzt  durch  Multiplication  nicht 
1^^^  die  Strecke  o,  sondern  jede  Strecke  im  Räume.    Man  kann 
\Axn\kh  nach  den  61.  16.  machen 


42  Graefe:  Strecken-  und  Piinktrechuunt/, 


also  ist 

Nimmt  man 
so  ist 


a        y 

ß  ^ 

a     '         y     ' 

y  es  mcf,     6  «=  mß 

ß^mß 
a       ma 


ß  a  fß       \        rnß  mßa  ßa 

-  .  ma  =»  mp  =  w  I  -  .  a  I  «.  -r-  .  «  = ^^  m  — 

a  \(t       J         ß  a  cc 


und  man  kann  setzen 


8       mß        ym        ß 
ffi  -  .-,._—-  —  e_  _^ 

cc         a  a         a 


Diese  Gleichung  setzt  fest,  dass  für  die  Multiplication   einer 

ß 
grosse  m  mit  einem  Quotienten  -    die    Gesetze    der   Multipl 

und  DiTision  mit  Zahlen  gelten. 

Aus  der  Gleichung  16.  folgt,  dass  je  zwei  parallele  Radien 
excentrischon  Kugeln  denselben   Quotienten  und  jede  Seite  eis 
raden  Cylindermantels  mit  seiner  Axe  einen  anderen  Quotient 
stimmen. 

Die  Quotienten  z»,  g,  r,  «  .  .  .  von  je  zwei  parallelen  St 
kann  man  nach  den  Gleichungen  16.  auf  denselben  Dividende 
auf  denselben  Divisor  reduciren.    Man  kann  setzen 


ß 
'     2  -  ^.     r  =  -  .    .    .    . 


0)  =  -      2  =  - ,     r  =  - 


O  CK  CK  i 

die  Strecken  «,  ß,  y,  d\  €,  A,  v  sind  parallel,  und  es  ist 

AB  #  LA,     AC  #  DA,     AE  #  iVil 

b        a      c        a      e        a 
a        b''     a        d^     a        n 

Es  sind  die  Strecken  ß  und  A,  y  und  ^,  «  und  v  etc.  gleichge: 
Es  ist 
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c        e       c        b 

-  =  -,     .  -  -,     LC  -  DB 

n        dl        (V 

also  )  19'. 

Um  in  UebereinstimmuDg  mit  den  Lehren   der  Arithmetik   zu 
bleiben,  nimmt  man  an,  dass  ist 

^."-«^  20. 

Diese  Annahme  bedeutet  nichts  anderes,  als  dass  man  in  dem  Product 

das  associativo  Gesetz    gelten  lässt,   d.  h    die  Ueberführung  von  ^ 
m  a  und  dann  von  a  ixl  ß  ist  gleich  der  Ueberführung  von  fi  in  /?. 

Nach  den  Gleichungen  19.  ist 

ß      a       ß  y      et       y 

mithin  nach  den  Gleichungen  19'. 

pq  ««  qp  21. 

Zieht  man  DM#  bA  und  bestimmt  die  Zahl  m  so,  dass  ist 

e       d 

a        m 

80  ist 

d 


Es  ist  also 


ß 


(i)q)r  =  piqr)  22. 

-^us  d^n  Gleicüungen  19.  erhält  man  ferner 

Kimmt  man  von  „der  Summe  zweier  Quotienten  mit  denselben 
,^^Xinern  an,  dass  sie  gleich  der  Summe  der  Zähler  dividirt  durch 
„dea  gemeinschaftlichen  Nenner  ist'S  so  ist 


i 
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in  +  rq^-^  +  -^=^  -^-,    -  +  ^  =   -^-  .    .    .  23. 


5       i3+€     ^   ,   l^/H-« 

und 

P9  +  rP  =■  (2'  +  »*)3 


Nach  der  letzten  Gleichung  ist 

(/>+»*)((z+«)  =p((z+«)+Kg'+«)  •=-  (s+«)p+(<z+»v 

^=  qp  •\- ivp -\- qr '\' sr  ^=  pq-];- ps -\' rq-]^ rs  24- 

Unter  dem  Quotienten 

hat  man  einen  solchen  Quotienten  x  von  zwei   parallelen   Streckern 
zu  verstehen,  für  den  ist 

arg  ==  |)  25'. 

oder 

aj  -  ■»  — 
a       a 

Es  besteht  somit  die  Gleichung 

ß 
^  -  -  26. 

y     y 

„Das  Product,  die  Summe,  der  Quotient  von  zwei  Quotienten 
„paralleler  Strecken  ist  wieder  ein  Quotient  von  parallelen  Strecken. 
„Für  die  vier  Grundrechnungen  der  Quotienten  von  parallelen 
„Strecken  gelten  im  allgemeinen  die  Gesetzte  der  Arithmetik  (nach 
„Gl.  20.  -  26.)". 

Sind  die  Strecken  a,  jS,  s  gleichgerichtet  parallel,  und  liegt  A 
80  zwischen  B  und  E,  dass  ist 

EÄ:AB=:b:e 

so  ist 

ß-^s       ma 


a 


m^    ma  "^  6  -j-  * 


d.  h.  der  Quotient  ^-^ —  ist  eine  reelle  Zahl.    Es  ist  die  Summe 

zweier  Quotienten  eine  reelle  Zahl,  wenn  der  gemeinschaftliche  Di- 
visor seinen  Anfang  im  Schwerpunkte  der  Strecken  des  Dividen- 
den hat. 

Sin  d  |3',  e'  zwei  gleich  lange,  gleichgerichtete  par^elQ  ^trecken, 
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SO  ist  in  dem  Quotienten  - — —   der  Dividend  eine  im  Unendlichen 


Strecke  von  der  Länge  null  oder  ein  Operator,  der  zu  einer 
anderen  parallelen  Strecke  addirt  diese  parallel  verschiebt.     Addirt 

man  diesen  Quotienten  zu  einem  anderen  Quotienten  S9    so   erhält 

man  einen  Quotienten  —     dessen  Dividend  dieselbe   Länge   wie   y 

hat   Liegt  ferner  A  in  der  Mitte  von  Bb  und  ist  a'  gleichgerichtet 
und  gleichgross  den  Strecken  ß\  e',  so  ist 

iis  ist  -  nicht  gleich  — ,  es  besteht  also  die  Gleichung 


nicht. 


Obgleich     ^,      nicht  null  ist,  so  hat  l- — j—j    den  Wert  null. 

Auf  der  geraden  Linie  Aß  sei  E  der  Mittelpunkt  von  DB  und  D 
der  Anfangspunkt  einer  Strecke  ö',  die  den  Strecken  a',  /?'  parallel, 
gleichgerichtet  und  an  Länge  gleich  ist. 

£&  ist  also  ferner 

«'       ß'      f'       ö' 

und 

""«'  •   «'■*"«'•  /5'        «'  *   ^' 

ß'       s'  ß'       ö'  2s' 

«  S  +  ^'  -  2  -  °  +  -,  -2  =  —  -  2  -  0  27. 

f'   *   p  e'    '    s*  s 

Diese  Quotienten  haben  mithin  dieselben  Eigenschaften  wie  die 
Alternirenden  Zahlen  Uaukels  und  das  äussere  Product  Grassmanns, 
»dass  ein  Product  zu  null  werden  kann,  ohne  dass  die  Factoren 
Ml  sind". 

Es  ist  ferner 
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(:-:-^.)'-+©'-(:-)-'+^^s-+?.-j-<' 


also 


Diese  Gleichung  kann  man  auch  wie  folgt  ableiten.    Man  hat 

«_:_!:  !'.„(*:?  «'-*-ö'  ,'=.(''W' 


und 


daher 

Ferner  ist  noch 


a'  ■*  VaV  "f" 


+ß   -—ß^P    -ß^ß  +ß'ß    -[ß'+ßV^ 

mithin 

Allgemein  erhält  man,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist 

©"■=»(9 -("-!)  27". 

Diese  Gleichung  kann  als  Definitionsgleichung  gelten,    wenn  n  eine 
beliebige  reelle  Zahl  ist. 

Es  seien  A^  2?,  C,  D  die  Eckpunkte  eines  Parallelogramms, 
dessen  Diagonalen  AC,  BD  sich  im  Punkte  E  schneiden.  Die 
Strecken  a\  ß\  y\  d\  f'  seien  parallel,  gleichgerichtet  und  gleich- 
gross.    Es  ist 

ß'       y'  Y*       ^'  • 

9i  =  ^  -=  ^1»    3«  =  ^1  -=  ^«   3i*  =  2^1— li  ^2*  «2^,-1 

,  l       .28', 

also  ■ 
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Man  hat 

(qi  - 1)  («,  +  1)  ="  2(^7  -  1),     (g,  -  1)  (q,  +  1)  «  2(q,  -  1)       2S". 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nicht 
Ferner  ist 
«122  =  -.  = -. «-'  +ä'~^  "  ^^  +  «*  -  ^ 

Bezeichnet  man  mit  $3,  94,  95  .  .  .  ^p  •  .  •  die  Quotienten  von 
je  gleich  zwei  gleichgerichteten  parallelen  Strecken,  die  dieselben 
absoluten  Längen  wie  die  Strecken  a\  ß\  y*  haben,  so  bestehen  die 
Gleichungen 

g*p  =  nqp  —  (n  —  1),     qmqp  «=■  Swi  +  5[p  ~  1»     ^2»»  -"  ^p)*  "*="  ^ 

Es  ist  also 

919298  ==  (9132)93  =  kl  +92  —  1)98  —  9i93  +92  93  —  9d 
="91+92  +  98  — 2 

und  allgemein 

9i929d94«    •    •  9p""  9i  +  92  +  9s+ •    •    •9p— l'  +  l  28. 

Es  ist  q^  ein  Factor,  der  eine  jede  Strecke  im  Räume  durch 
MoltipUcation  um  die  Länge  AB  in  einer  Richtung  verschiebt,  die 
parallel  and  gleichstimmig  mit  AB  ist  oder,  der  Quotient  aus  zwei 
parallelen  gleichgerichteten  Einheitsstrecken  ist  gleich  dem  durch  sie 
hestimmten  Verschiebungsfactor.  Bezeichnet  man  daher  ^i  mit 
(^1  fi),  80  ist 

9^  •*  (5,  Q,    9i  92  =  (^,  B)  (B,  C)     und     {B,  O)  {Ä,  B)  «  U,  C) 

28". 

Diese  Formel  sagt  aus,  dass  die  Folge  von  zwei  Translationen 
verschiedener  Richtung  aequivalent  einer  einzigen  Translation  ist,  die 
nach  Grösse,  Richtung  durch  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks  bestimmt 
^  dessen  andre  Seiten  aus  den  gegebenen  Translationen  nach  Grösse 
^nd  Richtung  construirt  werden  können;  die  Ordnung  der  Trans- 
lationsfolgen ist  beliebig. 


Die  Einheitsstrecken  a',  ß\  y*,  d'  .   .  .  seien  gleichgerichtet  pa- 
^el  Es  ist  dann 
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ß         .  bß' 

-  =  (—!)*•  -  ^M    a  und  b  positive  Zahlen  29. 

wo  n  eine  gerade  Zahl  bedeutet,  wenn  die  Strecken  /?,  «  gleich- 
gerichtet, und  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  wenn  dieselben  Strecken 
entgegengesetzt  parallel  sind. 

Die  Anfangspunkte  Ä,  D,  C,  /),  E  der  Einheitsstrecken  «',  /3', 
y\  d',  e  sollen  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und  es  sei  der  Punkt 
A  der  Mittelpunkt  von  DB  und  von  EC.    Es  ist  dann 

also 


et       a  a         a  a  a  \    ^  *   ^  a  / 


30 


Da  ferner 


ist,  so  ist 

=  l  [r^  +  V-p  ß;   -l)}  -  l  (p+l  -P  J) 
Mit  Hilfe  der  Formeln  11.  und  12.  kann  man  dem  Quotienten  -die 


Formen 


a-"aVr"T"r  a'^r  «'"*"r  a7'    ^i  +  ^«"r^«"r^*-^^ 


30' 


geben.  In  der  Gleichung  30".  ist  zu  beachten ,  dass  die  Anfangs- 
punkte der  Strecken  ft,  o,  j?,  y  in  einer  Ebene  liegen  und  die  An- 
fangspunkte der  Strecken  a,  /3,  y  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks 
sind;  die  Anfangspunkte  der  Strecken  a,  /3,  y,  d  der  Formel  30^. 
sind  die  Ecken  eines  Tetraeders. 


Um  das  Product  zweier  parallelen  Strecken  durch  den  Quotienten, 
dieser  Strecken  auszudrücken  nimmt  man  an,  dass  die  Gleichung 
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f^«U«/?a-^«2  31'. 

l)esteht,  und  dass    abgesehen   vom   Vorzeidheri    a'   gleich   ä*   ist. 

Hamilton  setzt 

«^  =  —  a^ 
ich  setze 

WO  <  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist 
Nach  den  Gleichungen  30.  ist 

ßa  «  (-1)«+«  ab  ^,      aß  «  (-l)-+«aÄ |;'     (-/J)  ««/}(-«) 

V        82. 


„Das  Product  von  zwei  parallelen  Strecken  ist  nicht  commu* 
„tativ,  d.  h.  es  ist  ßa  nicht  gleich  «j5." 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  30. 

^C  «  1 

80  ist 

ßcc  =  (— l)"^»ai  ~  =  (— l)«+»a&  (l  --AB^AB  ^,)  32'. 

Man  setzt 

v' 
W«i  «  (— l)«+«a6  .  (1  —  ^^),     [/?«]  -=  (—  l)»«+»a&  .  AB  ^,  32". 

I^as  Product  {jSa}  heisst  Scalar  und  das  Product  [/J«]Vector  des 
I^roductes  /?a. 

Liegen  die  Punkte  DK  auf  der  geraden  Linie  AB^  so  ist 
Und 

Po-f  xa  -  (-l)«+«aÄa  —  AB)  +  (—  1)"»+«  difc(l  —  DK) 

+  ^(-1)"+«  .  AB  +  (-1)'«+»  2>ä)  ^,  32'" 

I^er  Scalar  dieses  Productes  ist 

Anh.  d.  Math.  a.  Phys.    2.  Keihe,  T.  XY.  ^ 
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[ßa  +  xö\  —  (— l)n+«a*(l  —  AB)  -f  (—!)«+•  cö:(l  —  DK) 

=  W  +  M 
und  der  Vector  des  Prodactes  ist 

[ßa+  xö]  «  ((-!)"+» ^5+  (— l)"f«  ("D^+'DÄ-)^, 


32'^'. 


Wenn 

j?«  «-  xö 
so  ist 

Der  Scalar  ist  eiue  reelle  Zahl.    Es  ist 

{(9} « -(-!)•  6»,     {nj5«|  =  n{/Jo},     [|J«J  =  0,     [«/?«]-»[/»«]     32". 

wenn  n  ein  Zahlfactor  ist. 

„Das  Product  [ßa]  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn   man  einen 

„Factor   um   ein   Vieltachos     des     andern    vermehrt;''   es    gilt   die 

Gieichuug 

[ß(a  +  nß)]  =  [fß  +  ma)a]  «  [ßa]  32^11. 

Um  diese  Formel   zu    beweisen ,   muss  man  nachweisen ,   dass   die 
Gleichungen 

(«  +  ?)Y  -^  ^y  +  ßy  33. 

y(«+/?;  =  y«  +  y^  34. 

bestehen.    Aus  der  Gleichung  30.  ergiebt  sich 

aß  +  ßa^  (— !)»•+«  2  aÄ  35. 

und  die  Gleichung  31.  giebt 

-(«  +  i3)y  33. 

Sind  die  parallelen  Strecken  er,  ß,  y  gleichgerichtet,  so  ist 

y(«  +  j3)  +  («  +  i3)y«(~l)'2c(a+i)  «  (- l)»2ac  + (- i;»2^.c 

also 

y(^  +  ?)  =  ya+yß  34. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  a-\-ß  ^^  s^  so  ist 

}'f  =-  y(^  +  y(f  —  «) 
also 
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y(5  —  «)  =  yf  —  ya 

—  y{s  —-«)=-  y(a  —  s)  —  y«  —  yf 

Die  Gleichang  34.  gilt  mithin  für  gleichgerichtete  und  entgegen- 
gesetztgerichtete parallele  Strecken.  Ans  den  Gleichungen  33.  und 
34  erhält  man 

ß(a -f.  nß)  =  /3a  +  (—  1)»  nJ«,     (|3  +  w«)  a  =  /5a  +  (—  1)« ma* 

und  hieraus  die  Gleichung  32^^^. 

Aus  den  Gleichungen  33.  und  34.  folgt,   dass  das   „distributive 
„Gesetz  für  Producte  von  parallelen  Strecken  in  der  Form 

(«  +  /?)  (y  +  ^)  =  «y  +  «^  +ßY  +  ß^  36. 

„gültig  ist/'    Für  drei  Factoren  kann  man  leicht  die  Gleichung 

{ccß){y  +  ö)^iaß)y  +  (aß)ö  37. 

beweisen.  Die  Anfangspunkte  K,  D,  C,  E  der  gleichlangen,  gleich- 
gerichteten, parallelen  Strecken  x',  d\  y',  «'  seien  die  Ecken  eines 
Parallelogramms,  der  Anfangspunkt  einer  den  Strecken  x',  d'  paral- 
lelen, gleichlangen  und  gleichgerichteten  Strecke  a'  liege  in  der  Mitte 
von  Ek  und  ebenso  der  Anfangspunkt  B  einer  Strecke  |S',  die  pa- 
i^H  gleichlang  und  gleichgerichtet  den  Strecken  k\  6'  ist,  sei  der 
Mittelpunkt  der  Seite  DC.    Es  ist  also 


a'        «'        x' 

ß'  -  /  -  d" 

y'        ö-' 

€'  +  x'       a' 

^y'  =  «'-^,«'    oder    (a'jS  V"  (//»V 

Wß')y  +  («•/?')*'  -  («'/»')  (y'  +  *')  =•  ((y'  +  S')ß')<*'        37'. 

°>>>d  0,  b,  c,  </  positive  oder  negative  Zahlen,  nnd  setzt  man 

a  —  aa',    ß  -=  bß;    y  =  cr',    d  =  dS' 
80  ist 

Ferner  ist 
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CB*  _  cy*  dW        cM^ 

«'"  ""  jS'  '  ä'~  ""   /5' 

also 

es'  +  </x'  —  -^   -'  -  a'  —  -        a—  « 

P  o       P 

und 


Ans  der  Gleichung 
folgt 

(a/3)  y  =  (yß)  cc  38. 

es  ist  mithin  auch 

^  "^  "  «  -=-  ^  (y  +  ^)    oder    ((y  +  6)  /J)  «  «  («/?)  (y  +  d) 
und  daher  besteht  die  Gleichung 

der  mau  die  Form   37.  geben  kann.    Aus   dieser  Gleichung  kann 
man  noch  die  Formel 

y(aß  +  13«)  «  (ya)  ß  +  (yß) «  «  (- 1)»  2y  abc  39. 

ableiten.    Man  hat 

oder 

(«'l3V  +  (/3'«V-(-l)«2y' 
also 

(«|3)y  +  (/5«)y«(~l)»2y'air 

nach  der  Formel  35.  ist 

(aß  +  ßa)y^  y(aß  +  ßa)  «(-!)»  2y'  abc 
mithin  ist 


y(a/3  +  ßa)  =  (a/5)  y  +  (ßa)  y  \ 

=^<yß)a+{ya)ß  ) 


39'. 


Lässt  man  noch  das  associative  Gesetz 

^ißy)  —  («/5)y  -=»  a/?y  40. 

gelten,  so  kann  man  in  der  Formel  39'.  nach  dem  distributiven  Ge- 
setz multipliciren.  Es  gilt  für  das  Product  y{aß']-ßa)  das  distributive 
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Gesetz  auch  dann ,   wenn  man  annimmt ,   dass  das  Product  a'ia'B') 
gleich  einer  Strecke    (— l)«(m£'-|-(l~^^«')   ist,   wo   m    entweder» 
gleich  der  Längeneinheit  oder  kleiner  als    die  Längeneinheit  ist 
nimmt  man  m  »  1,  so  gilt  das  associativo  Gesetz. 

Ich  nehme  das  associative  Gesetz  an;  es  ist  daher 

also 

a    -7  «  Ti  y   «•-7/  «  «     und  . 

r        ß^       y'^  >        40'. 

Maa  hat  also  die  Gleichungen 

(aß)Y  «  (yß)a  «=  a(j3y)  «  y(ßa)  =  (-l)«+»»a*c«' 

(|3y)«  —  (ay}ß  -=  /3(ya)  =  «(y/3)  -  (— l)«f»»a&cj'         ^  40. 

(ya)j3  =  (ßa)y  -=  y(a/J)  «  ß{ay)  -  (-l)«+»«o*c|' 

Die  Seiten  des  Dreiecks  EZX  gehen  durch  die  Punkte  ABC 
und  sind  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  parallel ;  die  Punkte  ABC 
sind  die  Mittelpunkte  der  Seiten  EZ,  ZX  und  XE. 

»Das  Product  paralleler  Strecken  ist  wieder  eine  ^Strecke, 
tfVenn  die  Anzahl  der  Factoren  ungerade  ist.'' 


Anwendung  der  Gesetze  der  Addition  und  Multiplication 

paralleler  Strecken. 

Im  Folgenden  soll  kurz  gezeigt  werden ,  wie  man  mit  Hilfe  der 
gegebenen  Sätze  über  die  Verknüpfungen  von  parallelen  Strecken, 
in  der  Ebene  Punkte,  gerade  Linien  und  Curven  und  im  Räume 
^QQkte,  Ebenen,  Flächen  und  Curven  bestimmen  kann. 

Die  (für  die  Ebene  und  den  Raum)  zu  Grunde  gelegten  Goor- 
^iiatensysteme  bilden  specielle  Fälle  der  bekannten  Staudt-Fiedler- 
*chen  Systeme. 

Die  Ecken  des  Coordinatendreiecks  seien  Ay^A^A^  und  die  der 
Scke  An  gegenüberliegende  Seite  sei  an-  Der  Einheitspunkt  E  hat 
die  Entfernung  «n  von  der  Seite  on.  Wenn  die  Abstände  eines  be- 
liebigen Punktes  P  von  den  Seiten  a»  mit  pn  bezeichnet  werden,  so 
definirt  die  Gleichung 
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r.  •  r«.  •  ar«  ■-  ^*   •  ^-    •  ^*  ^1 

«j  <?2         ^'S 

die  Coordioaten  des  Punktes  P :  xj,  o:^,  r^. 

Fällt  der  Punkt  ^3  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  zusam« 
men,  so  sind  die  beiden  geraden  Linien  A^A^,  A^A^,  die  Axen  des 
Systems,  parallel.  Zieht  man  Piy  und  EE'^  parallel  den  Axen 
und  nimmt  man  an,  dass  ist 

A^E^  «^  E^Af  '^  E^  E 

so  ist 

Ä«!  :  iTsj  :  ar,  -  P^'A^  ;  A^P^'  :  P^'P  41'. 

Man  kann  als  Coordinaten  eines  Punktes  P  den  axen- 
Parallelen  Abstand  P^'P  desselben  von  der  Mittellinie  A^A^ 
betrachten  in  Verbindung  mit  dem  Verhältnis«,  (in  dem  der 
Fusspunkt  P^'  die  Strecke  A^A^  teilt  ^)    A^P^'  :  PgM,. 

Auf  der  geraden  Linie  A^A^  soll  die  Richtung  von  A^  nach  A^ 
als  die  positive  gelten,  und  auf  den  geraden  Linien  parallel  E\  E 
soll  die  Richtung  E\  E  positiv  genommen  werden. 

Die  von  der  Ecke  An  des  Dreiecks  gezogene  Höhe  sei  mit  An 
und  der  Abstand  der  Ecke  An  von  der  Linie  LM  sei  mit  nu  be- 
zeichnet. Die  „Coordinaten  der  geraden  Linie"  LM:  w^,  t«^,  u^  ge- 
nügen der  Gleichung  *) 

%:".:«3  =  -^'-:-y  :    H;^  42. 

Geht  diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  P,  so  ist 

Die  gerade  Linie  LM  schneidet  die  Seite  A^A^  im  Punkte  M 
und  die  Seite  ^2'^3  ^^  Punkte  N.  Fällt  der  Punkt  ^^3  mit  dem  un- 
endlich fernen  Punkte  zusammen  und  ferner  der  Punkt  P  auf  den 
Punkt  M,  so  ist  nach  den  Gleichungen  4L'.,  42'.: 


1)  Dieses  Coordinatensjstem  behandelt  Unrerzagt  im  Jahresbericht  über 
das  Realgymnasium  zu  Wiesbaden  1871:  „Ueber  ein  einfaches  Coordinaten- 
sjstem^der  Geraden."  Unrerzagt  bemerkte  nicht,  dass  es,  wie  auch  das  ent- 
sprechende räumliche  Coordinatensystem ,  einen  speciellen  Fall  des  Standt- 
Fiedler'schon  Systems  bildet. 

2)  Vgl.  u.  A. :  Gandelfinger :  „Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geome- 
trie der  Kegelschnitte.«     Leipzig,  B,  G.  T^ubner.     1895.    p.  5. 
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u^       Ai  M 

lässt  man  den  Punkt  P  mit  den  Punkten  N  zusammenfallen ,  so  er- 
hält man 

Die  Coordinaten  der  geraden  Linie  genügen  daher  der  Relation 

Wj  :  Wj  :  «3  =  AiM:  A^N :  A^A^  42". 

Die  von  der  geraden  Linie  LM  auf  den  Axen  [bestimmten 
Längen  A^M  und  ^^iV^  kann  man  als  die  Coordinaten  der  ge- 
raden Linie  Z,M  nehmen  (s.  Fig.). 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Coordinaten- 
system,  dessen  Axen  A^P^^  A^P*  sind,  und  dessen  Mittellinie  A^A^ 
ist,  bezeichnet  man  mit  x^  y^  so  dass  ist 

Die  Coordinaten  einer  geraden  Linie  LM  in  Bezug  auf  dasselbe 
Coordinatensystem,  bezeichnet  man  mit  u,  v;  es  ist 

H  r=  A^M^    V  ^  A^N  44. 

Liegt  der  Punkt  P  auf  der  geraden  Linie  LM,  so  ist 

u  +  vx 
y  ^  -j-^  45. 

Nimmt  man  die  Grössen  w,  v  als  gegeben  an,  so  liegen  alle  Punkte, 
deren  Coordinaten  «,  y  der  Gleichung  45.  genügen,  in  einer  geraden 
Liöie,  deren  Coordinaten  die  gegebenen  Werte  m,  v  haben.  Wenn 
dagegen  die  Grössen  a;,  y  gegeben  sind,  so  gehen  alle  geraden  Linien, 
zieren  Coordinaten  w,  v  die  Gleichung  45.  erfüllen,  durch  den  Punkt, 
Blessen  Coordinaten  die  gegebenen  Werte  «,  y  haben.  Im  ersten 
Falle  ist  45.  die  „Gleichung  der  geraden  Linie,  deren  Coordinaten 
**)  »  sind",  und  im  zweiten  Falle  ist  45.  „die  Gleichung  des  Punktes, 
dessen  Coordinaten  a?,  y  sind".  Die  allgemeine  Gleichung  ersten 
Grades  zwischen  u  und  r, 

^ti  +  ^v  +  C— 0  46. 

stellt  einen  Punkt  dar,  dessen  Coordinaten  sind 
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Die  zwei  geraden  Linien,  die  die  Coordinaten  «j,  f^;    t^,  v^  haben, 
schneiden  sich  in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten 

sind,  and  dessen  Gleichung  >  47. 

'in"l  «.  ^8  —  ^1 

ü  —  t'l        ^2  ~~  ^1 

ist;   durch  diesen  Punkt  gehen  die  geraden  Linien,   die   die   Coor- 
dinaten 

U  -=  M^  (1  —  /)  -j-  tt2^     t?  =  V|  (1  —  0  + 1?2*  47'. 

haben;  der  Parameter  /  kann  alle  möglichen  reellen  Werte  haben. 

Die  beiden  geraden  Linien  bestimmen  einen  Winkel,  dessen  go- 
niometrische  Tangente  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Axen  senkrecht  auf  A^A2  sind. 

Die  beiden  geraden  Linien  sind  mithin  senkrecht  aufeinander,  wenn 

(«2  —  ^2)  ("1  —  Vi)  =  —  1  48'. 

und  parallel,  wenn 

«2  —  t/,  «  V2  —  r|  48". 

Die  gerade  Linie,  deren  Coordinaten  u,  v  sind,  schneidet  die 
Mittellinie  im  Punkte  L\  es  ist  dann 

u       A^L 
V        A^L 

Bestimmt  man  zu  den  drei  Punkten  A^  A^  L  den  vierten,  harmonisc 
zu  derselben  gelegenen  Punkt  L\  der  dem  Punkte  L  zugeordnet  i 
so  hat  man 

und 

U  __   A^  AyJJ 

V       A^L       L'  A^ 
Man  kann  also  setzen  '),  wenn  l  ein  Parameter  ist. 


1)  Unverzagt  bestimmt  einen  Punkt  L"  aaf  der  Mittellinie  so,  dass 


■wU       M 
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u  =^  l  ,  A^  L* 

?«   -{-  i;    BS    2         )  50. 

V  =  l  ,  L'  A^  ' 

Wenn  A^L'  :  UA^  und  die  Grösse  l  gegeben  sind,  so  sind  auch 
die  Goordinaten  ti,  v  bekannt,  also  die  gerade  Linie,  deren  Coor- 
dinaten  m,  v  sind,  bestimmt.  Da  A^L' :  L^A^  gegeben  ist ,  so  kann 
man  den  Punkt  L  construiren;  die  Grösse  l  trägt  man  von  A^ 
auf  der  Axe  ab  (-422'=  0?  verbindet  den  Endpunkt  dieser  Strecke 
mit  dem  Punkte  A^^  so  schneidet  diese  Verbindungsgerade  A^T  die 
durch  V  zu  den  Axen  parallel  gezogene  gerade  Linie  in  einem 
Punkte  R  und  es  ist 

u  =  VR^    V  =  A^T  —  VR 

Wenn   A^L' :  TJA^   gegeben  ist,  und  die  Zahl   l  alle  möglichen 
reellen  Werte  annimmt,  so  gehen  die  geraden  Linien,  deren  Goordi- 
naten Zi4jL',  IL'A^  sind,  durch  einen  Punkt  Z.,  und  wenn  A^L :  LA^ 
bekannt  ist,  so  gehen  die  geraden  Linien,  deren  Goordinaten  lA^Ly' 
ILA^  sind,  durch  einen  Punkt  L'. 

Auf  der  Mittellinie  liegen  vier  Punkte  X,  Z,  Z,  Zy^  so ,  dass  ist 

LZ  _  t       LZ^  ^  tj 

ZK  ~"  /'     Z^k  ""  l 
Ss  ist  dann 

(Z  +  0  •  ^^  =  (^  +  'i)  •  Z^K=  l  .  LR 
nnd 

(H<i)^,^2  -  (/  +  i)ZA^  =  (/  f  <i)  {Z^K-k-  KA) 
—  (/+/)  (ZK+  KA^)  -  (^1  -  i)KA^ 

i^  +  t)ZA^"'  iKA^  =  {l  +  t)ZK+{l  +  t)KA2  —  t  .  KA^ 

=*  l  •  x^'*2 

öurch  die  vier  Punkte  sind  die  beiden  geraden  Linien,  deren  Goor- 
dinaten 

^u^(l  +  t)A,Z        f  u^  (1+  t^)A,Z,    \ 
{v=(l  +  t)ZA^         \v==il  +  t,)Z^A^    j 

^^^^i  bestimmt.    Die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  beiden  ge- 
'^den  Linien  ist 


^^  nnd  setzt  die  Goordinaten  gleich  einem  Vielfachen  von  L"Ä^  und  ÄiL"] 
«list 

AjL"  —  L'Ai 


58 
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tt,  t?,  1 


(l  +  t,)A,Z,,    (l  +  t,)Z,A^    1 
Addirt  man  die  zweite  Coloune  zur  ersten,  so  erhält  man 

w  +  V,         ü,  1 

^  +  «,      (l+t)ZA2,       1-0 

subtrahirt  man  die  zweite  Zeile  von  der  dritten   und  dividirt  durch 
fj  — /,  so  ist 

\u-\rv,    v^  1  ! 


l  +  t,    (l  +  t)ZA2,    1 


nnd  hieraus  folgt 


h 


KA 


2t 


0 


0 


u 


KA^  +  V  .  KA^  +1  ,  LK  ^0 


52 


Die  Coordiuaten  dieses  Punktes  sind 


X 


KA^ 
KA 


2 


K'A^' 


l  ,  KL 


y  =-- 


KA^  +  KA^ 


52'. 


Wenn  also  die  Punkte  K^  L  und  die  Zahl  l  gegeben  sind,  ferner 
die  Grösse  t  alle  möglichen  reellen  Werte  annimmt,  so  schneiden  sich 
die  geraden  Linien,  die  die  Coordiuaten  51.  haben,  in  einem  Punkte, 
der  auf  der  durch  den  Punkt  K'  zu  den  Axen  parallel  gezogenen  geraden 
Linie  liegt.  Die  Punkte  K  und  L  seien  die  Anfangspunkte  der 
gleichstimmig  parallelen  Einheitsstrecken  x',  X\  Der  Punkt  Z  ist 
der  Anfangspunkt  der  Strecke 


j  —  a  -f.  t%\    z=:l  +  t 


53. 


LZ 
ZK 


t 
l 


Diese  Gleichung  bestimmt,  wenn  l  und  t  gegeben  sind,  die  ge- 
rade Linie  51.  Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  t  als  veränderlich 
an,  so  gilt  sie  fttr  alle  durch  den  Punkt,  dessen  Gleichung  52.  ist, 
gehenden  geraden  Linien.  Die  Gleichung  53.  kann  man  mithin  als 
die  Gleichung  des  Punktes,  dessen  Gleichung  52.  ist,  nehmen;  man 
nennt  „die  Gleichung  53.  die  Gleichung  des  Punktes ,  tler  die  Coor- 

A    IC  1      JTT 

dinaten  — -^V»    ^ .  •*  ■    ^ .     hat."      Dieser   Punkt    liegt   auf  der 
durch  die  Gleichung 
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bestimmten  geraden  Linie,  die  mithin  nach  der  Gleichung  51.  die 
Coordinaten  l .  A^L,  l .  LA^  hat. 

Die  Gleichung 

J  -=  a'  54. 

stellt  daher  einen  Punkt  auf  der  Mittellinie  dar,  der  zu  den  drei 
Punkten  A^^  A2,  L  harmonisch  liegt  und  dem  Punkte  L  zugeord- 
net ist. 

Die  Anfangspunkte  A^,  Ä^^  B^  D  ,  .  .  L  ,  »  *  K .  .  .  der  den 
Aien  parallelen  gleichgerichteten  Strecken  tou  der  Längeneinheit  a', 
y\  ß\  d' .  .  .  A'  .  .  .  x'  .  .  .  sollen  auf  der  Mittellinie  liegen. 
Pällt    der  Punkt  K  in  den  Punkt  A^^  so  wird  Gleichung  53.  zu 

f  «  U'  +  ta*  55. 

die  einen  Punkt  darstellt,  der  auf  der  durch  den  Punkt  Ai  gehen- 
den Axe  liegt;  fällt  der  Punkt  K  in  den  Punkt  ^,,  so  wird  Glei- 
chung 55.  zu 

f  «  a'  +  ty'  56. 

die  ei  neu  Punkt  darstellt,  der  auf  der  durch  den  Punkt  A^  gehenden 
Aie  liegt 

ferner  stellen  die  Gleichungen 

f  ==  M'  -f  tW,    t  =  nv'  +  t%'  57. 

zwei  f  ankte  dar,  die  auf  einer  den  Axen  parallelen  geraden  Linie 
liegen. 

X>ie  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte,  die  die  Gleichungen 

t^W+t^W,    J-nv'  +  ijfi'  58, 

h&ben,  schneidet  die  Mittellinie  in  einem  Punkte,  der  zu  den  drei 
Punkten  A^^  A^^  J  harmonisch  liegt  und  dem  Punkte  J  zugeordnet 
iBt.    Kach  der  Gleichung  54.  kann  man  in  der  Gleichung 

t  =-  ht'  58'. 

h  80  annehmen,  dass  die  gerade  Linie  mit  den  Coordinaten  t^A^J^ 
Wf  auf  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  fällt.  Man  kann 
ferner  t^  und  t^  solche  Werte  geben,  dass  von  den  durch  die  Glei- 
cbnogen  58.   festgelegten  geraden  Linien  (s.  Gl.  51.)   zwei  auf  die 
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durch  die  Gleichung  58'.   gegebene   gerade  Linie    fallen.    Für  diese 
Werte  von  «,  und  ^2  ist  also 

J  «  ix'  +  t^W  «  „v'  -f.  f,u'  =  t^i  58". 

Hieraus  folgt 

Nach  den  Gleichungen  32.  ist 

{(Zr  +  /,x'K}-{('»v'  +  /2uV} 
oder 

liX  -  A^L)  +  /i(l  —  A^K)  =  n(l  —  ^,iV)  +  t^iX  -  ^i^f) 

und  hieraus 

lA^  L -{- t^A^K  =^  nA^N  ^  i^A^M  58*^. 

Aus  den  Gleichungen  58"'  kann  man  t^  und  t^  berechnen. 

Der  Punkt,  dessen  Gleichung 

f  «  /(l  -  OA'  +  tp6'  59. 

ist,  ist  der  Schnittpunkt   der    zwei   geraden   Linien,   die  durch  die 
Gleichungen 

bestimmt  sind;  diese  geraden  Linien  haben  die  Coordiuaten 

M|  «=»  Z .  A^Ly  u^  **»  p  .  AiD 

Dieser  Punkt  fällt  in  den  Einheitspunkt,  wenn 

l  ^  p  =  i 

ist.    Die  Gleichung  des  Punktes,  der  auf  den  Schnittpunkt  der  durch 

die  Gleichungen 

S  -.  a',    f  «  (2«'  59' . 

bestimmten  geraden  Linien  fällt,  ist 

Die  Gleichungen  59   und  59'".  kann  man  schreiben 

J  =  a'  4-  t(pö'  —  IX%     g  =  U'  +  tiiqe'  —  IV) 

Setzt  man 

pd'  —  z;i'  =  (p  —  Z)|ä',     qs'  —  U'  =  («  —  Z)v' 

80   sind  nach  den  Gleichungen  52'.   die  Coordiuaten   der   Punkte, 
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in  denen  sich  die  durch  die  Gleichungen  59'.  .bestimmten  geraden 
Linien  bzhw.  schneiden 

A^M  ML  A^N  NL 


MA^'      MA2  +  MAi '  NA^'       NA2  +  NAi 

Fallen  diese  beiden  Punkte  zusammen,  so  ist 

AjM      Ä^N 
MA2  ^  NAi 

vroraas  folgt,  dass  der  Punkt  M  auf  den  Punkt  N  fällt.    Es  ist  also 

{q  —  Dpö'  +  (Z  —  p)qs*  4-  (p  -  q)lk*  «  0  59^ 

Der  durch  die  Gleichung  59.  gegebene  Punkt,  ist  der  Schnittpunkt 
von  den  drei  geraden  Linien ,  die  durch  die  Gleichungen  59'  be- 
stimmt sind,  wenn  die  Gleichung  59'".  oder  die  Gleichung 

qe'  «  1(1  -  t)V  +  tpd' 
besteht. 

Man  kann  in  der  Gleichung  51.  die  Einheitsstrecken  k\  W  durch 
die  Summe  von  Strecken,  die  ihre  Anfangspunkte  in  den  festen 
Punkten  Ay^  und  A^  haben,  ersetzen.  Zwei  Zahlen  m  und  n  kann 
man  uacb  der  Gleichung  5.  derart  bestimmen,  dass 

A'  =  (1  -  my  4-  my' 
yC  =-  (1  —  n)«'  +  n'^' 

ist.    Die  Gleichung  51.  heisst  daher  {}ct  statt  t  eingeführt) 

f  «  (/(l  -  m)  +  h{X  —  n)ty  +  (Zm  +  hnt)y'  60. 

I^er  Punkt,  den  diese  Gleichung  darstellt,  ist  der  Schnittpunkt  der 
zwei  geraden  Linien,  die  durch  die  Gleichungen 

n  ^  '  1   —  n' 

festgelegt  sind.  Die  Coefficienten  von  a'  und  jS'  in  der  Gleichung 
^.  sind  lineare  Functionen  in  /.    Die  „Gleichung  eines  Punktes  ist 

l^ra'  ■\-  sy*  61. 

wenn  r,  «  lineare  Functionen  von  t  sind'^    Man  kann  nämlich  setzen 
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=  Im  -\-  knt 

Durch  diesen  Punkt  gehen  alle  geraden  Linien,  deren  Coordinaten 

62. 
V  =^  r  ^^  a^  '^  bit 

sind.    Setzt  man  nämlich 

r«'  +  ^'  -  (r  +  8)ß' 


SO  ist 


w- (r  4- ,)^i/?,     v==(r  +  s)BA,,    ^^ 


BA^       V        r 


mithin  gelten  die  Gleichungen  62.    Der  Gleichung  des  Punktes  kann 
man  die  Form 

d,  b, 

geben. 


=  0  62'. 


Wenn  zwischen  r  und  s  eine  Gleichung  beliebigen  Grades  ge- 
geben ist,  so  setzt  man  z.  B.  fttr  r  irgend  einen  Wert  voraus,  und  er- 
mittelt durch  die  Gleichung  eine  endliche  Zahl  von  Werten  von  «, 
die  dem  angenommenen  Werte  von  r  entsprechen.  Für  dieses  r 
und  die  entsprechenden  «  erhält  man  durch  die  Gleichung  61.  eine 
oder  mehrere  gerade  Linien  mit  den  Coordinaten 


M    —    *,       r 


Nimmt  man  für  r  einen  anderen  Wert,  so  findet  man  in  derselben 
Art  andere  gerade  Linien. 

Wenn  man  so  dem  r  alle  möglichen  reellen  Werte  beilegt,  so 
erhält  man  eine  Folge  von  geraden  Linien,  von  denen  jede  den  Be- 
dingungen der  Gleichung  genügt  und  daher  ihr  geometrischer  Aus- 
druck ist  Die  Gleichung  61.  stellt  daher  irgend  einen  „Ort^'  dar, 
wenn  zwischen  r  und  s  eine  Gleichung 

9(r,  «)  -=  0 
besteht. 

Statt  dieser  Gleichung  kann  man  annehmen ,  dass  zwischen  r 
und  einer  beliebigen  Grösse  t  und  ebenso  zwischen  «  und  t  eine 
Gleichung  besteht.  Löst  man  diese  Gleichungen  nach  s  und  r  auf, 
so  erhält  man 


insbesondtr§  dU  Rechnung  mit  paralUlen  Strecken,  63 

r^m,    s^f^(t) 
Wenn  also  die  Gleichung 

t  =  fi(ty  +  my  68. 

gegeben  ist,  so  kann  man  den  durch  sie  dargestellten  Ort  ermitteln. 

Ist  umgekehrt  irgend  ein'Ort  —  Curve  —  durch  irgend  eine  geo- 
metrische Eigenschaft  erklärt,  so  kann  man  aus  dieser  Eigenschaft 
eine  Gleichung  ableiten,  die  durch  die  Werte  von  r  und  $  jeder  ge- 
raden Linie  des  Ortes  erfüllt  wird. 

Jede  gerade  Linie,  deren  Goordinaten 

^  =  fi(th    v^f^it)     oder     (—iyuu={iy%     (-l)«t;-.{fa'}      63'. 

die  Gleichung  der  Gurve  (63)  genügen,  ist  Tangente  der 
betr.  Garve;  die  Gurve  ist  umhüllt  von  den  geraden  Linien,  deren 
Goordinaten  der  Gleichung  der  Gurve  genügen.  Man  kann  leicht  die 
Gleichung  des  ßerührungspunktes  und  die  Goordinaten  desselben  be- 
stimmen Der  Schnittpunkt  der  beiden  geraden  Linien,  die  die  Goor- 
dinaten. 

«1  =  ftit),    «2  =  fiit  +  hdt) 

haben,  bat  nach  den  Gleichungen  47.  die  Goordinaten 
f,{t  +  hdt)  ^f^(t)  h 


05  ««»  — 


fi(t+kdt)-'fi(t)        ftit  +  hdtj  —  fiit) 

h 


^  mfi  (t + hdt)  -/,  (twt + hdt) 
fM-fiW  -m+hdt)  -^/^(t+Tidt) 


f,(t+hdt)'-f,(t)         Ut+hdt)'-t^(t) 


f^^t  +  hdt)-'f^{t)  _  f^{t-\-hdt)-f^(t) 
h  h 


Wird  die  Grösse  A,  die  unabhängig  von  t  ist,  unendlich  klein, 
80  fällt  dieser  Schnittpunkt  mit  dem  Berührungspunkt  der  durch  die 
Gleichnngen  63'.  gegebenen  Tangenten  zusammen.  Der  Zähler  (und 
Nenner)  von  x  wird  zum  Differential  df^it)  (und  d/,(0).  Ist 
nämlich  p  eine  Function  von  /,  so  defiuirt  man  das  Differential 
^P  mittelst  der  Gleichung 
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dp  -  d/{t)  =  lim    /(/+A^)-/10       df(t)  . 

Ä  =  o h df^"^^  W^*  ^^• 

wo  h  eine  reelle  von  t  unabhängige  Grösse  ist.  Die  Coordinaten 
des  Bertthrungspunktes  sind  mitbin 

Die  Gleichung  dieses  Berührungspunktes  ist  mithin 

w/i'W-t/2'(0+A(0/i'(0-/i(OA'(0  -  0  66. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort,  dass  durch  den  Curvenpunkt  alle 
geraden  Linien  gehen,  die  die  Coordinaten 

V  =  m  +  zf.'it)   ) 

haben.  In  diesen  Gleichungen  ist  natürlich  t  gegeben  und  z  ein 
Parameter,  der  alle  möglichen  reellen  Werte  haben  kann.  Nach  der 
Gleichung  61.  ist  daher  die  Gleichung  des  betr.  Curvenpunktes 

durch  den  die  geraden  Linien  gehen,  deren  Gleichungen  sind 

Die  Gleichung  63.  stellt  einen  Kegelschnitt  dar,  wenn  f^iO  und  /|(0 
die  Form  haben 

Eliminirt  man  t  zwischen  diesen  Gleichungen,  so  ist  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts  von  der  Form 

Auf  der  geraden  Linie  ^,  die  die  Coordinaten  a,  &  hat,  liegt  ein 
Punkt  Af,  dessen  Gleichung 

u  —  a  —  t{v  —  b)  «=»0 
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ist,  und  auf  einer  anderen  geraden  Linie  g%   die  die  Goordinate  a\ 
b'   hat,  liegt  ein  Punkt  Af,  dessen  Gleichung 

u_a'-f-^4±^«  («-&')  -0 

oder 

ticj  +  vd^  —  (a'e^  +  b^d^ )  -f  t(uaj^  +  vb^  —  (a^a^  +  b%  ))  •«  0 

ist.    Eliminirt  man  /  zwischen  diesen  61.,  so  erhält  man  eine  Glei- 
chung von  der  Form  67. 

Wenn  man  in  diesen  Gleichungen  der  Grösse  t  alle  möglichen 
reellen  Werte  giht,  so  erhält  man  die  Gleichungen  von  allen  Punkten 
M  der  geraden  Linie  g  und  die  Gleichungen  you  allen  Punkten  Jüf 
der  geraden  Linie  g* ;  die  durch  ein  und  denselhen  Wert  you  t  he- 
Btimmten  Punkte  Af,  M^  nennt  man  bekanntlich  entsprechende 
Ponkte  der  zwei  projectiYischen  Punktreihen,  deren  Träger  die  ge- 
raden Linien  g  und  g'  sind.  Die  gerade  Verbindungslinie  der  ent- 
sprechenden Punkte  3/,  M^  hat  die  Coordinaten 

^  ^  ^  ,    di{b'-b)-{-c^{a'^a)  +  lbi(b''^b)  +a/a^-~fl))< 
"""•+  d,  +  (ei-^b,)t  +  a,i^~ 

h+fi^t  +  nsf^ 
_  b'di  -j-  c,  (a —  a)  -f-  {bc^  -{-  ^»1  (<»*  ^  g)  "f*  ^i^')^  4"  ^i^^^ 

Die  geraden  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  yon 
zwei  projectivischen  Punktreihen  umhüllen  einen  Kegelschnitt ,  4i^r 
die  Träger  dieser  Reihen  berührt.  Die  Gleichung  dieses  Keg^ 
Schnittes  ist  mithin 

^^+fll^(  +  n^<^    ,    .lr±m^n^t^    , 
^  *  /, +m3/  +  n,t^  ""   i-  /, +n,3^  +  „3^2  Y 

Di®  einfachste   Gleichung  fttr  die  Kegelschnitte,  die  einen  Mittel- 
punkt besitzen,  ist 


£  =  ««'  +  *y',    ("-^  •-«) 


69 


Gleichung  stellt  eine  Ellipse  dar,  wenn  k  positiv  und  eine  Hy- 
Porbel,  wenn  k  negativ  ist.    Aus  der  Gleichung  69.  erhält  man 

IC«'}  {&'}  =  * 

^rch.  4.  Hath.  n.  Phys.    2.  B«ih«,  T.  XY.  5 
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Die  Coordinaten  eines  Canrenpunktes  sind 

k  2kt 

und  da 


ist,  so  ist 


u       k 


7t 

sr  ==  - 

V 


d.  h.  der  Berühruugspnnkt  teilt  das  Stück  der  Tangente,  das  zwischen 
den  Axen  liegt,  im  Yerhältniss  der  Coordinaten  der  Tangente.  Es 
ist  AiA^  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  und  die  Axen  berühren 
den  Kegelschnitt  in  den  Punkten  ^j,  A^. 

Wenn   die  Axen   des   Coordinatensystems   auf   der    Mittellinie 
senkrecht  stehen,  und 

.  -  ±  (^)- 

ist,  so  stellt  die  Gleichung  69.  einen  Kreis  oder  eine  gleichseitige 
Hyperbel  dar. 

Die  Gleichung  einer  Parabel,   die  im  Punkte  L^  von  der  Axe 
berührt  wird,  ist 

oder 

m  w\  =  />' + if«'P 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Parabel  sind 


70. 


Durch  einen  Punkt  derCurve,  die  durch  die  Gleichung  63.  da 
gestellt  ist,  gehen  die  geraden  Linien,  deren  Coordinaten  nach  de 
Gleichungen  66'.  sind 

Es  seien  die  Axen  des  Coordiuatensystems    auf  der  geraden  Li  nie 
A^A^  senkrecht.    Die  geraden  Linien,  die  die  Coordinaten 

haben,  sind  auf  einander  senkrecht,  wenn  ist  (nach  Gl.  48' )  j 


insbesondere  die  Rechnung  mit  parallelen  Strecken.  g7 

(tt,  —  Vj)  (w  —  r)  «  —  1 

meraus  folgt 

l+(t/— r)« 


also 


(v*  —  m')  (t*  —  v) 


u*  -\-  (u-^  v)  (uv*  —  tni")      \ 
'^   "^         (r'  —  u')  (u  -  v)  f 


v'  +  (m  — r)  (wü'  —  vu*)     i 


71. 


Ffir  einen  gegebenen  Wert  von  t  ist  mithin  die  Gleichung  einer 
Normalen  der  Curve 

(AW-/i'(0)(^2(ö"-/i(0)  " 

.   /2'(0+(A(0-/'i«))(/2(o//(^) -mr^jt))  , 
"^  (/i'(0~r2'(<;)(^fW-A('0)  ^      . 

==»  t^itt'  +  tii/ 

Jede  gerade  Linie,  deren  Coordinaten  ui,  v^  dieser  Gleichung 
genügen,  ist  Tangente  an  eine  bestimmte  Curve,  der  Evolute  der 
durch  die  Gleichung  63.  gegebenen  Curve. 

iDie  Gleichung  72.  ist  mithin  die  Gleichung  der  Evolute 
der  ^iirch  die  Gleichung  63.  gegebenen  Curve.  Die  gerade  Linie, 
die  cinrch  die  Coordinaten  wj,  v^  bestimmt  ist,  bertlhrt  die  Evolute 
w  öinem  Punkte,  dessen  Coordinaten  nach  der  Gleichung  65.  sind 


vt'~^~     V'         'dt'      ^^    ^  dl)  ^^' 

^^'^  clieser  geraden  Linie  liegt  ferner  der  Punkt  der  gegebenen  Curve, 
^^r    clie  Coordinaten 


u'  uy' — vu* 


"^|-     Der  durch  die  Gleichungen  78.  bestimmte  Punkt  der  Evolute 

•^^isst  der  Krümmungsmittelpunkt  des  durch  die  Gleichungen 

^'  festgelegten  Punktes  der  gegebenen  Curve.    Die  Evolute  ist  der 

8ßOinetrische  Ort  aller  Krümmungsmittelpunkte  der  gegebenen  Curve. 

^^gekehrt  nennt  man  die  Curve,   die  durch  die  Gleichung  63.  be- 

*^Bamt  ist,  die  Evolvente  der  Curve,  die  mittelst  der  Gleichung 

•2.  dargestellt    ist.    Ferner  ist«  die  Entfernung  der  beiden  Punkte, 

^ßfen  (Koordinaten   durch   die   Gleichungen   73.,   65.   gegeben  sind, 

gleich 

5* 
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die  Zahl  e  gibt  bekanntlich  die  absolute  Länge  desKrflmmnngs- 
halbmessers  der  dnrch  die  Gleichung  63.  gegebenen  Curve. 


Die  Ecken  des  Coordinatentetraeders  seien  AiA^A^A^  and  die 
der  Ecke  A„  gegenttber  liegende  Seite  sei  on.  Der  Einheitspankt  E 
hat  die  Entfernung  en  von  der  Seite  an  Wenn  die  Abstände  eines 
beliebigen  Punktes  F  von  den  Seiten  on  mit  pn  bezeichnet  werden, 
so  definirt  die  Gleichung 

C|        02       Cj       e^ 

die  „Coordinaten  x^,  x^,  x^^  x^  des  Punktes  P. 

Fällt  der  Punkt  A^  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  zusammen, 
so  sind  die  geraden  Linien  A^A^^  ^2^41  -^3^49  die  Axen  des 
Systems,  parallel.  Der  Einfachheit  wegen  nimmt  man  an,  dass 
die  Axen  auf  der  Ebene  AiAiA^  senkrecht  stehen.  Die  den  Axen 
parallelen  geraden  Linien  FF\  EE'  treffen  die  Fundamental- 
ebene  AiA^A^  in  den  Punkten  F\  E^  und  eine  den  Punkt  P 
enthaltende  Ebene  hat  mit  den  Axen  ^1^44"*,  -A^A^ ^  ^z^A^  die 
Punkte  £>,  3f,  N  gemeinschaftlich.  Die  geraden  Linien  LM^  MNy 
NL  treffen  bzhw.  die  Dreiecksseiteu  A^A^^  A^A^,  -^3^4  iQ  <irei  Punkten 
H^  .7«  JST,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Nach  der  Gleichung 
10.  ist 

{P'A^A^)  +  (P'^3^1)  +  (P'^sAi)  -  (AtA^A^) 
(E'A^A^)  +  (E*A^A^)  +  (E'A^A^)  =  (A.A^A^) 

Den  Punkt  E  kann  man  so  festlegen,  dass  ist 

(E'A^A^)  «  (E'A^A^)  =»  (E'A^A^)  =  iMi^jj^»),     E'E  «  ^ 

Es  ist 

(P^Ms)      (Pj^zAt)      {F'A,A^       F^F^ 
**  •  *«  •  «^8  :  *4  -  (A^A^Äj,)  •   (A^A^A^)  '  lA.A^Aj,)  '  3E'E  '^  ' 

Die  Richtung  von  E'  nach  E  soll  als  die  positive  gelten. 

Man  kann  als  „Goordinaten  eines  Punktes  F  den  axenparal- 
lelen  Abstand  F^F^'  desselben  von  der  Fundamentalebene  A^A^A^ 
„in  Verbindung  mit  den  Verhältnissen^^ 

{F^^As]  .  (P'^sAt)  .  (PjMs) 
(A^A^Aq)  '  (A^A^A.^)  '  (A^A^Aq) 


insbesondere  die  Rechnung  mit  parallelen  Strecken,  g9 

betrachten;    die   Verhältnisse   sind   die    Dreiecks-Coordinatea    des 
Punktes  P'  in  Bezug  auf  das  Dreieck  AiÄiA^, 

Die  Coordinaten  u^,  u^,  U3,  u^  einer  Ebene,  in  der  der  Punkt  P 
liegt,  genügen  der  Gleichung 

u^x^  -\-  ugx^  +  "3^3  +  "4^4  "*  ö  76. 

Fällt  der  Punkt  P  der  Reihe  nach  auf  die  Punkte  Ai^  ^„  A^^ 
80  ist  nach  den  Gleichungen  75\,  76, 

t*i  ÄjL       u^  A^M      tig        -^siV 

W4  "~  ~  3E'E'    ü^'^"  3E^'    t^"äE\E 

Die  Coordinaten  der  Ebene  genügen  daher 'der  Relation 

Die  von  der  Ebene  auf  den  Axen  bestimmten  Längen 
-^iA'^S'^,^3iV kann  man  als  die  Coordinaten  der  Ebene  LMN 
^nehmen  *).    Bezeichnet  man  die  Coordinaten  mit  u,  9,  w^  so  ist 

u  =  AiL,    V  =  A2M,     w  =  AqN  76", 

und 


u       i4|2:,        HA^ 

V         A^M       JA^ 

w        A.N       KA. 

-           s^      s^^      

0       A^M      HA^' 

w         AqN       JA^  ' 

tt        A^L       KA^ 

^an  kann  in  der  Ebene  A^A^A^  einen  Punkt  O  so    bestimmen  *) 
^8s  ist 

AxL  _  (OA^A^      ^9^^  {OA^A^) 
A2M~' iOA^A^)'    Ä^N       {OA2A3) 

^^ö  Coordinaten  der  Ebene  LMN  sind  daher 


''iA.A^A^y    "" -^  '  {A.A^A^y     "^-'(AA^A^) 
^^B  Coordinaten  des  Punktes  P  kann  man  die  Zahlen 


75". 


\)  Unrerz^gt:  ^Theorie  der  goniometrischen  etc  Qaaternionen,  Wieibaden 
^*^ß*.     S.  94— 100» 

3)  UoTeriagt  letat 

A^L        {OA^A^      A^      (Q^a^i) 
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"  (P'A,A,Y    ^  -  {P'A,A,y    '^^  ' 
nehmen. 

Liegt  der  Punkt  P  in  der  Ebene  LMN^  so  ist 


u  -\-  vx  '\-  wy 
i+aj  +  y 


78. 


Sind  in  dieser  Gleichung  die  Grössen  u,  v,  w  gegeben ,  so  ist  „sie 
die  Gleichung  der  durch  die  Coordinaten  ?^,  i\  w  bestimmten  Ebener/' 
sind  jedoch  die  Grössen  x^  y^  z  gegeben ,  so  ist  „sie  die  Gleichung 
des  durch  die  Coordinaten  a;,  ^,  z  bestimmten  Punktes/'  Die  allge- 
meine Gleichung  ersten  Grades  zwischen  u,  ü,  w 

i4  M  +  /?r  +  Cm?  +  Z)  =  0  79* 

stellt  einen  Punkt  dar,  dessen  Coordinaten  sind 

B  C  D 

"^  ^  ^'  ^  "■  :.r  "^  ^  ""  ^  +  i?  +  c  ^^  • 

Die  Axen  des  Coordinatensystems  sollen  mit  den  Einheits- 
rectorcn  o',  /?',  y'  gleiche  Anfangspunkte  und  gleiche  Richtung 
haben.  Eine  bei  den  Einheitsstrecken  parallele  Strecke  w^  deren 
Anfangspunkt  O  in  der  Ebene  A^A^A^;^  liegt,  ist  nach  Gleichung  11. 
aequivälent 


Vi 


((O  A,A,)  fO  A,A,)  (OA,A,)     \ 

XiA^A^A,)      "^  (A^  A,A^)  ^  "^  (A,A^A^)  ^  ) 


G,=  (m,«'  -j_  uß'  +  uy')  80. 

oder  wenn  w'  die  entsprechende  Einheitsstrecke  ist, 

(f  +  i?  +  w)w'  «n  G)«'  -j.  uß'  +  vy*  .    80' 

Die  Strecke    o  kann  mithin  als    der  Repräsentant   der  Ebenem 
betrachtet  werden,  die  auf  den  Axen  die  Stücke  a,  v,  w  abschneidet^ 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  leicht  die  Constructiou  des  Punktes  O. 

Die  Gleichung  80.  stellt  einen  Punkt  dar,  wenn  w,  v,  w  linear^^ 
Functionen  von  zwei  Parametern  /  mit  t^  sind.  Dieser  Punkt  i«= 
der  Schnittpunkt  der  Ebenen ,  deren  Coordinaten  u^  v,  w  sind.  ^  - 
sei 

u  ^^  a  -{-  ht  -\-  ct^f     V  =*  aj  -j-  öj/  -|-  Cj/^,     vj  =r  «^  -|-  b^t  -|-  e^t^     ^  ji. 

also  ist 


>r')'i 


ilSen  sich  diese  geraden  Linien  in  einem  Pnnkt« ,  BO  ent- 
or  die  beiden  geraden  Linien  enthaltenden  Ebene  nach 
Streckß  Dl  und  nacli  Gleichong  SS"*,  eino  Strecke 
ov  strecken  müssen  offenbar  identiBch  sein,  Es  ist  mitbin 
lang  6'. 

"■  +  ''-''=^  "■.+"■,''< 

..-  +,-■(  =.,  +«,'(, 

lingnng,  dass  die  beiden  geraden  Linien  sich  schneiden. 


'''*an  kann  die  Ebenen  so  bestimmen,  dass  sie  die  drei  gegebenen 
'^n    Linien   euthalton   nnd  einer  vierten  geraden  Linie  parallel 
Die  Schniltliuien  der  Ebenen  seien  die  Strecken  me',  nß\  py'. 
"Icichnugen  der  gegebenen  geraden  Linien  sind 

„=,.„■  +b/  +iß' 

t  d»e  Gleichang  85"  sei  die  der  sich  bewegenden  geraden  Linie, 
r  gerade  Linie  die  gegebenen  geraden  Linien 
ri'ilvQ  nach  der  Gleichung  83""  die  Beziehnngen 
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w  «  w,a'  +  u,ß'  +  v^f  +  («'  +  ß'+  y')t  84'. 

die  anendlich  ferne  gerade  Linie. 
Die  Gleichung 

stellt  eine  gerade  Linie  dar,  die  in  der  ^htik^ '  A^A^A^   und  in  der 
Ebene,  deren  Coordinaten  u«,  vj,  w^  sind,  liegt. 

Als  Gleicbnng  einer  geraden  Linie  lässt  sich  auch  die  Formel 

o  «  d-|-e<  86 

geben,  wenn  die  Strecken  d,  e  den  Axen  parallel  sind  and  ihre  An- 
fangspunkte in  der  Ebene  A^A^A^  liegen. 

Wenn  allgemein  u,  v^  w  Functionen  Yon  zwei  Parametern  /,  ^ 
sind,  so  ist  die  Gleichung  80.  der  Repräsentant  einer  Fläche  und 
wenn  u,  v,  w  Functionen  eines  Parameters  t  sind,  so  stellt  die  Glei- 
chung 80.  eine  Curye  im  Raum  dar. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  hat  die  Form 

^1  -  /i(^  hW  +  UU  h)ß'  +  /i(*,  h)r'  87. 

und  die  einer  Curve  im  Räume  hat  die  Form 

Die  Coordinaten  der  Ebenen,  die  diese  räumlichen  Gebilde   ein- 
hüllen, sind  bzhw. 

^  =MU  h\    «  -  /3(^  h\    ^  -  A(<i  *i)  87'. 

"  -  /i(0,         ^  -  /sW,         «^  -  A(0  88'. 

Aehnlich  den  Ableitungen  der  Gleichungen  der  Tangenten,  Nor- 
malen fflr  Curven  in  der  Ebene,  kann  man  die  Gleichungen  der 
Tangentenebene,  Normalen  für  Flächen  und  die  der  Tangenten, 
Normalebenen  etc.  für  Curven  im  Räume  bestimmen. 

Es  soll  die  Gleichung  eines  Hyperboloids  mit  einer  Mantelfläche 
abgeleitet  werden.  Man  hat  also  die  Gleichung  der  Fläche  zu  be- 
stimmen, die  durch  eine  längs  dreier  festen  geraden  Linien  sich  be- 
wegende gerade  Linie  erzeugt  wird. 

Die  Gleichung  der  sich  bewegenden  geraden  Linie  sei 

0,  —  u^a'  +  i*/J'  +  vy*  -I-  (u;'«'  +  u*ß*  ^.  v*y')t  83". 

und  die  Gleichung  einer  anderen  geraden  Linie  sei 
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Schneiden  sich  diese  geraden  Linien  in  einem  Punkte,  so  ent- 
spricht der  die  beiden  geraden  Linien  enthaltenden  Ebene  nach 
Gleichang  83''.  eine  Strecke  c»  nnd  nach  Gleichung  83^^'.  eine  Strecke 
»i;  diesen  Strecken  müssen  offenbar  identisch  sein.  Es  ist  mithin 
nach  Gleichung  6'. 

tc  -j-  fi''^  =  *^'i  -|-  t^i  '^1 

U    -\-  u't    ■*■  Wj   -f-  Mj'^i 
V     -^  o't    =  ü,    4"  W|'*l 

Die  Bedingung,  dass  die  beiden  geraden  Linien  sich  schneiden, 
ist  mithin 


U     —   Mj         m'        Wj' 


Kan  kann  die  Ebenen  so  bestimmen,  dass  sie  die  drei  gegebenen 
geraden  Linien  enthalten  nnd  einer  vierten  geraden  Linie  parallel 
sind.  Die  Schnittlinien  der  Ebenen  seien  die  Strecken  ma\  nß\  py*. 
I^e  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linien  sind 

CO  «  ca'  +  by'  +  tß' 
CO  =»  c,a'  +  öi/5'  +  '/ 
0)  «=  flg/3'  -f-  b^y'  -f-  tct 

nnd  die  Gleichung  83^^  sei  die  der  sich  bewegenden  geraden  Linie. 
^&  die  sich  bewegende  gerade  Linie  die  gegebenen  geraden  Linien 
zugleich  schneidet,  so  gelten  nach  der  Gleichung  83''''  die  Beziehungen 

V  —  h        v'       u  —  eij        m'       u  —  ag        t*' 
W — C        w"     W — C|         w"      V  —  ^2  ^' 

^cnn  mithin  zwischen  den  u,  t?,  tu  die  Gleichung 

(w—c)  (u  —  a^)  (v  —  ig)  —  («j  —  i)  (u?  —  c,)  (u  —  M,) 

li^ht,  so  stellt  die  Gleichung 

09  =1  wa*  -f-  ^ß*  "i"  «'y' 

ein  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche  dar.  Auf  diesem  Hyper- 
boloid liegen  auch  die  drei  geraden  liinien,  deren  Gleichungen 
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Eine  gerade  Linie,  die  diese  drei  geraden  Linien  zugleich  schneidet, 
liegt  anf  demselben  Hyperboloide. 


Sunimeu,  Differenzen,  Producto  und  Quotienten  Ton  Punkten, 

Vcctoren  und  Strecken. 

Man  kann  die  Punkte  A^  B^  C .  .  .  als  Vertreter  paralleler, 
gleichgerichteter  Einheitsstrecken  a\  ß\  y'  .  .  .  anfassen ,  die  in 
jenen  Punkten  ihren  Anfang  haben.  Treten  in  der  Rechnung  Punkte 
auf,  die  parallele  Strecken  von  gleicher  Länge  und  Richtung  dar- 
stellen, so  nennt  man  sie  gleichwertige  Punkte. 

Wenn  der  Punkt  Ä  statt  der  Strecke  «'  genommen  wird,  so  soll 
der  Punkt  nA  der  Repräsentant  der  Strecke  na*  sein.  Den  Punkt 
nAj  der  eine  Strecke  von  n  Längeneinheiten  darstellt,  nennt  man 
einen  n f a c h e n  oder  nwertigenPunkt.  Aus  diesen  Erklärungen 
folgt:  „Punkte  werden  addirt,  bzhw.  subtrahirt  wie  die  parallelen 
Strecken,  deren  Repräsentanten  die  Punkte  sind.'*  Ferner  ergibt 
sich,  dass  C— Ä  einen  Punkt  von  der  Grösse  null  darstellt,  der 
auf  der  Geraden  Linie  BC  im  Unendlichen  liegt. 

Addirt  man  C — B  zu  einem  beliebigen  dritten  Punkt  5,  der 
mit  B  und  C  gleichwertig  ist,  so  erhält  mau  einen  Punkt  jP,  der 
aus  S  entstanden  ist,  durch  Verschiebung  des  Punktes  S  um  die 
Strecke  SF,  die  parallel,  gleichgerichtet  und  gleich  lang  der  Strecke 
BC  ist.     Es  ist  nämlich  (Fig.  2.) 

5  -I-  (C  —  Ä)  -=  (S+C)  -  B 

^^D--  B 
^  F 

Da  aber  D  in  der  Mitte  von  CS  liegt,  nnd 

BD  =  DF 

ist,  so  ist  SF  parallel  und  gleich  BC.  Es  ist  also  C  —  B  ein  Ope- 
rator, der  einen  Punkt,  zu  dem  er  addirt  wird,  um  eine  Streck'^ 
verschiebt,  die  parallel,  gleichgerichtet  und  gleich  lang  BC  is.* 
Durch  die  Strecke  BC  ist  C — B  als  Operator  im  gegebenen  Sinm.^ 
vollständig  bestimmt ;  umgekehrt  ist  durch  C—B  als  Operator  d'm^ 
bestimmte  Strecke  BC  nicht  ganz  festgelegt. 
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Nimmt  man  C—B  als  Repräsentant  einer  Translation  parallel, 

gleichgross  nnd  gleichgerichtet  i?C,   so  kann   man    die  Definitions- 

gleichnng 

C  —  ^  =-  [BC]  89. 

aufstelle!).  Man  moss  sich  immer  bewnsst  sein,  dass  [BC]  ein  Ope- 
rator ist,  der  einen  Punkt,  zn  dem  er  addirt  wird,nin  eine  Strecke 
yerschiebt,  die  gleichgerichtet,  gleich  lang  nnd  parallel  mit  [BC] 
ist  Diese  Differenz  C—B^  also  \_BC]  nennt  Möbius  und  Grass - 
m&£n  „Strecke'S  Hamilton  bat  für  diese  Differenz  den  Namen 
„Yector"  eingeführt  und  Unverzagt  gebraucht  den  Namen  „Dif- 
ferenzvector". 

Die  Definitionsgleichung  89.  führt  zu  dem  Satze:    „Zwei  gleich 
lange,  parallele,   gleichgerichtete   Vectoren   sind   gleich".     Es    ist 

nämlich  (Fig.  2.) 

C—  B  «  [BC\ 
und 

B  -^  C  =  [CB^ 


Aas 


also  das  bekannte  Resultat 

[BC] [CB]  90 

C—  B  ~-^  IBC] 
S  —  B  =-  [BS'] 

C+  Äf  —  22?  «  [BC\  +  [BS] 


folgt 

Es  ist  also 


C  +  S^ID  ==  F^  B,        2D  —  2B  ^  F --  B 
2D  —  2/?  =  "KD  —  /?)==  2\_BD]  -=  [ÖF] 

.  [BC]  +  [BS]  =  \_BF] 

^  ist  aber 

[BC]  +  [CF]  =  ((7  —  if)  +  (F  —  C)   «  F'-B  ^  [BF] 

mithin 

[BC]  +  [CF]  =  [BC]'+[BS]  -   [BF]  91. 

d»  h.  [CF]  und  [BS]  sind  gleich,  und  CF,  BS  sind  als  gleichge- 
richtete Gegenseiten  eines  Parallelogramms  gleich.  Die  Gleichungen 
^'  und  91.  definiren  die  Addition  und  Substraction  von  Vectoren. 
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Dtip  TO«,  Vi^¥«r0agt  ^)  eingeführte  dorch  „die  vielfachen  Rankte 
«wt«  «£.  foatgel^gtp  QaOfti^Qtvec.top''  (nU,  nfi)  ist  durch  deo  Qiio- 
Uouton 

^-J  «  (mA,  nB)  92. 

defioirt^'.    Maq  neiiQt  „m^  den  Anfangs-  nud  nB  den  Endpunkt  des 
Quotientvectors  (mA,  nBY\ 

Es  ist 

ß'      B 

^  =  ^  »  (^,  Ä)  92'. 

und  da 

nß'        _!»  ^'  _  !y  ?! 
ma'        m  a'        vn/p  o' 
SO  ist . 


(i4,  Ä)  -  (mA,    nB)  -  (>4,  ^ b\  92". 

=  (^y  ^,  B^  «  (mp^,  np5) 

Es  ist  also  -{A.  B)   gleich  dem  dnrch  die  vielfachen  Punkte 

mpA^  npB   bestimmten  Quotientenvector  (mpA,  npB).     „Zwei  Quo- 
tioutenvectoren  {mA^  nB)^  (^i<^a9  '^i^)  ^^^^  gleich,  wenn 


m       m^ 


n        n 


1 


ist  und  die  Strecken  AB^  CD  gleich  gross,  parallel  nnd  gleichge- 
richtet sind".  Die  Quotientenvectoren  (m^,  nB)\  {m^C^  n^D)  heissen 
parallel,  wenn  die  Strecken  AB,  CD  parallel  sind;  diese  Quotient- 
vectoren  sind  gleichgerichtet,  wenn  die  Strecken  AB^  CD  gleich- 
gerichtet sind. 

Nach  den  Gleichungen  92.  ist  ferner 

(A,  A)  =  (mA,  mA)  «  1,     (mA,  nB)  (nB,  mA)  =  1 

(A,  B)  (Ä,  O^A,  C 

93 
(J,  B)  (B,  C)  (C,  D).   .   .  (M,  N)^(A,N) 

„Fttr  die  vier  Grundrechnungen  der  Quotientvectoren  gelten  im 
allgemeinen  die  Gesetze  der  Arithmetik"  (nach  den  Gl.  20—26). 


1)  Unrerzagt:     „Theorie    der   goniometrischen    etc.    Functionen     1S76*. 
8,  229. 


inähesondere  die  Rechnung  mit  parallelen  Strecken.  77 

Wenn  A^'B,  C,  D  die  Eckpunkte  eines  Parallelogramms,  dessen 
Diagonalen  AC^  BD  sich  im  Punkte  E  schneiden,  sind,  so  erhält 
man  ans  den  Gleichungen  28'.,  28".  die  Formeln 

in.a.  |^  =  i>,  .  +  0  =  2.,  i±?_|  +  e_a| 

oder 

U,  B)  =-  ( A  C),    (B,  0)  «  {A,  D) 

(A,  B)  +  (iV,  D)  =  (iv;  21;) 

(i4,  B)D  «  C,     (5,  COil  =  A     ( J^,^)+(^,  O  « (£;.  2E)  «  2 

94. 

und 

(A.  mB)pD  =  |)mC,     (A  mC)pA  «=  pmZ) 

Daher  ist  (A,  mB)  ein  Factor,  der  einen  p-fachen  Punkt  im 
Räume  durch  Multiplication  um  die  Länge  AB  in  einer  Richtung 
verschiebt«  die  parallel  und  gleichstimmig  mit  AB  ist  und  den  ver- 
schobenen Punkt  zu  einem  pm-fachen  Punkte  macht.  Ferner  ist  die 
Somme  der  zwei  von  einem  Punkte  N  ausgehenden  Quotienten 
(Ny  B)  4-  (A,  D)  gleich  einem  Quotientvector,  der  durch  den  Punkt 
^und  den  Schwerpunkt  der  Punkte  i?,  D  bestimmt  ist.  Allgemein  ist 

(^,4)  +  (i\r,ß)  +  (iVi,  C)  +  (iV;  /))  +  .   .   AN,M) 

—  (jy,  mF)    95. 

wenn  P  der  Schwerpunkt   der  m  Punkte  A^  B^  C^  D  .  .    ,  M  ist. 
Die  Formel  95.  erhält  man  aus  der  Gleichung 

mtt'  '•{-  rß'  ==  («  4-  r)Y* 
öder 

nA  +  rB  -  {n  +  r)C 
daher 

(A,  nA)  +  (N,  rB)  -  (N,  (n  +  r)C))  96. 

Der  Punkt  C  liegt  auf  der  geraden  Verbindungslinie  A^  B, 

Die  Formel^96.  kann  man  benutzen,  um  die  Summe  von  zwei  be- 
liebigen Quotientvectoren  (mA^  nB)^  i^h^^  ^i^)  zu  bilden.  Man 
verschiebt  CD  parallel,  bis  der  Punkt  C  in  den  Punkt  B  und  der 
Pnnkt  D  nach  F  fällt.    Es  ist  dann 
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(«iC  nji))  -  (n^A,  n,F)  -  (a,  ^-f) 

und 

(mA,  nB)  +  (m,C,  n,D)   -  (^,  ^/y)  +  (^,  ^^  I'^ 

Ist 

und  liegt  der  Punkt  A  in  der  Mitte  der  Strecke  BF,  so  ist 

(A,  B)  +  (/?,  ^)  «  (^,  2A)  =  2 
Setzt  man  in  der  Gleichung  28. 

31  =  (A,  B)     q^  «  (B,  C),     ^n,  ==  (<^,   ^)  •    •    •  «»  -  ('S,   ^) 

so  erhält  man  allgemein 

M,  5)  +  (/y,  C)  +  (C,  D;  +  (£),£;)+..   .  +  (Ä,  ^) 

— •  (^,  gA)  ==  « 
und 

{A,  B)»  -  nM,  Ä)  -  («  —  1)  =  (A,  t,li)—(A,  (n  —  l)i<) 
(A,  B)  (C,  D)  =.  (A,  B)  +  (C,  D)  -  1 

'={A,  B)  +  (C,  n)  -  (A,  A) 

Obgleich  (A^  B)  nicht  gleich  (C,  Z>)  ist,  so  ist 

\(A,  B)  ^  (C,  D)\^  =^  0 

Aus  den  Gleichungen  96.  folgt  die  Formel 

(J,  E)  +  {A,  B)  --{CD)  c=  {A,  E)  +  (A,  B)  >  {A,  F) 

^(A,E  +  B^t) 
-{AH) 

die  Strecke  EH  ist  gleich,  parallel  und  gleichgerichtet  der  Stre« 
FB, 

Die  Gleichung 

(A,  Br  =-  {A,  nB)   '-  (^,  {n-l)A) 
kann  man  auch  schreiben 
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U,  B)*'  -«   {J,  «2?  —  («  —  1)^) 

=  (^,  C)  98'. 

mm 

AC  «•  nAB 

ist  Es  ist  also  „(.<^,  J?)**  ein  Quotientfactor  bestimmt  dureh  den 
Punkt  A  und  einen  Pnnkt  C  der  geraden  Linie  AB^  dessen  Ent- 
fernung vom  Pankte  A  gleich  der  n-fachen  Entfernnog  des  Panktes 
B  vom  Punkte  A  ist,  oder  (-4,  B)**  ist  ein  Factor,  der  einen  Pankt 
im  Baume  darch  Multiplication  nm  die  Länge  n  .  AB  in  einer  Rich- 
tung verschiebt,  die  parallel  und  gleichstimmig  mit  AB  ist/' 

Der  Quotientvector  kann  auch  durch  das  Product  zweier  Punkte 
dargestellt  werden.    Es  ist  nämlich 


also 


mß    .  na    «=  mn(ß'  .  o')  =»  ( — l)*mn— ^ 


oder,  wenn  man  statt  der  Strecken  deren  Anfangspunkte  nimmt, 

mB  ,nA  =  mH(B  .  A)  =  (-l)«mn  -  =  {  —  V/mn{Ä,  B) 
—  (— 1)\^,  mnB) 
I)er  Definition  nach  gelten  die  Gleichungen 

mA  ,  nA  =   ( — l)*(i4,  mnÄ)  =  ( — l}*7»n  ««  wai^  .  nÄ 
Wil  .  wB  =  (— lj«(i^,  mn^) 

Ein  solches  Product  ^  .  B  unterscheidet  sich  sowol  von  dem 
durch  Grassmann  als  auch  von  dem  durch  Unverzagt  eingeführten 
Product  von  zwei  Punkten.    Grassmann  setzt 

Ä  .  ß  ^  CD 

^enn  die  Strecken  AB,  CD  gleich  lang,  gleichgerichtet  sind  und  auf 
öiner  geraden  Linie  liegen.  Es  bedeutet  A  .  B  die  Linie',  die  A 
^ßd  B  zu  Grenzpunkten  hat,  aufgelasst  als  bestimmten  Teil  der 
^wch  A  und  B  bestimmten  unendlichen  geraden  Linie.  Dies  Pro- 
^^^t  A .  B  nennt  Grassmann  der  Aeltere  „Linienteil",  Hankel 
Q^d  E.  Maller  gebrauchen  den  Namen  „Geradenstück'',  Budde 
benutzt  den  Ausdruck  ,,liuienflüchtigen  Vector"  und  H.  Grass- 
^aun  der  Jüngere  bat  dafür  das  Wort  „Stab"  eingeführt.  Die 
besetze  der  Addition  und  Subtraction  solcher  Stäbe  können  hier 
nicht  der  Betrachtung  unterworfen  werden. 
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Unverzagt  versteht  unter  dem  Producte  A  .  B  zweier  einfachen 
Punkte  den  Punkt  Z>',  der  mit  dem  Mittelpunkte  der  Strecke  AB 
zusammenfällt.  Diese  Erklärung  erhält  man  durch  folgende  Be- 
trachtung. Die  Rechnung  mit  Punkten  kann  man  von  der  Rech- 
nung mit  Strecken  frei  machen  Man  definirt  die  Addition  von 
Punkten,  übereinstimmend  mit  Moebius,  den  Quotienten  von  zwei 
Punkten  durch  die  Gleichung  92 ,  nimmt  die  Gesetze  der  Arithmetik 
an,  ferner  fasst  man  Ä*^  als  einen  Punkt  auf,  der  mit  dem  einfachen 
Punkt  A  zusammenfällt.    Ausserdem  soll  die  Gleichung 

(Ä,  B)  =  (C,  D) 

nur  dann  richtig  sein,  wenn  die  Strecken  AB^  CD  gleich  lang, 
gleichgerichtet  und  parallel  sind.  Ist  der  Punkt  A  der  Mittelpunkt 
der  Strecke  DB,  so  ist 


( 


B^       B      B       B      AB        2A  —  D  A  _     B 

a)   ^  A'    Ä^  Ä'    D'^  D^        D        "^  "  /J  "'  ^  "  *^:4  ""  ^ 


Durch  den  Schluss  von  n  auf  n  -f- 1  folgt  die  Gleichung 


(")■ 


B  C 

n-^-(n— 1)  —  -,     AC  ^  nAB  93'. 


Liegen  die  Punkte  A,  B,  C,  D  so  in  einer  geraden  Linie,  dass  ist 

(n  — 1)^+C  — n-ö,    pil  +  fii^  —  (n +p)iD 
so  ist  nach  der  Gleichung  98\ 

(A,  BY  -  {A,  O,     {A,  D)^^rP  -  {A,  C) 

also 


(!)■  -  ©• 


Da  die  Gesetze  der  Arithmetik  gelten  sollen,  so  hat  man 


101. 


mithin 

^•» .  iP  «  D^^rf  =^  AP  .  B^  102. 

Es  ist  das  „Product  von   n   einfachen  Punkten  A  gleich  einem 
Punkte  nter  Ordnung  i**  und  es  definirt  die  Gleichung  102,  in  Ver- 
bindung mit  der  Gleichung 

nB  +  pA  ^  (n  +  p)D  102' . 

das  Product  von  zwei  Punkten  pter  und  nter  Ordnung".    Es  ist  fttr 
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n  —  p  =»  1 

in  der  Tat 

A  .  B  '^  B  .  A  ^  D^  103. 

Ans  der  Gleichaog  98'.  erhält  man  ferner 

rB*"  +  SÄ""        rnB'-'(n—l)rA  +  8j       (t+jW 

Ä*"         ^  A  "~  "*        Ä 

mithin 


nnd        sA  +  rB-{'(s-\-  r)C 


104. 


Für  die  Punkte  ^  i^» .  .  .  gelten  also  in  Bezug  auf  Addition 
und  Snbtraction  dieselben  Gesetze,  die  in  Bezug  auf  Addition  und 
Subtraction  von  einfachen  Punkten  bestehen.  Es  stellt  also  ^— ^ 
entweder  einen  Punkt  wter  Ordnung  im  Unendlichen  dar,  oder  es 
ist  ein  Operator,  der  zu  einem  Punkte  nter  Ordnung  addirt  diesen 
um  Jß^  parallel  und  gleichgerichtet  mit  AB  verschiebt. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  102.,  103.,  104  kann  man  die  Summe 
^on  zwei  beliebigen  Quotientvectoren  (m^,  nB),  (m^C^  n^D)  bestim- 
men.  Es  ist 

/    ^           .   .       .        ^.        n  B   ,    nt  D        nm.  B  ,  C  4-  n^m  A  .  D 
M,  »B)  +  («.C,  n,Z»  =  ^+  ^  -  ^^^^^ 

Die  Punkte  E^  H^  K,  L  seien   die  Mittelpunkte  der  Strecken  AC^ 
^C^  AD  und  EM.    Man  hat  daher  nach  der  Gleichung  104. 

nm^B  .  C -\- n^mA  ,  D       nmxH^ '\^  UimK^ 
mm^A  .  C  mm^E^ 

und 


n 


rn^H*  -]-  UiinK^  «  (nm^  -{-  n^ m)L^ 


(mA,  nB)  +  KC,  n,D)  =  (^+  ^  §2 

Es  ist  aber 

L  _^M 

E'^  L 

mithin 


X«       M 

£«"■  E 
und 


(ly- 


K  ^)  +  («.  C.  ., «,  -  (^  + 1)  I  -  (.;,  (^  +  i)K  )  96-, 

Ber  Pnnkt  M  ist  durch  die  Gleichung 

^k.  d.  Math.  n.  Phys.    2.  Beihe,  T.  XV.  6 
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2  (^+  "'  )  Jf  =("'  -  ")(A  -  C)  +  2  ?ü  +  2?'  i)  96". 


gegeben. 
Wenn 


n  =  m  =  fi]  =  i»i 


und  die  Strecken  ^i>,  CD  parallel  und  gleichgerichtet  sind,    so  ist 
EM  die  Mittellinie  des  Trapezes  ABCD* 

Wenn  die  Strecken  AB^  CD  parallel,  gleichlang  nnd  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind,  so  ist  M  der  unendlich  ferne  Pankt  der  Mit- 
tellinie des  Trapezes  ABCD, 

Das  Product  der  zwei  Quotientvectoren  ist 

(mi,  nB)(m^C,  n^D)  =  ^K  B)  (C,  D) 

nn|     B^  .  D 
mmi   A   .  C 

Wenn  G  der  Mittelpunkt  von  BD  und  von  EF  ist,  so  hat  man 

B^D^  _G^       F 
.A  .C^E^^E 
also 

(üiil,  nJ5)  (m^C,  njD)  =-  (mm^E,  nn^F)  93'. 

Wenn 

(^,  Ci)  -  (C,  £>) 

so  erhält  man  die  Gleichung  93. 

(A,  B)  (B,  e,)  «  (^,  Ci) 

Es  seien  AB,  CD  und  ferner  ABi,  CD^,  parallele  gleichgerich- 
tete Strecken ;  die  absoluten  Längen  dieser  Strecken  seien  der  Reihe 

nach  a,  5,  1,  1.    Man  hat  also 

AB  '^  a  ,  AB^,     CD  ^  h  ,  CD^ 

Gelten  die  Gleichungen  92.,  98,  102.,  104.  als  Definitionsglei- 
chungen  auch  für  den  Fall,  dass  die  Zahlenfactoren  m,  n,  974,  n^, 
r,  9  etc.  irrational  sind,  so  hat  man 


©■ = j  m  -  -0 


und 

B^D       i?i«    A*  _  ^+*  _  :? 

Ä~rc ""  "^« .  c* '  ■"  r»^  ~  r 


insbesondere  die  Rechnung  mit  parallelen  Strecken,  g3 

Die  absolute  Länge  von  PR  ist  gleich   a-f-&    und   die  Punkte 
N^  P  sind  durch  die  Gleichungen 

aA   -^hC     «  (a  +  h)P 
bestimmt.    Aus  den  Gleichungen  folgt 

{J,  B)  {C,  D)  =  (P,  R)  93". 

Bezeichnet  man  die  Strecken  AB.  CD,  PR  mit  otj,  yj,  ttj,  so  ist 

^1  =  «1  +  Yi  93" 

Wenn  die  Strecken  AB,  CD  parallel,  jedoch  entgegengesetzt 
gerichtet  sind,  so  bestimmen  ebenfalls  die  Gleichungen  93".  das  Pro- 
duct  der  Quotientvectoren  (A,  B)  .  (C,  D), 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  96".,  98".  und  98'.  statt  der  Quo- 
tientvectoren  (^,  B),  (C,  £)),   (P,  R),  (E,  M)    die   Quotienten   der 

ß'    ö'    q'    u! 

gleichgerichteten,  parallelen  Einheitsstrecken  S»  -;•  ~7»  ^?    deren 

Anfangspunkte  die  Punkte  A,  B,  C,  2>,  P,  72,  E,  M  bzhw.  sind,  so 
erhält  man  die  richtigen  Gleichungen 


raa 


Ferner  kann  mau  iu  den  Gleichungen,  die  Producte  und  Potenzen 
^on  Punkten  nicht  enthalten,    statt  der  Punkte  mA,  nB  etc.  und 

B     C 

^er  Quotienten  -^f  -  etc.  die  Strecken  ma',  nß'   etc.  und  die  Quo- 

tienten  -,  ^-   etc.    nehmen.    Hiermit  ist   nachgewiesen,   dass  mau 

Joittelst  der  von  Unverzagt  eingeführten  Punktrechuung  und  aus  der 
Annahme 

(^,  i,)  =  I = §;  92'. 

die  Gesetze  der  Addition  und  Multiplicatiön  der  Quotienten  von 
parallelen  Strecken  erhält.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  man  in 
dieser  Punktrechnung  für  den  Punkt 

^»»(n  =  1,  2  .   .    .  ) 

im  allgemeinen   nicht  die  Strecke  a'n  nehmen  kann ;    in   den  Rcch- 

6* 
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nuDgen  mit  Strecken  kann  man     7  durch     .    ersetzen,    jedoch    die 

Strecke  «'    im  allgemeinen    nicht    durch   den  Punkt   A.    So   z.  B. 
kann  man  statt  der  Gleichung  40'. 

bß\ß^  .  a')  -  («'  .  ß')  bß' 

ß  a'-  ßiß 

ß(A,  B)  -  {B,  A)ß  105. 

B{A,  B)  =-  (Ä,  A)B 


oder 

setzen 
aber  nicht 


Man  kann  ferner  die  Hamilton'schen  Quaternionen  mittelst  Quo- 
tieutvectoren  darstellen.    Nach  der  Gleichung  98'.  ist  für  eine  reelle 

Zahl  n  der  Quotient  y-zj     oder  der  Quotientvector  (-4,  B)^  gleich 

einem  Quotientvector   (A^   C) ,  dessen  Endpunkt   C  auf  der  geraden 

Linie  AC  liegt;  es  ist 

AC  —  nAB 

Es  seien  AB^  AC  zwei  Strecken,  die  den  Winkel  d-  einschliessen, 

und  es  sei 

AC  ^  a . AB 

Die  Strecke  AC-^  auf  ^(7  soll  dieselbe  absolute  Länge  wie  AB  haben. 
Da  AC^  aus  AB  durch  Drehung  der  Strecke  AB  um  den  Winkel  & 
entsteht,  so  kann  man  setzen 

{A^C^)  «  {A,  B)m 

wenn  der  Exponent  fiß-)  anzeigt,  dass  man  AB  um  den  Winkel  d- 
drehen  soll.    Man  hat 

{A,  o  -  (^,  c^Y  =  (U  Ä)«y(^) 

Es  ist  dann  klar,  dass  man  hat 

{4,  C)  =  ((^,  B)  «J/(*)  «  {A,  Byf(^)  -=  ((A,  ^)A^))a 

Nimmt  man  wie  in  der  Arithmetik  die  Gleichung 

{{A,  ^)/W)/(*i)  «  (A^  Ä)/W./(^i) 

^0  /(^i)  ein  Exponent  ist,  der  AB  um  den  Winkel  ^^  in  der  Ebene 
J?-4C  dreht,  an;  ist  die  Länge  der  Strecke  AE  der  Ebene  BAC 
gleich  der  Länge  der  Strecke  AB^  und  ist  der  Winkel  BAE  gleich 
^1,  so  ist 


insbesondere  die  Rechnung  mit  parallelen  Strecken,  35 

{J,  E)  -  {A,  Ä)/(*+*i) 
und  ebenso 

{A,  E)  -  {A,  C^)f(^M)  =  {(A,  B)fi^))Mi) 
alio 

(A,  J5)/(^+*i)  =  (A,  B)M)fi^i) 

£8  ist  also 

r(^  +  ^i)  -/W^i)  106. 

Kach  der  Gleichung  93'.  ist 

{A,  B)  (A,  C,)  -  (A,  F) 
die  Länge  von  AF  ist^  wenn  AB  gleich  der  Längeneinheit  ist,  gleich 
2coBö  und  der  Winkel    BAF  ist  gleich  -0,  mithin  ist 

2C08|/(|) 
{A,  F)  -  U,  B) 

Setzt  man  die  Gesetze  der  Arithmetik  Torans ,  so  folgt  aas  dieser 
GleichuDg 

/'(*)  +  l-2co8*/(|)  107. 

Bs  die  Gleichung  106. 

.«-4)/(?)=Ki)r 

giebt,  80  erhält  man  ans  der  Gleichung  107.  die  Gleichung 

[/(|)J*-2cos|/(f)--l  108. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 


•'^12]""**' 2  +  ' •""2 

•9 

t*    - 

»ISO  ist  fi»)  entweder 

1.    f(&)  —  cos*  +  »• .  8in5- 

t« 1 

1U9. 


2;    f{d)  =  cos^  -  t .  sint^ 
Nimmt  man  für  f{»)  den  ersten  Wert,  so  ist 
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und  >  109. 

nimmt  man  für  /(d-)  den  zweiten  Wert,  so  ist 

(A,   Cj)    =-   (A,  iJ)co8dW..m^ 
(A^   B)   =>    (^,   C^yos^-^i  .Bin» 


109'. 


Stimmt  also  die  Drehung,  die  der  Exponent  cos^-}~^'s^i^^ 
cos^  —  »sin^)  anzeigt,  mit  der  Uhrzeigerbewegung  ttbercin,  so  ist 
die  durch  den  Exponenten  cos^  — isiu^,  (cos ^4~* sin  ^)  bestimmte 
der  Uhrzeigerbewegnng  entgegengesetzt  gerichtet. 

Man  bezeichnet  die  Drehung  um  den  Winkel  ^,  die  mit  der 
Uhrzeigerbeweguiig  übereinstimmt  mit  -f-^  und  die  Drehung  um  den 
Winkel  ^,  die  der  Uhrzeigerbeweguug  entgegengesetzt  gerichtet  ist 
mit  —d'.    Man  kann  also  setzen 

{A,   C)    =-    (J,   i?)a(co8*+^.8in^)  110. 

wo  ^  das  Zeichen  +  oder  —  hat,  je  nachdem  die  Drehung  von  AB 
in  der  Ebene  BAC  mit  der  Uhrzeigerbewegung  übereinstimmt  oder 
nicht  übereinstimmt,  umgekehrt  legt  %  alle  Ebenen  fest,  die  der 
Ebene  BAC  parallel  sind.    Nach  Hamilton  ist,  wenn  AB  »  l 

.    ^         [JCl       C-A 
a(cosO+t.sin^)=^^-^-|-^3^- 


[AC\  .  [AB'] aZ2(cosO  f »  .  sinO)         IIO'I 

dieser  Quotient  wird  Quatornion  genannt^).  Errichtet  man  i 
einem  beliebigen  Punkte  Jlf  der  Ebene  der  Quaternion  {AB 
ein  Perpendikel  MN  von  der  Längeneinheit,  nach  der  Seite  des  Ra 
mes,  von  der  aus  die  Drehung  ^  mit  der  Uhrzeigerbewegung  übe 
stimmend  gesehen  wird,  so  setzt  Hamilton 

i  =  [MJS]  '^  N  -  M  110' 

Diese  Annahmen  Hamiltons  werden  im  Folgenden  nicht  benutzt. 


1)  Vgl.  u.  A.  meine  „VorlcsuDgen  über  die  Theurie  der  Quaterniooei 
Leipzig  1883.  Ich  glaube  an  dieser  Stelle  darauf  hinweisen  zu  dürfen,  dmsm. 
V.  Baibin  in  seinen  „Elementos  de  calculo  de  los  cuaterniones",  Buenos  Ai^r'« 
18.87  im  neunten  und  zehnten  Capitel  (Theorie  der  Curven  u.  Flächen)  ^^' 
bez.  Abschnitte  meiner  Vorlesungen  zum  Teil  übersetzt  habe. 
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Ist  A  der  Mittelpunkt  der  Strecke  C'B\  so  ist 

unabhängig  von  der  Ebene  ABC. 

Man  ist  berechtigt,  die  Definitionsgleichungen  des  Logarithmns 

P*  =»  5,    «  —  Plog5  111'- 

auf  den  Fall,   dass  p  und   q  Quotientvectoren  sind,  auszudehnen 
80  dass  man  nach  der  Gleichung  110  setzen  kann 

a(cos^  +  i .  Bm&)  -  (A.  »)log(^,  C)  110'. 

Man  nennt  a  den  Modul  und  &  das  Argument  der  Quaternion. 

£s  ist  also  der  „Logarithmus  eines  Quotieutvectors  (J^  C)  für 
^'fien  zweiten  Quotientvoctor  (-4,  B)  als  Basis  gleich  der  Quaternion 
*ö8  den  zwei  Diflferenzvectoren  [JC]  und  [-^i5j. 

Für  die  Logarithmen  der  Quotientvectoren  kann   man  alle  für 
^'6    Quaterniouen    gelteuden  Sätze   beweisen.    Man   kann  die  Sätze 
^^i*  Quaterniouen  beweisen  mit  Hülfe  der  Logarithmen  von  Quotient- 
vectoren, wenn  man  annimmt,  dass  diesen  Logarithmen  die  Eigen- 
schaften 

^logg  .  »"log}?  =  »"logg,    ^\ogq-\-^\Qgp  «  »"logg  .  p  111'. 

^^kommen,  jedoch  im  allgemeinen  die  Gleichungen 

Piogq  .  'logi?  ==•  »'logp  .  ^log^ 

Hogq  .  »"log«  =  »"log«  .  P\0gq 

**^c  ht  gelten;  die  zwei  letzten  Gleichungen  sind  richtig,  wenn  die 
^^^  Quotientvectoren  p,  r,  g,  s  bestimmenden  Punkte  in  einer  Ebene 
^"^hw.  parallelen  Ebenen)  liegen. 

Ganz  ähnlich  kann  man  die  Quotienten  von  parallelen  Strecken 
^^ttelst  der  sog.  parallelen  Quotientvectoren  darstellen.  Nimmt 
^^u  an,  dass  „Quotientvectoren  nur  dann  gleich  sind,  wenn  sie  den- 
^^Iben  Anfangs-  und  Endpunkt  besitzen'S  so  bedarf  es  natürlich  einer 
besonderen  Erklärung  der  Addition  und  Multiplication  dieser  Quo- 
tientvectoren.   Für  diese  Quotientvectoren  führt  man  am  besten  ein 

besonderes  Zeichen  ein;  man  bezeichnet  den  durch  die  Punkte  mA 

^lid  nB  bestimmten  Quotientvoctor  mit  (^^;  nB), 

Es  ist 
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{mA\  nB)  -■  (mjC;  n^D) 

wenn  C  auf  A^  D  auf  B  fällt  und 

-  —     -    ist 

Von  den  Gleichungen  93".,  96".  ausgehend,  erhält  man  folgende 
Definitionen: 

1)  „Unter  der  Summe  Ton  zwei  parallelen  Qnotientvectoren 
(mi4;  nB)^   ('»i^*,    w^^)   versteht  man   einen    Qnotientvector    (£; 

( — |-  — |ilf|,   dessen  Anfangs-  und  Endpunkt   durch   die    Glei- 
chungen 

+  -» ß  96". 

bestimmt  sind".  Die  drei  Quotient fectoren  {mA\  nB),  (injC;  n^D), 
(e-,  (^+- )  ^)  sind  parallel. 

V 

2)  „Wenn  die  Strecke  PR  gleich  der  Summe  der  zwei  paral- 
lelen Strecken  AC^  CD  ist,  so  versteht  man  unter  dem  Product  der 
zwei  parallelen  Quotientvectoren  (A-,  Ä),  (C;  D)  den  Qnotientvector 
(P-,  Ry\  Für  diese  Quotientvectoren  gelten  also  die  Gleichungen 
93.,  93'.  nicht. 

Diese  Verknüpfungen  genügen  dem  commutativen  und  associa- 
tiven  Gesetze. 

Man  kann  leicht  nachweisen,   dass  der  Qnotientvector  {A;  B)*^, 

wenn  n   eine  reelle   Zahl   bezeichnet,  gleich   einem  Qnotientvector 

{A\  M)  ist;  es  ist 

AM  =  nAB 

und  der  Punkt  M  liegt  auf  der  geraden  Linie  AB,  Es  seien  AB^ 
CD  zwei  parallele  gleichgerichtete  Strecken,  und  es  sei 

CD  ^  a  ,  AB 

die  Strecke  CD^  auf  CD  soll  dieselbe  absolute  Länge  AB  haben. 
Da  man  CD^  aus  AB  durch  Parallelverschiebung  der  Strecke  AB 
um  die  Länge  AC  in  der  Richtung  von  A  nach  C  erhält,  so  kann 
man  setzen 
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wenn  (p{^Cf)  eine  Translation  anzeigt,   die  nach  Grösse  and  Rich- 
tung darch  AC  bestimmt  ist. 

Man  hat 

(C;  D)  =  ^(^;  B)^)9UC)  «  ((^.  J5)»(^C))« 
Wenn 

(^;  ^)  (C;  />,)  -  (P;  i?) 

ist,  80  ist 

(P;  R)  -  ((A;  B)*) 

(C;  Z>,)«  =  (P;  R) 
mithin 

Setzt  man  für  diese  Gleichungen  die  Gesetze  der  Arithmetik  Tor- 
AQ8,  80  erhält  man 

.,  (f ) 

^Dd  hieraus 

ipiAC)  +  1=2^  (^) 

,^   ,(-)=Kf)]' 
Wf)]'-^(f)-' 

Bezeichnet  man  die  Strecken   AB,   CD^  mit  a'  und  yV  so  genügen 
d«a  Gleichungen  112. 


112. 
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1)     ^{AO  -  1.        2)     ,p[AO  =  1'-^ 


'(f)= 


y  +  a'       A  +  C       P 


2a'  2A         A 

Da  die  Quotientvectoren  (i4;  B)^  (C;  D{)  nicht  gleich  sind,  so  ist 

^{AC)  -  Ji  112'. 

nnd 

ay' 

(C;  JD)  —  (^;  J5)«y(^0  «:  (^.   ß)  113. 

Nach  der  Definitiousgleichuug  111.  ist  mithiu 

?l'  =  M;fl)10g(C;  Z>)  113'. 

Man  erhält  daher  den  Satz:  „Der  Logarithrans  eines  Qaotient- 
vectors  (C;  B)  für  einen  zweiten  parallelen,  gleichgerichteten  Quo- 
tientvector  (A\  B)  als  Basis  ist  gleich  dem  Quotienten  der  parallelen 
Strecken  CD  und  AB'\ 

Allgemein  hat  mau  den  Satz:  „Wenn  die  Strecken  AB ,  CF 
gleich  lang,  gleichgerichtet  und  parallel  sind,  und  ebenso  die  Strecken 
AE^  CD  gleich  lang,  gleichgerichtet  und  parallel  sind,  so  ist  der 
Logarithmus  des  Quotientvectors  (C;  D)  für  den  Quotientvector 
{A\  B)  als  Basis  gleich  dem  Producte  der  Quaternionen  aus  den 
zwei  Vectoren  [AE\  und  \_AB'\  und  des  Quotienten  der  Strecken 
CD  und  AE  oder  gleich  dem  Producte  des  Quotienten  der  Strecken 
CF  und  AB  und  der  Quaternion  aus  den  zwei  Vectoren  [CD]  und 
[CF]".    Dieses  Product  nennt  Unverzagt  Biquaternion. 

Es  seien  A  und  C  die  Anfangspunkte  der  parallelen,  gleich* 
gerichteten  Einheitsstrecken  a\  yc\  die  absoluten  Längen  von  AB^ 
CD  seien  mit  a  und  c  bezeichnet:  ferner  sei  in  der  Ebene 

ABE :  AG'    \   BE,     G'E  \\    AB,     AE  skr.  CD^    AB  #  CF 

EB'  skr.  AB,    AG  skr.  AB,    AG  skr.  EG 

B*  ein  Punkt  der  geraden  Linie  AB,  und  in  der  Ebene  CDF 

DF  skr.  CF,     CH  skr.  CF,    DH  skr.  CH 

F'  ein  Punkt  der  geraden  Linie  CF-,  CD  bilde  mit  AB  den  Winkel 
&  und  AG'  mit  AB  den  Winkel  ^'.    Es  ist 


insbt sondere  die  Rechnung  mit  parallelen  Strecken»  Ql 

(A,  G')  -  {A,  B) 


(A,E)  -  (A,  B) 

also 


-fco8*+« .  sin*) 


-f- +sin*cotg*'+.* .  Bin*) 

(A,  G')  (A,  B)  =  K  B)    " 

-(co8*+» .  sin^) 

=  U,  Ä)*  ••*--! 

mitbin 

(A,  G')  (A,  B)  -  (^,  E) 

Diese  Formel  kann  als  DefinitionsgleichoDg  des  Products 
(A\  G')(Ai  B)  dienen,  also 

„Das  Product  von  zwei  Quotientvectoren  (A\G')(A\  B)  ist  wieder 
ein  Quotientvector  (A-^E):  die  Strecke -^J^ ist  die  Diagonale  des  darch 
die  Strecken  {^G\  AB)  bestimmten  Parallelogramms.  Es  gilt  das 
commntative  und  associative  Gesetz.*^ 


Man  hat  dann 


c 


(i;i;)  =  (^;   ß)"" 


-  (cos^+»  .  sin;?-)  =  (A 


;  G')(A^,B)   1 


114. 


^,  -  (cos^+t .  sin;^)  ^ 

(C;  D)  -    (4;  E)     -  K^;  B)  } 

QDd  nach  Gleichung  111.,  und  der  ersten  Gleichung  111'. 
^^'%g((7;  D)  -  ^^(cos9+^.  sin^) 

«  %  (cosa+  .  tsin^) 

oder 

ö,      ^  .        .  ^    yi'  \         115. 

-  (cos;?^+» .  sin;^)  ^  ^ 

(C;  i))  =  {(^ .  ^j"*  } 


(^;  B) 


£V(cos^+i .  sin^) 
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Ferner  iit 

^  ^  (cos^+tsin^) 


(C;  F)  -  (il;  B)     ,      (C;  Z>)  -  (C;  F) 


J-  ^  (cosd+»8in^) 


und  nach  der  Gleichung  111.  und  der  ersten  Gleichung  111'. 

(^;  ^)log(C;  />)  —  -(cos^  +  isinO)^  -  ^  (co8^+»tin^)     115'. 


Für 


erhält  man 


Die  Gleichungen 


»-7---r«  115". 

o  « 


(C;  D)  =  (C;  F')  (C;  fl"),     (C;  F'J  -   (A-  B) 

(C;  Ä)  =  (-i;^)'**' 
geben 

%  (co8;?^+»8in;^)  ^       -^'/ 1  sin  & 

aa  acc  aa 

M;  B)  =(^;  ^)        M;Ä)  116. 

Da  man  nach  der  Definition  des  Productes  von  parallelen  Quotient- 
Yectoren 

hat,  wo  «',   /i',   7sV  p'   gleichgerichtete   parallele   Einheitsstrecken 
sind,  so  ist 

^(CO8^  +  .-8inl^)(m^  +  n0 

(C;  F) 

-  (cos  <>+  t  flin  ^)  m  -J-  -  (cos  <>+ »sin^)n  ^ 

—  (C;  F)  (C;  20  117. 
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Die  Gleichungen  115.  — 117.  sind  mit  Hilfe  der  Definitionen  des 
Productes  von  parallelen  Quotientvectoren  und  von  Qaotientvectoren, 
die  denselben  Anfangspunkt  haben,  und  ferner  der  Gleichung  111. 
und  der  ersten  Gleichung  111'.  abgeleitet  worden. 

Nimmt  man  noch  an,  dass  die  zweite  Gleichuns  111'.  besteht, 
wenn  p,  q,  entweder  parallele  Quotientvectoren  oder  Qnotientvectoren 
mit  demselben  Anfangspunkte  sind,  so  erhält  man  aus  den  Glei- 
chungen 116.,  117.  die  Formeln 

^^;  ^)log(C;  D)  =  M;  »)iog(e;  F\)  (C;  H) 

«  (^;  Ä)log(C,  r)  +  log(C-,  H) 
oder 

ey'       ^  cy'      . 

— /costj"  — =->tsint9^ 

acc  aci 

(><;Ä)log{(^;  ^)  (4;i?)  } 


-7  cos^  -^  tsin  & 

<z«  acc 

=  ^'  ^log(4;  B)  +  ^  '  ^log(^;  B) 

—,  (cos  &  4-t sind)  =  ^  cos  ^  +  — .  t  sin  ^ 

und 

^(C0S^  +  »sin^)(^mg-+n^,) 
iC\  '^)log(C7;  F) 


=  (C;iOlog(C;  F) 


-(cos^  +  ^sin;?^)«^ 


+  (C;F)log(C-,  F) 
-(cos^  +  tsin^)(^m^  +  n— J 


n« 


=  -(cos^+tsind)m^  +  -(cos^+t8in6-)  -; 


Mithin  ist 


(cosÄ  +  tsm«)-,-  —  ^r 


(^;  ß)  (i4;  B)  =  U;  B)  (^;  2J) 


116'. 


-(cosd+»sinö)^  )         117' 


a 


(A;  B) 
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(cosTT-j-tsinTi)  '-7- 

Die  Quotienten  {A\  B\  {A)  B)  sind  entgegengesetzt 

parallel  and  das  Product  derselben  ist  nach  der  Definition  und  der 
letzten  Gleichung  ein  Quotientvector ,  dessen  Anfangspunkt  auf  AC 
im  Unendlichen  liegt  und  dessen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  die 
Entfernung  null  haben.  Die  Quotientvectoren  (^5  B),  {A\  /?)«<>«''+•"»'' 
haben  denselben  Anfangspunkt,  und  das  Product  derselben  ist  nach 
der  Definition  uud  der  letzten  Gleichung  ein  Quotientvector,  dessen 
Anfangs-  uud  Endpunkt  mit  dem  Punkte  A  zusammenfallen.  Fällt 
der  Punkt  A  auf  den  Punkt  C,  so  ist 

yi  —  « 

und  die  beiden  letzten  Gleichungen  stimmen  überein. 
Da  ist 

(^•,   JÖ)*»(cos5P  4 «  Biny)  ,  (^.   £f)m(coB(5P+7r)+«.Bin(y+7i))  =r  ( j  .    £fj« 

wo  it  anzeigt,  dass  die  Strecke  AB  nicht  in  der  Ebene  ^i^C  gedreht 
werden  soll,  so  ist  das  Zeichen  {A\  B)^  für  sich  genommen,  unbe- 
stimmt. 

An  einer  Figur  kann  man  leicht  zeigen,  dass  für  die  rechte 
Seite  der  zweiten  Gleichung  117'.  ausser  dem  commutativen  Gesetze 
das  associative  Gesetz  gilt 

Um  in  Uebereinstimmung  mit  allen  Lehren  der  allgemeinen 
Arithmetik  zu  bleiben,  sollen  die  Formeln 

(A;  BY'  .  (^1;  B)'>   =-   (A:  5)«+»   =,  {A:  ^0)«+«*  =-  {A-,  B)^ 

.  (^;  B)^         116". 

{(.4;  B)^  .  (.i;  BY\  .  (A;  B^  -  (^5  B)^\{A',   By  .  (A-,  B)^] 

bestehen.  Bei  dieser  Annahme  ist  das  Product  von  zwei  Quotient- 
vectoren, die  entweder  denselben  Anfangspunkt  haben  oder  parallel 
sind,  wieder  ein  Quotientvector,  dagegen  ist  das  Product  von  zwei 
Quotientvectoren,  die  weder  denselben  Anfangspunkt  haben,  noch 
parallel  sind,  nicht  einem  Quotientvector  gleich. 

Es  seien  nun  AA^ ,  AB^ ,  ACi  die  Azen  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  und 
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AA^  «  ABl  =  ^^1  ^h     h*  =  —  1»     »1*  -  —  1 

(J;  A,)^  (A.  Q)«. 

also  nach  den  Gleichungen  109. 

Die  Zeichen  »j,  t^,  ^  operiren  in  den  Ebenen  AB^C^^  AAyC^^  aA^b^. 
Hierans  erhält  man  z.  B. 

also 

ebenso  findet  man 

hh  —  —  »«?    «s4  -=  —  »i>    »1 4  —  h?    »o»i  —  h  =  —  «i h 

HH-  H        118'. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  M  seien  x^,  y^,  Z|  nnd 

Es  ist 

V«iM-yiM-  ^1*  (cos  g) + u  sin  qp) 
U;3f)  «  {AC^) 

(^;  Af)  =  (^;  ^,)'i  (^;  Ä)^!  (^;  C,)'» 
mithin 

also  

Verbindet  man  den  Punkt  A  mit  dem  Punkte  E^^  dessen  Coor- 
dinaten —  yi,  a?!,  0  sind,  so  ist 

M;  i?)    =«   (^;  C,)  119'. 

Es  sei 
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Mt^M  —  yj,     AM^  «  «j,     M^M^  =  z^,     Ap^  skr.  AM^  AP^  skr.  ^»ilfi, 

^P  =  1,     AM^  —  w, 
und 

Es  ist  dann 

» "/«i* +yj*  +>i*  =  »1  yi + h  ^^1 

also  

Setzt  man 

also 

i4^'  «  1 

und  sind  die  Coordiuaten  von  M'  :  x/,  j^^',  z^\  so  ist 


und 


-cos^  +  -  sin^t 
a  '    a 


-  (cos  d^  +  sin  ^,»1  ar^ '+  i^  a:,'+  «32:3')) 

also 

M;  ^)log(iä;  E)^'  (cos^  +  e  sin  ^) 

=  -(C0S^+sin^(2iVi'+«2ar2'+»sar3'))  120 

Die  gerade  Linie,  die  den  Ursprung  der  Coordinaten  mit  dem 
Punkte  {x^\  x^\  x^')  verbindet,  steht  auf  der  Ebene  ABE  senkrecht. 

Setzt  man 
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e 

-COS^  —  w 
a 


-  Sin  o-  .  a?,'  —  X 


c  '  120'. 

-sin^  .  yi'  —  y 

a  *^* 

-sin^  .  ä/  —  z 
a  ' 

so  ist 

(^;  *)log(^;  £)  —  w  +  i^a;  +  »,y  +  ^»  120'. 

Die  Quaternion  ist  hiermit  auf  eine  viergliedrige  Form,  die   Nor- 
malform, gebracht. 

Die  Goordinaten  der  Punkte  B  und  E  seien  («',  y\  »*\  («",  y", 
«").    Es  ist 

a«  «  x't  ^  y.j  ^  ,'2^    e»  =  «"«  +  y"«  +  «*« 

also 

«"  +  »8y"-»W-  ;(co8^  +  f  sin^)  (x,  +  »sy*  -.f,z') 

*>"  —»1  y"+*"  •«  -  (cos^  -f  i  sin ^)  (zj,x'  —  i,y'  + 1') 

H«"-y"— h  •"-  -  (cosd-  +  » sin^)  (^«'  —  y'  -  h*') 

Setzt  man  die  durch  die  Grössen  «,  y,  «;  V,  /,  i';  «'',  y'\  m'\ 
Hj  h)  *89  ^  ausgerechneten  Werte  von  a,  <;,  cos  ^-f*^^!^^  01^9  multi- 
plicirt  auf  den  rechten  Seiten  nach  den  Multiplicationsregeln  der 
Arithmetik,  beachtet  die  Producte  der  Grössen  /],  4,  «3,  so  erhält 
man  die  linken  Seiten.  Es  gilt  also  das  distributive  Prindp  fttr 
das  Product 

(to  -|-  i|  ac  4"  *iy  4*  «««)(*»  +  *Va  +  *«  P)>    r,  «  —  1,  2,  3 

Es  ist  jetzt  leicht  nachzuweisen ,  dass  das  distributive  Princip 
für  das  Product' 

▲rch.  d.  Math.  n.  Fiiys.    2.  fitilie,  T.  XV.  "^ 
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(w  +  t'iaj  +  i^y  +  «3«)  (m  -f-  j^n  +  i^p  +  ig  <) 

besteht.    Der  Punkt  S  habe  die  GoördiDaten  n,  p,  o,  und  der  Punkt 
T  habe  die  Coordinaten  — p,  n,  o;  es  ist 

Für  das  Product 

(" + ''^'+'^^.' + '■•)  '•• + ••■■  ^^ + « 

gilt  das  distributive  Princip  und  es  ist  gleich 

(W  +  h«  +  HV  +  ^»  )(»^  +  V)  +  ('^  +  ^»  +  »»y  +  *3«)  (h»»  +  »2P) 

da  für  diese  Glieder  ebenfalls  das  distributive  Princip  besteht,  so 
ht  bewiesen,  dass  es  für  das  Product  von  zwei  Quaternionen  Gel- 
tung hat.    Man  hat  also 

(w-\-i^x  4-  hV  +  »3«)  (^  +  H  n  +  HP  +  hO 

■=■  wm  —  xn  —  yp  —  *'  4"  h  (^wi  -j-  ww  +  ^^  —  ^P) 

4"  *2(yw  +  M?P2  -f"  2:«  —  yt)  -j-  «3(«t»  4"  '^''  "f"  ^^  —  y^)      121. 

Mit  Hilfe  der  Relationen  118.,  den  Gleichungen  119.  und  120. 
kann  man  die  formale  Theorie  der  Quaternionen  entwickeln.  Die 
Zeichen  e'i,  ^,  i  etc.  kann  man  jetzt  als  Differenzvectoren  oder 
als  Drehungsfa Ctoren  auffassen.  Nimmt  man  die  Zeichen  i  als 
Differenzvectoren,  so  erhält  man  mittelst  der  Formeln  geometrische 
Sätze,  betrachtet  man  dagegen  die  Zeichen  t  als  Drehungsfactoren, 
so  kann  mau  mittelst  der  Formeln  geometrisch-phoronomische  Sätze 
ableiten. 

Setzt  man  in  der  Gleichung 
f»  «-jces^i,     n  •«*  »sluv^i  .  ojj,     p  ««  «sint^*!  .  yj,     *  =  «sin^^  .  «2 

a?8*  +  ^2*  +  »«*===  1 
so  ist 

und 
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»•'*  «  -  1 

nnd  mitbin 


ff 

CS 

«=  —  (co8^  cos^i  +  »   .   i'sin^sin^, 

+  e sin^  cos^i  +  i'  cos^  sin^j)  121'. 

Wenn  CL  an  Länge  gleich  CD  ist  und  mit  CD  den  Winkel  ^, 
und  mit  CF  den  Winkel  ^2  einschliesst ,  so  ist  (nach  den  Glei- 
chungen 115.) 

(cos^j  4-*'sin  <&.)  l(cos^  +  »sin^)  ^1 

(  aa    ) 

(cos^i  +  i'  sin  ^^i)  -  (cos^  +  z  sin  d-) 
(C;  L)  -     (C;    F) 

-  (cos^a +  f"sin^2) 
{(cos^i  +  i'  sm&*)  (cös^  +  *  sin  »)}  -^ 


M;  i?) 


mithin 


»'2    «    -  1,      » '«    «     -    1 


^^-,  (cos^8  +  i"8ind3) 


(cos  ^1  +  i'  sin  '^i)  {(cos  &  +  »  sin  &)  % 


(cos  ^,  +  ^'  Sin  ^1)  r^V  (cos  ^  +  »  sin  d-)\ 


{(cos  ^1  +  i'  sin  ^1)  (cos  ^  +  i  sin  ^)}  -S 

Um 


^  {(cos  ^1  +  *'  sin  ^1)  (cos  ^  +  *  sin  it)\ 


122. 

7* 
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122. 

—  COS  ^1  COS  &  — r  +  t  sin  &  cos  ^j  -A 

+  t'  Sin  ^1  cos  ^  ^  +  i*  i  sin  &.  sin  ^  ^ 

-p^5*log(C;  Z) 
und  hieraas  für 

c  «  o,     ^  =  ^1  —  2 

Wenn  KJ*  an  Länge  gleich  CX  nnd  gleichgerichtet  parallel  CL 
ist  und  femer  K  der  Anfangspunkt  einer  Einheitsstrecke  yk'  ist,  die 
parallel  und  gleichgerichtet  der  Einheitastrecke  o'  ist,  so  ist 

-,  (cos^,-H'sin^,)p 


1^  (cos^i+e'sin^OCcos^+tsin^)  ^|  -,- 


123. 


b  x' 

-  (cos^|-|-t"sin^3)(cos^4-»8>n^)~< 


-M;  B) 
mithin 


'\      M.» 


1^  (cos  ^1  4-  i'  sin  ^i)  (cos  ^  +  »  sin  ^)  ^|  ^ 
=  -  (cos  ^1  +  «'  sin  ^i)  (cos  ^  -}-  »  sin  ^)  - 


^  (cos  ^,  4-  »'  sin  ^i)  (cos  «•  +  »  sin  ^)  (-,  .   ^)  123'. 


und 


yi  «  yi      V     "'  /yi  «         \«   riJ 

Nach  den  Gleichungen  16.  kann  man  setzen 

k'         n' 


yi      i? 

es  ist  daher 
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(•"?■)?-(•■••?-)&-(••■'&)?■ 


Mit  Benutzung  der  Formeln  114.  — 123'.  kann  man  die  Grund- 
rechnungsarten der  Biquaternionen  Unyerzagt's  entwickeln.  Nicht 
jede  Verbindung  von  zwei  Biquaternionen  Unyerzagt's  durch  eine 
der  Grundrechnungsarten  führt  zu  einer  Biquaternion  Unyerzagt's 
als  Besultat  der  Bechnung.  „Bas  Product  yon  zwei  Biquaternionen 
Unyerzagt's  ist  wieder  eine  Biquaternion  Unyerzagt's'^  dagegen  führt 
im  allgemeinen  die  Summe  oder  die  Differenz  yon  zwei  Biquater- 
nionen Unyerzagt's  nicht  zu  einer  Biquaternion  derselben  Art.  Die 
Summe  oder  Differenz  yon  zwei  Biquaternionen  Unyerzagt's  kann 
man  allgemeine  Biquaternionen  nennen. 

Ferner  lässt  sich  mit  Hilfe  der  Formeln  30.  —  SO*'.,  120'.  jede 
Biquaternion  Unyerzagt's  auf  yerschiedene  Arten  in  Summen  zer- 
legen.   Nach  den  Gleichungen  117'.  und  120'.  ist 


{^  +  Hy  +  hV  +  ^^)  [^  ~r  +  n  -ij 


mw 


^  +  (*>  +  hy  +h^)\jn^  +  n  -pj 


Die  Gleichungen  116''.  und  119.  liefern  leicht 
(i^x  +  l^y  +  ^«)  y^^  ■\'  n  —J 

mithin  ist 

m^  +  n  ^j«  mw^+7iw~ 

,  .  y/      I  .  ^'     I  •  y»'      I  •  '^'      I  •  yi' 


n' 


+  ^8  -,  nz  124. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  123.   statt  des  Winkels  «'^j   den 
Winkel  ^,  liegt  CL  in  der  Ebene  CFD,  und  ist 
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C 

(ÜT;  J)  =  (ä;  r)" 
80  hat  man 

c;  ») log{Ä';  ./)  =  ^  (cos  ^  +  i  sin  &)  -  7  «  -  (cos  t^  +  i  sin  &)  '^jl2b. 

Auf  der  geraden  Linie  KC  sei  der  Anfangspunkt  der  den 
Strecken  %\  a\  y^'  parallelen  gleichgerichteten  Einheitsstrecke  b' 
gegeben;  es  ist  dann 

■  • 

f  m«  -t-  wij  —7  I    . 

7^  —  "^^"4!  «T"  ~  «.4.«,    —  i'o  +7Pn   i'o  i-  Pi  «=*  1 
,    /i  ^0  i^  »'»j        ffh  "T  ^1 

und 

^«?  •'  '^)  log(^;  J)  =  -  (cos  ^  4-  i  sin  ^)  (i^o  +^>i)  1^5' 

Liegen  die  Anfangspunkte  der  gleichgerichteten  parallelen  Ein- 
heitsstrecken x',  Yi\  C'\  v'  in  einer  Ebene  und  die  Anfangspunkte 
der  Strecken  ft',  v'  nicht  auf  der  geraden  L^nie  KC^  so  hat  man 

Yi'        w»  +  w*i  +  ^'*2  +  ^8  wie  -f  m,  -|-  f/ig 

=  7>o  +  Pi/'  +  PiJ" 

(  c 

c;  ö)  log(^;  ^)  -  -  (cos  ;^  +  ^  sin  &)  (po  +  p,f  +  p^f)  125". 

l'o  +  Pl  +  P»  =  1 

Wenn  allgemein  die  Anfangspunkte  der  parallelen  gleichgerich- 
teten Strecken  «',  /3',  y',  ö'  die  Ecken  eines  Tetraeders  sind,  so 
hat  man  nach  den  Gleichungen  9.,  12. 

ß'  7'  ^' 

y     _       On-       Ict'    ^  ct^      I         8  a    ^  f/lQ  +^l^  +^2W^2  +J3^3 

a'  ^  ~|-  Wl|   "4-  ^2  ~l~  ^'^3  '^0  4"  ^1    ~j~  ^'*2  "f"  ''*3 

=  P0  +JiPi  +J2P2  +i»P3 

»»0  +  ^4  +  *^2  4"  ^3 

p»  = 

und 
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(C:  i^)log(ir;  J)  -  -^  (cos  ^  +  I  sin  ^)  {p,  +  pj,  +p,j,  +  pj,) 

—  (w  +  i^x  4-  i^y  +  «i»)  (pq  +  ;>,  J,  +  pj^  +  ^373     l'iö'". 

Für  die  Producte  125  — 125^.  gelten  das  commatative  and  distri- 
butive Gesetz. 

Nach  den  Gleichungen  28.  ist 

i* « 2i  - 1,  r^ = 2/- 1,  /'« -  2/'  - 1,  rr = r +/'  - 1 

> ;h  =•  jn  +im  —  1,   7*1  'h'k  =  ii  +^'2  +i8  -^  2 

Wenn  man  im  Räume  das  Coordinatensystem  mit  den  Axen  AA^^ 
AB^^  AC^  und  ein  Tetraeder,  dessen  Ecken  die  Anfangspunkte  der 
Strecken  a\  ß\  y',  ö'  sind,  und  ferner  eine  Strecke  CD  gegeben  sind, 
so  ist  man  im  Stande  jeden  beliebigen  Quotientvector  mit  Hilfe  des 
Qnotientvectors  (C;  D)  und  den  Maasszahlen,  «?,  x^  y,  z,  p^,  pj,  p^»  Ps 
auszudrücken.  Die  geometrische  Bedeutung  der  Zahlen  «?,  x^  y^  z,  p^, 
Pi'i  Pit  Pd  ^o^S^  leicht  aus  den  Gleichungen  120.,  120'.,  12.  Man 
kann  den  Ausdruck 

(w  +  /,a!  +  i^y  +  i^z)  (p^  +JxPi  -{-jtPt  +  /aP«) 
wo  u?,  ar,  ^,  2,  pq,  p^,  pj,  p3  beliebige  Zahlen  sind,  auf  die  Form 


bringen.    Man  findet 


-  (cos  ^  +  *  sin  d^)  -• 


Po  +JtPi  +hPi  +J3Ps  __  i' 
Po+Pi+Pi+Ps  «' 


c 
»'(Po  +1^1  +  P2+P3)  ="  ^os  ^i 


(i^x  +  l^y  +  v)  (po  +  i'i  +  /'s  + /»a)  =  -  *  8i"  ^ 
und  hieraus 

(e/;*  +  ^«  +  y^-\-z^)  (Po  +  P,  +  Pa  +  Ps)*  - 

Die  Zahl  -   ist  immer  positiv  zu  nehmen. 
Der  Ausdruck 

stellt  einen  Quotientvector  dar,  wenn 


126. 
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a       e 

ist;  es  ist  dann 

c  -f-  dl 


(C;  Z>)«+6H-»y+rf«7  —  (C;  D) 


d 


(ft  +  äj) 


-^  r(cos  9  +  »  Sin  (p)  ^^ 
=  (C;  Z>) 


(&  +  ^)''  COS  g)  =  c,    (6  -f"  ^)*'  sin  g)  —  d 

Man  kann  also  die  Frage  aufwerfen:  Welche  Bedeutang  hat 
der  Ausdrack 

wenn  a,  &,  c,  e£  beliebige  reelle  Zahlen  sind?  Die  Hauptsätze  der 
Quaternionentheorie  dienen  dazu,  um  diese  Frage,  die  Unverzagt  in 
seinen  Untersuchungen  offen  Hess,  zu  beantworten. 

Diese  Sätze  der  Quaternionentheorie  heissen: 

1.  Das  Product  oder  der  Quotient  zweier  parallelen  Tectoren 
ist  eine  reelle  Zahl. 

2.  Das  Product  oder  der  Quotient  zweier  zu  einander  senk- 
rechten Yectoren  ist  ein  dritter  Yector,  der  auf  der  Ebene,  die  den 
zwei  zu  einander  senkrechten  Yectoren  parallel  ist,  senkrecht  steht. 

3.  Das  Product  oder  der  Quotient  zweier  Yectoren  ist  eine 
Quaternion  oder  nach  der  Gleichung  110'.  in  Zeichen 

g  «t4^j  =^(cos^  +  isinn    %-\^    &  =  Wkl  BÄC 

Die  Quaternion  q  ist  ein  Operator,  der  bewirkt,  dass  ein 
Yector  [MN]  in  einer  der  Ebene  4BC  parallelen  Ebene  durch 
Multiplication  mit  q  in  einen  anderen  Yector  {ME]  übergeführt 
wird,  der  mit  [MN]  den  Winkel  S-  einschliesst  und  dessen  Länge 
durch  die  Gleichung 

gegeben  ist    Die  Dreiecke  ÄCB  und  MNR  sind  ähnlich. 

Wenn  MR  der  Strecke  AC  gleichgerichtet  parallel  ist,  so  ist 
MN  der  Strecke  AB  gleichgerichtet  parallel.  Ist  b  =  a^  so  ist  die 
Quaternion  ein  Drehfactor. 

Pen  beiden   ersten  Sätzen   entsprechen   in  der   Rechnung   mit 
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Qaotientyectoren  die  Erklärungen  des  Products  Ton  parallelen  Quo- 
tientvectoren  und  von  Quotientvectoren,  die  denselben  Anfangspunkt 
haben,  und  dem  dritten  Satze  ist  analog  der  Satz: 

„Das  Product  von  zwei  Quotientvectoren 

(C;  £))«+*»■ .  (C;  Z))(c+rfOi  =  (C;  Z))a+w+'y+diy  127. 

ist  ein  Operator,  der  einen  Quotientvector 

+  x  --f-  yj 

i  sin  w)  — \  -^^ 

(JT;  J)  =  (C;  D) 


r  -* 


127' 


x(d  COS  cp  —  c  sin  7>)  —  y(h  cos  y  —  a  sin  qp) 
mit  dem  er  multiplicirt  wird,  in  den  Quotientvector 

(17;  V)  «  (C;  Z>j  +(dcosg)-tfsin9)y]     127". 

überführt.  Es  ist  (C;  D)«+*«+<'i+^»^*  ein  Drehungs-  und  Verschie- 
bungsfactor". 

Soll  nämlich  das  Product 

r(cosg)+ising>)^^ 
(C;  Z))«+**4ci+dO  (C;  D) 

ö'«+y)4-''a'C0S9)+(6(a;+y)+ra:sing))i-f-(c(a;-}-y)+ri/C08y)^* 

,        _, Md+y)+ry%\nq>)j 

-  (C,  I>)  ^y 

einen  Quotientvector  darstellen,  so  muss 

a(ag  -j-  y)  +  ^^  cos  y        c(a;  +  y)  +  ''y  cos  9» 
b(x  "\-y)  +  *•*  sin  g)  "*  d{aj  +  y)  +  ry  sin  9 

sein.    Hieraus  folgt  der  Wert  von  r.    Wenn 

ad  —  6(j  =  0,     so  ist    r  —  0 

und  die  Quotienten  (17,  F),  (C;  Z))«+w+H-«rf;  gind  identisch.  Die 
Anfangspunkte  der  beiden  Quotientvectoren  (K\  J)  und  ( U\  V)  liegen 
auf  der  geraden  Linie  C,  K  und  zwar  ist  der  Anfangspunkt  des 
Quotientvectors  {ü\  V)  durch  die  Gleichung 
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6  COS  9  —  a  sin  <j0  +  (d  cos  g)  —  c  sin  q>)   -, 

«  \(b  +  d)  cos  (f  —  (a-^-c)  sin  (jp}  — ,      -7  -=  i 

gegeben.    Die  absolute  Länge  von  ÜV  verhält  sich  zu  der  von  CD 
wie 

UV       \{b  +  d)  cos  qp  —  (g  +  ^)  sin  9}  (—1)»» 
Ci>       a;(^^cos  (f  —  csiny)  —  y(äco%(f>  —  asin.ejp) 

V(cx  —  ayf  -f-  {dx  —  bäj^  128. 

die  Quadratwurzel  ist  positiv  und  die  Zahl  n  muss  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  rechte  Seite  positiv  wird.  Die  grade  Linie  UV  bildet 
mit  der  geraden  Linie  CD  einen  Winkel  i|^,  den  man  mittelst  der 
Gleichungen 

ex  —  ay  =  ( — 1}**  V{cx  -  ay/^  -1-  (dx    -  hy]^  oos  t/;      ) 

[  129. 

dx  —  by  =  {—ly  "^ {ex  —  ay)  +  {dx  —  %)*  sin  '^     \ 

findet.  Die  gerade  Linie  UV  liegt  in  einer  Ebene,  die  den  geraden 
Linien  KJ,  CC  parallel  ist  oder  kürzer  (Z7;  F)),  {K-,  ./},  (C;  D) 
„sind  drei  einer  Ebene  parallelen  Quotientvectoreii^^ 

Ist  in  der  Gleichung  127'.  der  Winkel  y  gegeben  und  lässt  man 
-  alle  möglichen  Worte  annehmen,  so   erhält   man  eine  Reihe  von 

Quotientvectoren  (üT;  J)  {K^\  J^)  (K^^  J^^  etc.,  die  parallel  sind,  und 
eine  Reihe  von  Quotientvectoren  (Z7;  FJ ,  (f/j-,  Fj),  (üg-,  Fg)  etc , 
die  denselben  Anfangspunkt  haben ,  mithin  entspricht  dem  Parallel- 
strahlenbüschel  KJ,  K^  J^,  K^J^  -    •    •  das  Strahlenbüschel  f/F,   f/Fj, 

17  Fj,  UV^  .    .   .  Wenn  -  gegeben    ist   und   man  dem  Winkel  (p  alle 

möglichen  Werte  gibt,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Quotientvectoren 
(Ä';  J),  Ä';  J*),  (iT;  J^)  .  .  .  ,  die  denselben  Anfangspunkt  haben, 
und  eine  Reihe  von  Quotientvectoren  ( U\  F),  ( f/' ;  F*),  ( U^,  F*), 
die  parallel  sind,  mithin  entspricht  dem  Strahlenbüschel  KJ^  KJ^) 
KJ'^  .   .   .  das  Parallelstrahlenbüschel  UV,  U^V\  U^V^  .   .   , 

Setzt  man  y  =  --  o;,  so  entspricht  dem  Quotientvector 

bc—ad  C0S(p-|-esin<p 


X      (eM-JfcoscP — {a-\'c)sm(p 
(A'od;  .7)  «  (C;  D) 


(1-./) 
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dessen  Anfangsqunkt  auf  CK  im  Unendlichen   liegt,   der  Quotient- 
vector 

{c'\-a'\-(d-\-b)l)x(bcoS(p—'a8in(p-\'(dcoS(p—csm(p)j ) 

(d+&)cosg>— (a+c)8in(p 
(ü;   V)  -  (C;  D)  '  ^ 

Ist  der  Quotientvector   (/T;  J)  dem   Quotientvector  (17;  7)  parallel, 
so  ist 

dx  —  bu 

tg  y»  «=  tff  QP   *=  ■ 

®  ^  ^         ex  —  ay 

also  die  betr.  geraden  Linien  entsprechen  sich  selbst,  und  J,  V  liegen 
im  Unendlichen. 

Wenn  ferner 

b  +  d 
tg  (f  -  — ^- 

ist,  so  entspricht  dem  Quotientvector 

—1 


{ex  —  ay  +  (^te  —  Ä.y)»}  (1  —  j) 


dessen  Anfangspunkt  auf  KC  im  Unendlichen  liegt. 
Allgemein  seien  die  Quotientvectoren 

{P]  (2),  (Ä;  S)  «  (P;  Q)»'H'  iH«ty+»  -f)(p.,+y,jPi-fj2P«+i3P8) 

gegeben,  und  es  soll  ein  Quotientvector  }        130. 

so  bestimmt  werden,  dass  das  Product 

(P;   Q),     (Ä;  SU     (Af;  i\^) 

wieder  einen  Quotientvector  darstellt.    Es  ist  dann 


Hieraus  folgt  sofort 

x'  ^h,     y'  ^  ly,     J  =  1%  132. 

Die  drei  geraden  Linien  PQ,  RS^  MN  sind  daher  ein  und  derselben 
Ebene  parallel. 

Setzt  man  in  die  Bedingnngsgleichungen 
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SO  erhält  man  die  Gleichnogen 

1  +  lV     ""        Po  +  W         '^  Pi  +  W      "    Ps  +  W 
und  hieraus 

Pst'  —  ^'p%^    Pi  =  ^Vsi    Pl'  =  'Pl 


1  +  W' 


133. 


^'  =  ^^  +  zV-p^' 

Die  Punkte  P,  22,  Jlf  liegen  mithin  in  einer  geraden  Linie. 
Nimmt  man  an,  dass 

Po  +  Pi  +P2+P2  — Pö'  +Pi'  +  P«'+P3'  —  1 
ist,  so  ist 

w*  =ilw  +  Jr-^-y  .    Po'  -  1  -  ^'  +  ^'Po  133'. 

Wenn  die  Quotientvectoren  {P\  Q),    (Ä,  Äj  durch    (C;  S)  gegeben 
sind,  also  ist 

(P;   Q)  =r  (C;   Z>)(«'i+«i«i+«iyi+»«9'i)(r   +y|ri+>t»'a+Ji»'j)  | 

l         134. 

ro+r,+r,+r3=ro'  +  r/+r^'+rs'«l 

so  kann  man  die  Zahlen  «?,  «,  y,  «;  poj  Pi>  Ps»  P«  derart   eindeutig . 
bestimmen,  dass  ist 

V+ii»'i'+i2ri-+i8r3'-(ro+iir^+it»'2+is*-8(Po+^^^ 


134'. 


Man  findet 

W|tü  — arjaj— yiy — «i«=Wi',  '•^o~(Pi4-Pi+P8)(*'i+*'2+*'8)'='*'o' 
x^w\-wi X— Ä,y4-yi«=*iS  »•|Po+(1-H*i)Pi"H*iP2+*'jP3=^i' 
yjii?+»,  a;+u?|  y— «1  «=yiS  r^o-H*2Pi+(l+*'2)p2-H*2P»— ^2' 
«jw?  -yia;+ÄJiy+«^i»—«i'>  »'aPo+»'82i+*'8P2+(l+*'8V8'='*'3' 

und  hieraus  /     134". 
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^ .  w^Wi*w^+Xi*x^+y^*yi+Zi*xi^    P«— V-ro+l,  \      134". 

Pm— r«'— r,»,  n— 1,2,3 

Der  Aaidrnck  von  (R\  S)  ist  mithin  auf  die  Form  130.  gebracht. 

Das  Product  der  drei  Quotientvectoren  (P;  Q),  {E\  5),  (JW;  iV) 

ist 

135. 

.     ,  (JiPi+JiP%+isPi){ 

(IT;   V)  -  (P;  Q) ilfii^ 

Aas  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht  die  absolute  Länge  von  UV 
und  den  Winkel,  den  UV  mit  PQ  einschliesst. 

Wenn  der  Punkt  M  gegeben  ist,  dann  ist  /'  bekannt  und  man 
kann  l  so  bestimmen,  dass  MN  eine  gegebene  Länge  hat,  oder  dass 
MN  mit  PQ  einen  gegebenen  Winkel  einschliesst.  Wenn  l  gegeben 
ist,  so  kann  man  V  so  bestimmen,  dass  MN  eine  gegebene  Länge 
hat  oder  dass  MN  mit  PQ  einen  gegebenen  Winkel  einschliesst, 
oder  dass  der  Punkt  M  in  einen  gegebenen  Punkt  der  geraden  Linie 
PQ  fällt 

Wenn  der  Punkt  üf  gegeben  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  N 
eine  gerade  Linie,  oder  wenn  in  den  Gleichungen  127.  das  Yerhält- 

niss  -  gegeben  ist,   so  ist  der  Punkt  K  bestimmt  und  der  Punkt  J 

liegt  auf  einer  festen  geraden  Linie.    Nach  den  Gleichungen  127'. 

ist 

x-A-yj 
r(c09tt>-\-iBmip)  —- 

(Ä ;  J)  -  (C;  D) 

xA-yj 
ri(coS9'+tsin9')  -^ 

(ä;  JO  =  (C;  D) 


und 


r   cos  q>*  (dx  —  by)  —  sin  (p*  (ex  —  ay) 

Vi       cos   fp  (dx  —  by)  —  sin  «p  («c  —  ay) 
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Es  sei  KJ^,  parallel  CD,  die  positive  Axe   der  x  eines  recbt- 
winkligen  Coordinatensystems;  es  sind  die  Goordinaten  von  J 

m  =r  CD  .  r  cos  y,     n  «a  CD  .  r  sin  tp 

und  di«  Goordinaten  von  J^ 

m^  =  CD  .  r|  cos  q>\      n^  =  CD  .  rj  sin  y' 
mithin 

m  —  nii         dx  —  by 

n  —  n^  ex  —  ay 

Dies  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie,   auf  der  die  Punkte  J\ 
J^,  J^  liegen. 

Die  gerade  Linie  J',  J^ .    .   .   bildet  mit  der  positiven  Axe  der 
X  einen  durch  die  Gleichung 

dx  —  by 


tgi/' 


ex  —  ay 


bestimmten  Winkel  und  ist  der  sich  selbst  entsprechenden  ge- 
raden Linie  KJ^  parallel.  Führt  man  in  den  Gleichungen  127'., 
127".  den  Winkel  q>  ein,  so  erhält  man 

cosy+isino) ,  .       1  /  , 

sin(ti;-<^  [Äcosip-a8intH-(cicosi/; 

(K-,  J)  -  (C;  D)  -csinv'y] 

cost^+isintj; ,  -       x  ,.  {     127"^. 

slp(^_y)   lÄcosg>-asiny+(rfcos9^ 

((/;   F)  «  (C;  D)  ~esinqt>)i] 

Setzt  man  noch 

o  +  ft,-  =  r'  (cos  ^*  +  lin  ^'),    c  -f  d»  «  r'  (cos  O"  +  »  sin  ^ ) 
so  hat  man 

^J±»[r'sin(^<-,»+r";sin(^"-^)] 
(17;   F)  -  (C;  D) 

Vertauscht  man  in  dem  Ausdruck  für  {K:  J)-^  die  Winkel  tp 
und  1/;,  so  erhält  man  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  127". 

Wenn  das  Product  von  n  Quotientvectoren  oder  die  Form 
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3  3  8  3 

(C;  D)         ^  1  1  l  «  / 

gegeben  ist,  so  kann  man  auf  verschiedene  Arten  drei  Qnotient- 
yectoren  so  bestimmen,  dass  das  Product  dieser  n^-f"^  Quotient- 
vectoren  wieder  ein  Quotientvectör  ist.  Das  Product  von  n  Quo- 
tientvectoren  ist  gleich  dem  Producte  der  vier  Quotientvectoren 

3  3  3 

(C:  D)  1  .(C:  D)  ^  .  (C;  D)  i 

8 

oder  gleich  dem  Producte  der  vier  Quotientvectoren 

(C;  D)  .   (C;  Z>) 

^2(02+^2  /i+^2  ia+^g/a)  «3(03+^3  ^■7+<^3i2+^3i3 ) 

.  (C;  />)  .   (<?;  D) 

Zu  je  zwei  dieser  Quotientvectoren  kann  man  einen  Quotient- 
vectör so  bestimmen,  dass  das  Product  dieser  drei  Quotientvectoren 
wieder  ein  Quotientvectör  ist,  und  ferner  kann  man  zu  drei  Quo- 
tientvectoren immer  zwei  Quotientvectoren  so  bestimmen,  dass  das 
Product  dieser  fünf  Quotientvectoren  auch  ein  Quotientvectör  ist. 

Aus  den  Regeln  über  die  Multiplication  von  Quotientvectoren 
folgen  leicht  die  über  die  Quotienten  von  Quotientvectoren. 


Die  Quaternionen  Hamilton^s  und  Unverzagt's,  die  Unverzagt^schen 
und  die  allgemeinen  Biquaternionen  als  Zahlen. 

Die  in  der  Ueberschrift  genannten  Grössen  haben  die  Formen: 

1 )    «0  +  ^ih     2)    a.)  +  «li,     3)   Co  +  «lii  +  ^2^21    4)    «0  +  «lil  +  «2^2 

+  «3^3»   5)    ao+«l»l+«2«2+«3*3»    ß)    «O+ö'j^'  +  ^^  +  W*,    7)    «o  +  «2* 

+  «2/l  +  «3i2   +«4*7l  + V^2i      ^)      «0  + V+«2il  +  «3i2  +  «J3  +  «5;i 

3  3  8 

+  «6^2*  +  «7^3^     9)    «0  +  ^fhihi  +  anj  -{-jZbni'n^     10)    a^  +  £anhi  +  «4^1 

l  l  l 

+  «5^2+ «6  ;>'l+^«7./>l+ «8^1**2  +  ^dJah  +«J0il^^  +  «lJ24i         ^1)     «0 
3 

+  •2^«w»n  +  «4il  +  «5/2  +  «6 /s  +  ^iJlH  +  «8i2<l  +  «9io*'l  +  «20  /l«2+«ni22* 
1 

+  «12is*2  +  ^IsJlh  +  «1  J2h  +  «16  ^*3- 
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Die  Factoren  a^i  K  sind  reelle  oder  auch  gewöhnliche  com- 
plexe  Zahlen. 

Diese  Formen  kann  man  als  complexe  Zahlen  ansehen. 
Ein  System^)  aller  aus  denselben  Grundzahlen  en  —  Einheiten  — 
linear  'abgeleiteten  extensiven  Grössen  nennt  man  nnter  folgenden 
Bedingungen  ein  System  Ton  complexen  Zahlen: 

1)  Das  Product  eien  von  irgend  zweien  der  Grundzahlen  e»  und 
ek  muss  wieder  eine  Zahl  des  Systems  «  Zenueg  sein. 

2)  Das  associative  Gesetz  der  Mnltiplication 

(a&)c  =  a[hc) 
muss  gelten. 

3]  In  dem  System  muss  eine  Grösse  a^  vorhanden  sein,  die  den 

beiden  Gleichungen 

a9x  —  X,    xa9  «»■  x 

unabhängig  von  x  genügt. 

Diese  Forderungen  erfüllen  die  Formeln  von  1—11. 

Mit  Vorteil  bedient  man  sich,  um  die  Multiplicationsregeln  auf- 
zustellen, der  sog.  Multiplicationstafeln.  So  ist  z.  B.  die  Multipli- 
cationstafel  für  die  Hamilton'schen  Quaternionen,  wenn  man 


setzt: 


«0  «  1,     «2 


^11    ^i 


Ca    ^"^    2q«         Ca  "    li 


2»      *'» 


|eo 

«1 

Ca 

«8 

H 

«0 

«l 

«ä 

«8 

«1 

«1 

—«0 

«8 

— «» 

«2 

«» 

-«3 

=«0 

'^l 

«8 

«8 

«« 

-«1 

-«0 

In  der  Horizontalreihe  «w  und  in  der  Yerticalreihe  ep  steht  der 
Wert  des  Products  enep  z.  B. 


^i^i  ""  *8i      *8*1  *^  *8 

Setzt  man  in  den  Formen  1—11 

eg  =  1,    1)  «I  —  »,  2  ej  =;— 1,  3)  «^  «ii  —1,  c,  «^'g  — 1),  4) 
«n  —in  —  1,  n  —  1,  2,  3,    5)  en  —  in,  1,  2,  3,    6)  «,  =  *,  «,  «i—  1, 


1)  E.  Study,  UeW  Systeme  von  complexen  Zahlen,  Nachricht,  d  Königl. 
Ges.  d.  Wiuenschaften  za  GAttingen*     1894,     pag.  287  sq 


.  Sffnlf, 
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<a  ■=  «,«»,  7)  «1  —  e„  *,  —  ;,  — 1,  «3  -=;,—  !,  8)  «j«,  — «,,  «,6,-65, 
9)  «1=*»  *»  — ^.  *a  — »31  *4  —  J  — li  «s  —  «««i.  «•  =  e*es-  «4  ■=«*«»> 
«7— *4«Si  10)  <]  =  hl  «a  —  ^!  «3  —  »3'  «4'=ii— 1.  «s^Ä  — 1. 
«s  —  «4«ii  ßj  =  «s«!)  «8  =  «i<ii  *9  =  «5*si  «10  —  e4«ä.  «11  —  «»«a.  H) 
e,— t,,  «a  =  i,,;  «8  =■  ^.  B4=J|  — li  «s  — ;»  — 1.  «•'=Js— '>«! 
=-  «46,,     «8  =  «,«„    ej  =  Cg«j,      t,f  "  64«,,     Bii  =  «ftSg,   «is  —  «e«». 

"13   ~  «*«S1    «14  =   «Ü^S.    «16  =   «6«3- 

ein,  so  erhält  man  folgeode  Multiplicationstafela 
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Die  Multiplicationstafel  der  Form  8)  folgt  leicht  aas  der  Tafel  der 
Form  6)  bzhw.  7). 


insbesondere  die  Rechnung  mit  paraflelen  Strecken.  1]5 

Die  Multiplicationstafeln  1)— 4),  6)  —  8)  ändern  sich  nicht, 
wenn  man  die  Horizontalreihen  nnd  die  Yerticalreihen  vortäuscht. 
Die  Multiplication  dieser  Systeme  ist  commutativ.  Vertauscht  mam 
in  den  Tafeln  5),  9),  10),  11)  die  Horizontal-  und  Yerticalreihen,  so 
erhält  man  Mnltiplicationstafeln  die  aus  den  gegebenen  Tafeln  durch 
folgende  Substitutionen: 

5)  «0  =  Bq,  €n  =  —  en,  n  =  1,  2,  3,  9)  ^o  =  ^i  ^ti  =  ~  ««, 
w=  1,  2,  3,  e^  =  — e,4  Sp  =  — ej,  |>  =  5,  6,  7,  10)  e^  =  e^,  en  =  —  Cn, 
«=1,2,  3,  ^4  =  C4,  ?5  =  65,  gp  =  —  cp,  /)  =  6,  7,  8,  9,  10,  11.  11) 
^tf  =  •«»  ^n  =  —  «H,  w  =  1,  2,  3,  Sf  =  er^  r  ~  4,  5,  6,  ^p  =  —  «p 
jo=  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15 

hervorgehen,  wenn  man  in  den  Tafeln  die  übergesetzten  Striche 
fortlässt.  Dnrche  diese  Subsitutionen  geht  das  System  mit  den 
Grundzahlen  Cn  in  sein  reciprokes  System  mit  den  Grundzahlen 
e„  über.    Die  Systeme  1)  —  4),  6)  —  8)  sind  zu  sich  selbst  reciprok . 


Zusatz. 


Jede  complexe  Zahl  von  den  Formen  1)  — 11)  kann  man  mit 
Hilfe  von  Punkten,  Strecken:  Yectoren,  wie  man  sagt,  darstellen. 

Ist  z,  B.  t[MN]  der  um  einen  rechten  Winkel  gedrehte  Yector 
[Jf^J,  so  stellt  (aQ-f-«i  ^)[-MiVJ  einen  Yector  der  Ebene  der  Yectoren 
[ifcfiV]  nnd  i[MN'\  dar;  derselbe  ist  gleich  der  Summe  der  Yectoren 
üqI^MN]  und  a^^MN].  Man  kann  aber  auch  (3f;  iV)*  als  einen  Quo- 
tientvector  auffassen ,  dessen  Anfangspunkt  M  und  dessen  Endpunkt 
R  eine  gerade  Linie  festlegen,  die  mit  MN  einen  rechten  Winkel 
einschliesst  nnd  dieselbe  Länge  wie  MN  hat;  es  ist  dann 

ebenfalls  ein  Quotientvector  und  zwar  ist  der  Yector  [MS']  gleich 
der  Summe  der  Yectoren  a^^MN]  und  a,[Mß]. 

Wenn  man  in  der  Form  Oo4-«i7  ^^^  Grösse  j  als  Repräsentant 

des  Quotienten  von  zwei  parallelen  Einheitsstrecken  —  nimmt,  so  ist 

ß' 
00  +  0,—,    der  Stellvertreter  des  Quotienten  der  parallelen  Strecken 

8* 
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Ho  a' +«!/''  ttnd  «'.  Ist  ja!  die  um  eine  Lftnge  AB  parallel  ver- 
schobene Strecke /?',  so  stellt  (ao+^;')<>'  ^i^^^  Strecke  dar,  die 
gleich  der  Summe  der  parallelen  Strecken  a^ti'  nnd  axjo!  ist.  Nimmt 
man  an,  dass  {M\  iV)>  der  um  eine  Länge  AB  parallel  verschobene 
Qnotientvector  (3f ;  N)  ist,  so  ist  (M\  ^«o+«ii)  gleich  dem  Prodnct 
der  Qnotientvectoren  (M\  JV)««,  (Jlf ;  iV)«i>  nnd  nach  den  Gleichungen 
93)  wieder  ein  Qnotientvector. 

Darmstadt,  im  Jannar  1896. 
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IV. 

üeber  Radical-Kreise. 


Von 


Juan  J.  Durän  Loriga, 

Spanischem   Artillerie  -  Maj  or. 


Es  ist  bekannt,  dass  der  geometrische  Ort  yon  denjenigen 
Punkten ,  deren  Potenzen  mit  Bezug  auf  zwei  feste  Kreise  das  Yer- 
hältniss  m/n  bewahren,  ein  Kreis  ist;  setzt  man 

m  =s»  —  n 

so  ist  diese  Linie  zu  gleicher  Zeit  der  Ort  derjenigen  Punkte,  welche 
mit  Bezug  auf  zwei  andere  Kreise  gleiche  Potenzen  und  verschiedene 
Vorzeichen  haben;  der  Analogie  wegen  wollen  wir  diese  Kreise 
„Radical-Kreise''  ^)  der  ersterwähnten  nennen;  mit  Leichtigkeit  läset 
sich  das  Centrum  und  der  Badius  dieser  Kreise  bestimmen. 

Bezeichnet  man  die  Potenzen  eines  Punktes  P  auf  der  Ebene 
mit  Bezug  auf  die  Kreise  0  und  0'  mit  Pq  und  Pq  (Fig.  1.))  so  ist 

Po  =  -  P,' 

oder  was  dasselbe  ist,  wenn  man  mit  l   und  l*  die  Abstände   des 
Punktes  P  von  den  Gentren  und  mit  d  den  Abstand  00'  bezeichnet 
so  erhält  man 


1)  Manche  ScbriftBreller,  besonclers  die  englischen,  nennen  „Radicalcircle" 
einen  Kreis,  welcher  rechtwinklig  drei  andre  Kreise  schneidet;  passender 
scheint  es  uns  indessen,  hierfdr  die  Bezeiehnnng  '„orthotomischer  Kreis"  zu 
w&hlen  und  für  die  gegenwärtige  Abhandlung  die  Ueberschrift  ^Radical-Kreis*' 
beizubehalten* 
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l^-R^  -  R'^'-l'^    d.  b.     l^  +  l'^  -  R^  +  R'^ 

Der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  ist  folglich  die  Mitte  von 
00'  und  sein  Eadius 

Q  =  i  V2{R^~R'^-'^^ 
Um  einen  Badical-Kreis  entstehen  zu  lassen,  ist  erforderlich 

0 

d<y2(JB2-f  i2'«; 

diese  Bedingung  wird  immer  erfüllt,  wenn  die  Kreise  sich  berühren 
(ausserhalb  oder  innerhalb),  wenn  sie  sich  schneiden,  oder  wenn  sie 
sich  einschliesseu ;  wenn  sie  sich  dagegen  ausschliessen ,  kann  je 
nach  Umständen  ein  Radical -Kreis  entstehen  oder  nicht. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kreise  sich  schneiden ,  muss 
der  Badicalkreis  notwendigerweise  durch  die  zwei  Schnittpunkte 
(weil  diese  die  Potenz  null  haben)  gehen  und  lässt  sich  unmittelbar 
construiren.  Wenn  sie  sich  ausserhalb  berühren,  wird  der  Radical- 
Kreis  den  grösseren  Kreis  innerhalb  berühren  und  zwar  in  dem  Be- 
rührungspunkte der  gegebenen  Kreise  (da  dieser  Punkt  die  Potenz 
null  mit  Bezug  anf  beide  Kreise  hat),  und  da  sein  Gentrum  in  jedem 
Falle  die  Mitte  der  Linie  der  Gentren  ist,  ist  seine  Gonstruction 
gleichfalls  unmittelbar  gegeben.  Will  man  seinen  Radius  numerisch 
bestimmen,    ohne  auf  die  eben  erwähnten  Erwägungen  einzugehen, 

so  setzt  man 

d  «  Ä  +  Ä' 

in  dem  Werte  von  q  und  erhält  demgemäss 

Wenn  die  Kreise  sich  innerhalb  berühren,  so  wird  der  Radical-Kreis 
gleichfalls  die  gegebenen  Kreise  berühren,  und  sein  Radius  ist 

ß  «  i(iE  +  R') 

Wenn  die  Kreise  concentrisch  sind,  so  ist  es  auch  mit  Bezug  auf 
sie  der  Radical-Kreis,  und  man  erhält  seinen  Radius,  wenn  man  in 
den  Wert  von  q  setzt  <£  =  0,  so  dass  sich  ergiebt 


Für  die  Gonstruction  des  Radical-Kreises  von  zwei  Kreisen, 
die  sich  ausschliessen  (beim  Vorhandensein  eines  solchen  Radical- 
Kreises),  oder  zwei  solchen,  die  sich  einscbliessen,  sind  nach- 
stehende     Betrachtungen    von    Wert.        Es     seien    drei    Kreise 
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0,  O  und  0"  gegeben,  deren  Eadical-Ereise  wir  mit  ^r^o'  für  0  nnd 
0'  und  »00^9  für  0  nnd  0''  bezeichnen  wollen;  wenn  diese  Kreise 
sich  schneiden,  so  ist  in  den  Durchschnittspunkten 

P     mm    -^    P  * 

folglich     Pn'-Po" 

P    -—    —     P  " 

-M) —  —  *0 

d.  h.  die  Radical-Axe  von  0'  und  0"  ist  zugleich  die  von  tvqq*  und 
^oo"-  Wenn  die  Radical-Kreise  sich  nicht  schneiden,  ist  der  geo- 
metrische Beweis  gleichfalls  leicht,  und  noch  einfacher  ist  der  ana- 
lytische Beweis,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird. 

Diese  Bemerkungen  vorausgeschickt,  ist  es  leicht,  den  Radical- 
Kreis  von  zwei  Kreisen,  die  sich  ausschliessen  (beim  Vorhandensein 
eines  solchen  Radical-Kreises)  und  zwei  solchen,  die  sich  einschliessen 
0  und  0'  zu  finden.  Man  schneidet  beide  Kreise  durch  einen  dritten 
0",  bestimmt  den  Radical  Kreis  von  0  und  0'',  sowie  die  Kadical- 
Aze  von  0'  und  0''  und  erhält  so  einen  oder  zwei  Punkte  des  zu 
bestimmenden  Kreises,  dessen  Centrum  bekannt  ist.  Der  Kreis  0"  muss 
richtig  gewählt  werden,  damit  die  Badical-Axe  und  der  Radicalkreis 
sich  schneiden.  Für  den  Fall,  dass  die  gegebenen  Kreise  sich  aus- 
schliessen (und  dies  ist  der  einzige  Fall,  wo  ein  Radical- Kreis  unter 
Umständen  nicht  existiren  kann)  kann  man  vermöge  der  nachfolgen- 
den Coustruction  ermitteln,  ob  der  Radical-Kreis  existirt.  Man 
errichtet  auf  dem  Ende  des  Radius  0^4  (Fig.  1.)  die  Perpendiculäre 
AB  gleich  dem  Radius  R*  des  anderen  Kreises,  verbindet  0  mit  B, 

zieht  die  Perpendiculäre 

BC'^OB 

und  beschreibt  mit  dem  Radius  OC  einen  Kreis :  wenn  dieser  Kreis 
das  Centrum  0'  einschliesst,  ist  der  Radical-Kreis  vorhanden.  Die 
Einfachheit  dieser  Construction  macht  weitere  Erörterungen  über- 
flüssig. 

Wenn  zwei  Kreise  orthogonal  sind,  so  erhellt,  dass  der  Radical- 
Kreis  durch  ihre  Centren  geht,  wie  sich  auch  aus  dem  Werte  von  q 
ergiebt;  denn  wenn 

j?«  -f  R^i  =  ÖÖ^*,    so  ist    Q  «  iOO' 

Es  ist  auch  ersichtlich,  dass  die  umgekehrte  Schlussfolgorung  leicht 
zu  ziehen  ist. 

Die  Betrachtungen  über  Radical- Kreise  führen  unmittelbar  zur 
Lösung  des  nachfolgenden  Problems. 
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Zwei  Kreise  berühren   sich  beispielsweise  innerhalb  0  und  O' 

(Fig.  2.)  mit  den  Radien  R  und  It']   durch  den  Berührungspunkt  p 

zieht  man  Secanten  z.  B.  pam,  welche  man  im  entgegengesetzten 

Sinne  verlängert 

am^  «s  am 

Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  m*? 

Man  zieht  den  Kreis  0",  der  als  Radical-  Kreis  0'  hat  mit  Bezug 
auf  0;  dann  hat  man  als  absoluten  Wert 

ap  ,  am  «=  ap  .  am' 
und  deshalb 

am    =  am 

der  gesuchte  Ort  ist  folglich  der  Kreis  0'';  um  seinen  Radius  x  zu 
bestimmen,  wollen  wir  bemerken,  dass 

R'  «  i(R  —  x) 
woraus  sich  ergiebt 

x^  R—  2R' 

Der  gefundene  Kreis  berührt  den  Kreis  0  ausser-   oder  innerhalb, 

je  nachdem  -ß  —  2R'  ^  0.    Wenn  der  Kreis  0'  durch  den  Punkt  0 

geht,   so  wird  der   geometrische  Ort  auf  den  Punkt  p  beschränkt, 
wie  ersichtlich  ist. 

Hat  man  drei  Kreise  0,  0'  und  0'',  und  bestimmt  man  z.B.  die 
Radical-Kreise  von  zwei  Gruppen  00'  und  00",  so  ist,  wie  oben  er- 
wähnt, die  Radical- Axe  dieser  Radical-Kreise  dieselbe  wie  die  der 
Kreise  der  dritten  Gruppe.  Hiernach  lässt  sich  mit  Leichtigkeit 
beweisen,  dass  die  Kreise,  welche  über  den  Medianen  eines  Dreiecks 
als  Durchmessern  beschrieben  sind,  paarweise  die  Höhen  des  er- 
wähnten Dreiecks  zu  Radical-Axen  haben.  Wenn  man  über  den 
Seiten  eines  Dreiecks  als  Durchmessern  Kreise  beschreibt,  so  be- 
obachtet man  in  der  Tat,  dass  die  Radical-Kreise  derselben  die 
über  den  Medianen  beschriebenen  sind  (so  z.  B.  ist  der  Radical- 
Kreis,  der  den  um  b  und  c  beschriebenen  Kreisen  entspricht,  der- 
jenige, der  als  Durchmesser  die  der  Seite  a  entsprechende  Mediane 
hat);  dementsprechend  müssen  also  die  Radical-Axen  dieser  letzt- 
erwähnten Radical-Kreise  dieselben  sein  wie  diejenigen,  die  den 
ersterwähnten  Kreisen  entsprechen,  d.  h.  sie  müssen  die  Höhen  des 
Dreiecks  sein.  Man  hat  also  sechs  Kreise,  die  als  gemeinsames 
Radical-Gentrum  das  Orthocentrum  des  gegebenen  Dreiecks  haben. 

Betrachtet  man  jetzt  die  Kreise,  die  um  diö  Mitten  der   Drei- 
ecks-öeiten  als  Ceutreu  geschlagen  sind  mit  einem  Radius,  der  den 
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entsprechenden  Medianen  gleich  ist,  —  Kreise,  die  wir  Potential- 
Kreise  genannt  haben  aus  gewissen  Gründen  (vergl.  unsere  Note  in 
„Progreso  Matematico'%  Bd.  Y,  Seite  7o)  —  so  ist  ersichtlich,  dass 
die  erwähnten  Kreise  dieselben  sind,  wie  die,  die  man  beschreibt, 
wenn  man  als  Durchmesser  die  Medianen  des  anticomplementären 
Dreiecks  nimmt ;  aber  andrerseits,  entsprechend  dem  ^vorher  Ausge- 
führten, sind  diese  Kreise  die  Badicalen  der  über  den  Seiten  des 
letzteren  Dreiecks  beschriebenen:  folglich  kann  man  sagen,  „dass  die 
„Kreise,  die  um  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  als  Centren  be- 
„schri eben  werden  mit  Radien,  die  den  entgegengesetzten  Seiten 
„gleich  sind,  zu  Badical-Kreisen  die  Potential -Kreise  dieses  Drei- 
„ecks  haben,  und  dass  folglich  ihr  Radical-Centrum  das  Orthocentrum 
„des  anticomplementären  Dreiecks  ist.^* 

Wir  haben  also  eine  zweite  Gruppe  von  sechs  Kreisen,  welche 
dasselbe  Radical-Centrum  besitzen. 

Wenn  zwei  Kreise  orthogonal  sind,  so  hat,  wie  erwähnt,  der 
Radical-Kreis  als  Durchmesser  die  Linie  der  Centren,  und  da  der 
Longchamp'sche  Kreis  orthotomisch  ist  zu  denjenigen,  welche  um 
die  Endpunkte  eines  Dreiecks  mit  den  ontgegesetzten  Seiten  als 
Radien  beschrieben  werden,  so  ergiebt  sich,  dass  diejenigen  Kreise, 
deren  Durchmesser  die  Geraden  sind,  welche  die  Eckpunkte  eines 
Dreiecks  mit  dem  Orthocentrum  des  anticomplementären  Dreiecks 
verbinden,  die  Radicalen  des  Longchamp'schen  Kreises  sind  und  der 
obenerwähnten  drei  anderen  Kreise. 

Dasselbe  Kriterium  kann  auch  dazu  dienen,  die  Radical Kreise 
einiger  andern  Kreise  des  Dreiecks  zu  finden,  unbeschadet  des  Um- 
standes,  dass  man  in  jedem  Falle  die  analytische  Geometrie  zu  Hilfe 
nehmen  kann;  es  ist  in  der  Tat  ersichtlich,  dass,  wenn 

C  =-  0    und     C*  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Kreise  sind,  die  des  Radical-Kreises 

c  -f  (7'  =  0 

sein  muss,  möge  es  sich  um  cartesinische  oder  trilineare  Coordinaten 
handeln;  so  ist  der  Radical-Kreis  der  Kreise,  die  durch  die  Glei- 
chungen 

»•'^  +  U^  +  2^^  +-  '^l^U  +  C  =  0 

♦ 
dargestellt  werileu,  der  folgende: 
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and  wenn  man  insbesondere  als  A:e  der  X  die  Linie  der  Centren 
nimmt,  nnd  einer  dieser  Kreise  sein  Centmm  in  dem  Coordinaten- 
ursprung  hat  (ein  rechtwinkliges  System •  angenommen);  so  ist  der 
Radical-Ereis 


(-0'+ 


,       2(R^+R'*)^9fl 


ein  Besultat,  welches  unsere  früheren  Ausführungen  bekräftigt, 
nämlich    dass    die   Distanz    der   Centren    kleiner    sein    muss    als 

y2(i2«+12'2),    damit  der  Radical-Kreis  existirt.    Wenn  die  Distanz 

y 2ji:*  +  R'^)  ist,  so  beschränkt  sich  der  Kreis  auf  einen  Punkt, 
welcher  auf  der  Linie  der  Centren  liegt,  und  zwar  innerhalb  des 
Kreises  mit  dem  grösseren  Durchmesser  und  in  einer  Distanz  von 
seinem  Contram,  die  der  vorher  erwähnten  radicalen  Grösse  gleich 
ist,  dividirt  durch  zwei. 

Wenn  es  sich  um  barycentrische  Coordinaten  handelt,  und  die 
gegebenen  Kreise  sind 

ZaxSua  —  Za^ßy=:=0 
2ax£u*a  —  Za^ßz'^O 
80  ist  der  Radical-Kreis 

Es  ist  sehr  leicht,  analytisch  eine  Behauptung  zu  beweisen,  wie 
wir  sie  oben  aufgestellt  haben,  nämlich  dass,  wenn  man  drei  Kreise 
0,  0'  nnd  0"  hat  und  sie  paarweise  gruppirt,  die  Radical-Axe  der 
Radical-Kreise  von  zwei  Gruppen  zugleich  die  der  dritten  Gruppe 
ist.    Man  hat  in  der  Tat,  wenn  man 

C  —  0,    C"  —  0,    C"  —  0 

nennt,  die  Gleichungen  der  drei  gegebenen  Kreise. 

LC  «  0 
Der  Radical-Kreis  von  <  ist    C+C"  —  0 

kC+C  —0 
Radical-Axe  von  {  ist    C  -  c"*  «-  0 

Der  Radical-Kreis  von  <  ist    C+C"  =  0 

Radical  Axe  von  {  ist    C-  C"  «  0 

C  «  0 
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Wenn  man  die  ~  Radi  cal-Ereise  von  drei  gegebenen  Kreisen  ge- 
funden hat  nnd  fortfährt  in  derselben  Weise  (soweit  dies  möglich 
ist)  zn  operiren  mit  denjenigen,  die  man  nach  nnd  nach  erhält,  so 
können  dreifache  Reihen  von  Kreisen  entstehen,  die  gewissen  inter- 
essanten Beziehungen  unterworfen  sind. 

Die  Betrachtung  von  Radical  Kreisen  in  der  Geometrie  des 
Dreiecks  kann  höchst  wahrscheinlich  neue  Resultate  herbeiführen, 
wenn  man  die  Radical-Kreise  von  bemerkenswerten  Kreisen  des 
Dreiecks  mit  anderen  Kreisen,  Geraden  und  Punkten  vergleicht,  die 
mit  dem  Dreieck  im  Zusammenhang  stehen;  wir  behalten  uns  vor 
die  Ideen,  die  wir  hier  nur  angedeutet  haben,  an  andrer  Stelle  noch 
ausführlicher  zu  entwickeln. 

Coruna,  April  1S96. 
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Y. 


Zur  analytischen  Curventheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


Eine  Programmarbeit  von  Huth  über  die  Curven  constanter 
Steigung  auf  gegebenen  Flächen  macht  es  sich  zur  Aufgabe,  diese 
Curven  für  einige  specielle  Flächen  (sämtlich  2.  Grades)  entwickelt 
darzustellen.  Damit  ist  ein  Anfang  gemacht,  ein  zu  den  Principien 
der  Curventheorie  gehöriges  Problem  in  Untersuchung  zu  nehmen, 
ein  Anfang  der  sich  nach  2  Seiten  hin  fortsetzen  lässt. 

Die  Bestimmung  einer  Curve  im  Räume  hängt  von  2  Functionen 
ab,  von  deren  Complication  man  das  Problem  ihrer  Darstellung  be- 
freien kann,  indem  man  das  Bogcnelement  zwischen  ihren  Gleichungen 
eliminirt.  So  nämlich  teilt  sich  das  Problem  in  2  einfachere,  deren 
jedes  nur  eine  Gleichung  zu  befriedigen  hat.  Die  Lösung  des  ersten 
Teilproblems  ergibt  eine  Classe  von  Curven,  der  die  gesuchte  Curve 
angehört;  das  zweite  sucht  nur  den  Ausdruck  des  Bogenelements, 
nach  dessen  Ermittelung  die  Coordinaten  schon  in  Quadraturen  be- 
kannt sind.  Jede  Classe  wird  nur  durch  Relationen  von  Richtungen, 
unabhängig  von  den  unendlich  kleinen  Strecken,  in  wechen  die 
Richtungen  verfolgt  werden ,  also  unabhängig  von  allen  Lineardeh- 
nungen, charakterisirt*,  ihr  Normalausdruck  ist  das  Tangentensystem. 

Da  Richtungen  nur  relativ  unter  sich  Bedeutung  haben,  so  kön- 
nen als  Urvariable  nur  solche  eingeführt  werden,  die  von  der  Lage 
der  Curve  im  Räume  unabhängig  sind.  Es  gibt  deren  4  von  her- 
vorragender Rolle  in  allen  bisher  aufgestellten  Theoremen.  Seien 
dr,  8^,  d0  die  Coincidenjswinkel  der  3  begleitenden  Axen,  d.  i.  der 
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Tangente,  Binormale,  HaaptDormalc.     Dann  sind  die  Integrale,  r, 
^,  a  (von  A.  Serret  die  Indicatricen  der  Tangente,  Binormale,  Haupt- 
es 
normale  genannt)  die  ersten  3,  und,  wenn  man  ^  »  tgA.    setzt,    k 

das  vierte  jener  fundamentalen  Yariabeln.  Sie  stehen  in  folgender 
geometrischen  Beziehung.  Durch  ^,  r  als  rechtwinklige  Coordinaten 
in  einer  festen  Ebene  wird  ein  Punkt  bestimmt,  der  eine  ebene 
Linie,  die  Torsionslinie  (T,  erzeugt:  r  und  ^  heissen  der  Krümmungs- 
winkel und  Torsionswinkel,  c  der  Torsionsbogen,  A,  d.  i.  der  Winkel 
zwischen  der  Tangente  an  a  und  der  t  Axe,   die  Krümmungsbreite. 

Eine  Gleichung  zwischen  r  und  ^  (die  specifische  Gleichung) 
bestimmt  dann  einerseits  die  Curvenclasse ,  andererseits  die  Tor- 
sionslinie. Wir  nehmen  daher  die  Torsionslinie  zum  Merkmal  der 
Curvenclasse.  Es  ist  dann  die  Aufgabe,  die  Gurvenclasse  durch  ex- 
pliciten  Ausdruck  der  Richtungscosinus  der  Tangente  entwickelt  dar- 
zustellen. Allgemein  reducirt  sie  sich  auf  eine  lineare  Differen- 
tialgleichung 2.  Ordnung.  Für  einige  Torsionslinien  ist  sie  gelöst, 
von  denen  wir  nur  die  2  einfachsten  in  Betracht  ziehen  wollen. 


I.    Gerade    Torsionslinie. 

Ihre  Gleichung  lautet: 

^  =:  T  tg  A,    l  constant 

Die  Curven  dieser  Classe  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Haupt- 
normale beständig  normal  zu  einer  festen  Geraden  ist.  Letztere  sei 
X  Axe  und  vertical  zu  denken,  die  yz  Ebene  als  Horizont  betrachtet. 
Dann  ist  jede  solche  Curve  eine  Curve  constanter  Steigung,  von  der 
Huth  handelt,  von  manchen  Mathematikern  „Helix^^  genannt.  Die 
Bichtungscosinus  der  Tangente  sind: 

/  =  sin  A ;    g  =  cos  Acos  ö;    /i  «»  cos  Asin a  (1) 

tmd  A  ihr  Steigungswinkel. 

IL    Kreis   als   Torsionslinie. 
Die  Gleichung  lautet: 

T«  -J-  d«  =  cot«« 
and  zwar  ist 

T  «=  cotosinA;    ^  »  cot  a  cos  A 

Die  Curven  dieser  Classe  haben  die  Eigenschaft,   dass  die  Haupt- 
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normale  mit  einer  festen  Geraden  (der  Terticalen  x  Axe)  einen  con- 
stanten  Winkel  R  —  a  bildet.  Die  Richtnngscosinus  der  Tangente 
sind: 

(2) 

/=  cosoBinA;     y  — cosAcos-i h8»n«sinAsin -: — 

'  '     ^  sin  «  '  sm  a 

z  —  cosA  sin-^ sinosinXcos  — 


sm  a  sin  a 

Zar  vollständigen  Bestimmung  einer  Gurve,  deren  Tangenten- 
system bekannt  ist,  gehört  nun  bloss  noch  der  Ausdrnck  des  Bogen- 
elements  Bs.    Ist  dieser  gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  der  Cnryo: 

x^ffds-,    y=fgds',    e^fhBs  (3) 

Ißt  ds  durch  Bedingungen  bestimmt,  so  bleibt  eine  Gleichung  oder 
ein  System  solcher  zu  lösen,  worin  jedoch  s  einzige  Unbekannte  ist. 

Das  Bogenelement  kann  nun  n.  a.  bestimmt  werden  durch  eine, 
in  bestimmter  relativer  Lage  zum  Tangentensystem  gegebene  Fläche, 
auf  welcher  die  Gurve  s  liegen  soll.  Diesen  Fall  ziehe  ich,  wie  Huth 
es  getan,  allein  in  Betracht.  Die  Aufgabe,  aus  dieser  Bedingung 
das  Bogenelement  zu  finden,  habe  ich  in  Grelle  J.  Bd.  LXIII.  allge- 
mein gelöst.  Hier  will  ich  mich  auf  den  Fall  beschränken ,  wo  die 
Fläche  eine  Kugelfläche  vom  Radius  e  ist.    Die  Lösung  lautet  dann  : 

3*  c»  cStcos^  (4) 

Dieser  Wert  in  die  61.  (3)  eingesetzt  gibt  somit  die  Gleichung  aller 
sphärischen  Gurven,  deren  specifische  Gleichung  gelöst  ist,  in  Qua- 
draturen. 


In  Anwendung  auf  die  Curven  constanter  Steigung  I.,  wo 

d_ 
sink 


T  «  ^cotA;    a  «  -r-T  (5) 


erhält  man  nach  den  Gl.  (1): 

«  ==»  ccosil  f  d&cos^  «=•  ccosXsin^  (6) 

y  =  ccotkcosl   I   C08^COS-^^8^ 

J  8inA 

-=  c(8inö  cos^  —  sinX  coscr  sin^) 


cos  «^  sin  - — 3  8^ 
sinx 

=  —  c(cos<y  cos^  -f-  sinA  sin  o  sin^) 
Werte  die  auch  sichtlich  die  Flächengleichung 


(7) 


erfüllen. 
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aj«  4_  y«  4.  25«  =  c« 


Aas  geometrischer  Betracbtang  erhellt  sogleich,  dass  in  der 
Nähe  der  Pole  eine  Garve  von  der  Steigung  l  anmöglich  ist,  weil 
Yon  den  Polen  aus  jede  Gurve  mit  der  Steigung  null  beginnt.  Dies 
bestätigt  auch  die  Formel-,  denn  Gl  (6)  zeigt,  dass  «  zwischen 
J:ccosil  Tanirt,  dass  also  die  Gurve  ganz  auf  der  so  begrenzten 
Zone  verläuft. 

Ferner  gebt  sowol  durch  Figurbetracbtung  als  auch  aus  der 
Formel  hervor,  dass  an  der  Grenze  der  Zone  die  Gurve  nur  in  der 
Meridianrichtung  eine  Steigung  «  X  haben  kann;  denn  hier  ist  für 
cos^  =  0  nach  Gl.  (1)  (7) 

h      z 


folglich  berührt  die  Gurve  den  Meridian  und  hat  hier  einen  Rück- 
kehrpunkt,' von  dem  an  ihre  Steigung  in  eine  Senkung  übergeht. 
Nach  Gl.  (4)  ist  der  Krümmungsradius  daselbst  »  0. 

Wir  wenden  nun  das  Bogenelement  (4)  auf  die  Glasse  II.  an, 
setzen  also  in  Gl.  (3)  die  Werte  (4)  (2)  ein.  Die  Integration  ist 
für  «  ausführbar-,  denn  man  hat: 

3t  «  8^  cotA ;    cos X  =  ^  tga 
also: 

«  —  —  e  sin  a  /  ^8d  cos  ^ 

=  —  e  sin  «(cos  ^  +  "^  sin  »)  (8) 

Von  den  2  anderen  Integrationen  ist  wenigstens  die  eine  für  die 

Specialwerte 

1 
sin  «   »  -  (n  =  2,  3,  4,  5,  .   .   .  )    also 

T«  +  ^«  -  a«  —  1  -  3,  8,  15,  24,  .    .    . 

aasführbar.    Es  wird 


y  «=  — .  ^         I  d'dd'  cos^r cotX'cos»A+  -  sin  nl] 

z=z .  I  ^S^cosi^icotXsinnX COSnAj 

Vn»— It/  \  n  / 

daher  für  n  »  2 

s  ^  _  c  Vt/  ^8^  cos^(2cos»A  —  ^cos  2A) 
-  eVHi  —  i^«)co8^  +  (J^  —  J^»)8in^} 

f  flr  n  —  3 


(9) 


(10) 
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0.  s.  w. 

Nachdem  nun  x  and  z  gefunden  sind,  ergibt  sich  auch 

y  =  Vc«  —  oj«  -  Ä« 

Diese  Gleichung  zeigt  zugleich,  dass  die  2  Integrale  in  Gl.  (9)  sich 
auf  einander  reduciren  lassen,  was  unmittelbar  nicht  ersichtlich  ist 
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VI. 

Die  Secanten  und  Tangenten 
des  Folium  Cartesii. 

(M.  1  Figur.) 

Von 

Oberlehrer  Dr.  A.  Himstedt. 


§  1.  Der  Erfinder  der  analytischen  Geometrie,  Ren6  Descartes 
(od.  Gartesias),  führt  in  seinen  Briefen  eine  Curve  III.  Ordnung  an, 
welche  der  Gleichung 

(1).    .    .«»  — 3aa;y  +  y»  =  0 

entspricht  und  die  wegen  ihrer  blattähnlichen  Gestalt  den  Namen 
Folium  bekommen  hat  Die  in  dieser  Gleichung  vorkommende  Gon- 
Btante  a  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  als  positiv  vor- 
aussetzen; denn  wäre  a  <<  0,  so  könnten  wir  durch  Yertauschung 
der  positiven  Halbachsen  mit  den  negativen  die  Gleichung  so  um- 
formen, dass  die  Gonstante  a  ^  0  wird. 

Setzen  wir 

y  ^  tx 

so  folgt  aus  obiger  Gleichung 

Zat  Zai^ 


(2).   .    .«  — j^^a»       y  —  i^tz 

ein  System,  welches  den  Vorzug  hat,   die  Rechnungen   in  vielen 
Fallen  zu  vereinfachen. 

Arth.  d.  Math.  u.  Pliys.    2.  R«ihe,  T.  XV.  ^ 
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§  2.    Um  die  Lage  der  Garve  zu  den  Achsen  zu  bestimmen,  er- 
teilen wir  dem  Parameter  t  alle  Werte  von 

t  s.  — 00  bis  /  «  -j-  CO 

Wächst  derselbe  von 

f  «  0  bis  <  =  1 

so  wächst  die  Abscisse  von 

a5  «=-  0  bis  X  «=*  f  a 
und  ebenso  die  Ordinate  von 

y  — ■  0  bis  y  =«■  Ja 
Wächst  der  Parameter  von 

/  «  1  bis  <  =»  00 

so  nehmen  x  und  y  gleichzeitig  ab  von  ja  bis  null.  FolgHch  besitzt 
die  Gurve  im  ersten  Quadranten  einen  geschlossenen  Zog,  das  eigent- 
liche Folium,    welches    vom  Anfangspunkte   ausgeht   und  über   den 

Punkt 

«  =3y  —  |a 

die  Spitze  des  Folium,  dorthin  zurückkehrt. 

Nimmt  der  Parameter  ab  von 

<  «  0  bis  <  =  —  1 

so  ist  die  Abscisse  x  stets  negativ  und  nimmt  ab  von 

a;  «=>  0  bis  x  =  —  00 

während  die  Ordinaten  positiv  sind  und  von 

y  =  0  bis  y  «=  00 

wachsen.  Die  Gurve  besitzt  also  einen  unendlichen  Ast,  welcher 
ganz  im  zweiten  Quadranten  liegt  und  vom  Anfangspunkt  sich  in's 
Unendliche  erstreckt. 

Wenn  endlich  der  Parameter  von 

«  •=  —  1  bis  «  «  —  00 

abnimmt,  so  ist  die  Abscisse  stets  positiv  und  nimmt  von 

at  =.  -|-  Qo   bis  flc  ==»  0 
ab,  während  die  Ordinaten  stets  negativ  sind  und  von 

y  «  —  00  bis  y  =  0 
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zunehmen,  d.  h.  die  Curve  hat  einen  zweiten  unendlichen  Ast,  wel- 
cher ganz  im  vierten  Quadranten  gelegen  ist  und  aus  dem  Unend- 
lichen zum  Anfangspunkt  zurückkehrt.  Aus  Allem  ergieht  sich,  dass 
kein  Teil  der  Curve  im  dritten  Quadranten  liegt. 

§  3.  Da  die  Gleichung  (1)  symmetrisch  in  Bezug  auf  x  und  y 
ist,  so  muss  die  Halhirungslinie  der  positiven  (od.  negativen)  Halh- 
acfasen  eine  Symmetrieachse  der  Curve  sein  und  diese  in  zwei  con- 
gruente  Hälften  teilen.  In  der  Tat,  drehen  wir  das  Coordinaten- 
system  um  45^,  indem  wir 

setzen,  so  geht  (1)  üher  in 

(3).    .    .•^8  +  3gi?«-.3c(§*-i?*)-0,    c^-^a« 

und  da  diese  Gleichung  nur  gerade  Potenzen  von  17  enthält,  so  ent- 
sprechen jedem  g  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  des  97. 

§  4.  Die  Gleichung  (1)  enthält  weder  ein  absolutes  Glied  noch 
Glieder  erster  Dimension.  Daraus  folgt,  dass  die  Curve  im  Anfangs- 
punkte einen  Doppelpunkt  besitzt.  Da  nun  alle  Curven  III.  0.  mit 
einem  Doppelpunkte  rationale  Curven  sind,  so  ist  auch  das  Folium 
eine  rationale  Curve,  und  in  der  Tat  haben  wir  gesehen,  dass  sich 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  rational  mit  Hilfe 
eines  Parameters  darstellen  lassen. 

Das  Tangentenpaar  des  Doppelpunktes  ist  durch  die  Gleichung 

ajy  =■  0 

gegeben.  Die  beiden  Tangenten  fallen  demnach  mit  den  Coordi- 
natenachsen  zusammen,  und  der  Doppolpunkt  ist  ein  solcher,  in 
welchem  sich  zwei  verschiedene  Zweige  der  Curve  durchschneiden. 

S  5.  Das  Folium  Cartesii  hat,  wie  jede  Curve  III.  0.,  drei 
AsymptotenrichtuDgen ,  welche  wir  dadurch  bestimmen  können,  dass 
wir  die  Glieder  höchster  Dimension  gleich  null  setzen  und  dann  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  in  lineare  Factoren  zerlegen.  Dies  giebt: 

aj'+y'  «  0,    oder: 
(x  +  y)  .  \2x  -  y  (1  +  .•  l/3)]  .  [2aj  — y(l  -  •  Vä)]  -  0 

Unsere  Curve  hat  demnach  eine  reelle  und  zwei  imaginäre 
AsymptotenrichtuDgen.  Um  die  reelle  Asymptote  zu  finden,  setzen 
wir: 
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und  bestimmen  die  Grösse  h  derart,  dass  diese  Gerade  mit  der 
Curve  mindestens  zwei  Punkte  im  Unendlichen  gemein  hat.  Durch 
Elimination  von  y  aus  dieser  Gleichung  und  (1)  finden  wir: 

(4).    .    .  {a^h)x^  +  h(a  —  h)x =«  0 

Setzen  wir  also  A  «=  0,  so  erniedrigt  sich  der  Grad  der  Curven- 
gleichung  um  3  Einheiten,  d.  h.  die  Gerade 

(5)  .    .    .  a  -|-  y  -J-  «  =  0 

schneidet  die  Curve  dreimal  im  Unendlichen  und  ist  also  eine 
Asymptote.  Letztere  ist  zugleich  Wendetangente  und  der  im  Unend- 
lichen gelegene  Berührungspunkt  ein  Wendepunkt  der  Curve.  Hier- 
aus folgt  noch,  dass  die  Curve  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  auf 
einer  und  derselben  Seite  ihrer  Asymptote  liegt. 

§  6.  Eine  durch  den  Anfangspunkt  gezogene  Gerade  schneidet 
die  Curve  in  3  Punkten,  von  denen  zwei  mit  dem  Anfangspunkte 
zusammenfallen.    Denn  eliminirt  man  aus 

y  *=»  tx 
und  (1)  eine  Unbekannte,  z.  B.  y,  so  folgt: 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  zwei  gleiche  Wurzeln  x  =  0  hat. 
Die  dritte  Wurzel  hat  den  Wert: 

_3a« 

Ist  also  der  Richtungswinkel  der  Geraden  ein  spitzer  (<  >  0) ,  so 
liegt  der  dritte  Schnittpunkt  auf  dem  Folium  selbst.  (Vergl.  §  2.). 
Ist  jener  Winkel  stumpf  {t  <^  0),  so  liegt  der  dritte  Schnittpunkt 
auf  einem  der  unendlichen  Aeste.  Für  t  =  1  sind  die  Coordinaten 
des  dritten  Schnittpunktes: 

a:  =    |a,     y   =-   ^a 

Die  Gerade  fällt  dann  mit  der  Symmetrieachse  der  Curve  zusammen . 
Der  Abstand  des  Anfangspunktes  von    der    Spitze  des   Folium    hat 

den  Wert  ^a  i~2. 

§  7.  Eine  Parallele  zur  y-Achse,  ir  =  /i,  schneidet  die  Curve 
in  drei  Punkten,  deren  Parameter  wir  aus  der  Gleichung 
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j,  ^  _^__     oder 

(6;  .    .    .  ^^—3^^  -j-  1  =  ü 

entnehmcD.  In  dieser  Gleichung  fehlt  das  mit  t^  behaftete  Glied. 
Bezeichnen  wir  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  mit  t^t^ 
und  ^3,  so  haben  wir  die  Relation 

(7)  .    .    .ti  +  t2  +  h  -  ^ 

d.  h.  schneidet  eine  zur  y- Achse  parallel  laufende  Gerade  die  Curve 
in  drei  Punkten,  so  ist  die  Summe  der  Parameter  dieser  Punkte 
identisch  gleich  null.    Ferner  folgt  aus  (6),  dass 

(8)  .     .     •  'i  ^2  •  ^Ä   ^^    —  1' 

Demnach  sind  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  zwei  positiv  und 
die  dritte  negativ,  woraus  mit  Rücksicht  auf  §  2.  folgt,  dass  von 
den  3  Schnittpunkten  2  auf  dem  Folium  selbst,  der  dritte  auf  einem 
der  unendlichen  Aeste  liegt. 

Um  nun  die  Beschaffenheit  der  3  Wurzeln  noch  genauer  zu 
untersuchen,  berechnen  wir  die  Discriminante  der  Gleichung  (6). 
Dies  giebt: 

(9)  .    .    .  ^  =  J  -  -3 

Nun  hat  eine  reducirte  kubische  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln, 
wenn  ihre  Discriminante  J  negativ  ist,  dagegen  eine  reelle  und  zwei 
imaginäre,  wenn  J  positiv  ist,  und  endlich  zwei  gleiche  Wurzeln, 
wenn  J  =  0  ist.  Wenden  wir  dies  auf  den  vorliegenden  Fall  an, 
so  ergiebt  sich  Folgendes.  Ist  h  <^  0,  so  ist  ^^  >  0,  d  h.  jede  Pa- 
rallele zur  ^- Achse,  welche  links  von  dieser  Achse  liegt,  schneidet 
die  Curve  in  einem  reellen  und  zwei  imaginären  Punkten.  Ist  ferner 

3 

a  Vi  >  Ä  >  0,  so  ist  ^  <  0 ,  und  die  Gerade  hat  unter  dieser 
Bedingung   drei    reelle  Schnittpunkte    mit    der   Curve   gemein.    Ist 

3    _ 

endlich  ä  >  a  1/4,  so  ist  d  wieder  positiv,  so  dass  die  Gerade  dann 
wieder  einen  rollen  und  zwei  imaginäre  Schnittpunkte  liefert.  In 
dem  Grenzfalle 

3    _ 

A  -  a  V4  ist  ^  =  0 
d.  h.  die  Gerade 

3 

(10)  .    .    ,x  =  aV4: 

ist  eine  Tangente  der  Curve.  Diese  Tangente  schneidet  die  Curve 
in  3  Punkten,  deren  Parameter  sich  aus 
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•  _ 

^8  -  j  y  2   +1=0,    oder 

(11).    .    .(t-Vl^.it+2Vl)^0 

ergeben.  Der  Berührungspunkt  dieser  Tangente  entspricht  demnach 
dem  Parameter 

und  liegt  also  auf  dem  eigentlichen  Folium,  während  der  sog.  Tan- 
gentialpunkt  dem  Parameter 

« =  -  2  Vi 

entspricht  und  folglich;  auf  einem  der  unendlichen  Aeste  liegt  — 
Wir  wollen  noch  den  andern  Grenzfall  ä  =  0  erwähnen ,  welcher 
der  ^-Achse  selbst  entspricht.  Hier  folgt  unmittelbar  aus  Gleichung 
(1),  dass  die  Gerade  o;  =  0  drei  zusammenfallende  Punkte  mit  der 
Gurve  gemein  hat.    Die  y-Achse  ist  die  Tangente  des  Doppelpunktes. 

Analoge  Resultate  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Schnittpunkte  der 
Gurve  mit  einer  Parallelen  zur  a;- Achse  y  ->  A  untersuchen ,  deren 
Parameter  offenbar  aus  der  Gleichung 

<»  — 3^««  +  l«0 

entnommen  werden  können.    Diese  Gleichung  können  wir  durch  die 

Substitution 

1 

leicht  auf  die  reducirte  Form  bringen,  und  dann  gestaltet  sich  die 
Discussion  genau  so  wie  bei  (6). 

§  8.  Eine  Parallele  zur  Asymptote  der  Curve  hat  die  Gleichung : 

(12)  .   .   .  »  +  y  4-  Ä  =  0 

Um  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  zu  bestimmen,  setzen  wir  filr 

X  und  y  die  Werte   (2)  in  vorstehende  Gleichung  ein  und  erhalten 

dann: 

Ät»  +  3a<2  +  3a/  +  Ä  =  0,    oder 

(i  +  l)lht^  +  (3a  —  A)<  +  Ä]  «  0 
Die  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  also 

/«  — 1 
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für  welchen  Wert  die  Goordinaten  x  und  y  unendlich  gross  werden, 
(ctr.  §  2.)  d.  h.  jede  Parallele  zur  Asymptote  schneidet  die  Curve, 
wie  vorauszusehen  war,  einmal  im  Unendlicheu. 

Die  beiden  andern  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  sind: 
Ä  —  3a  i:  y3(3a  +  h)  (a  ^  h) 


(13)  .    .    .t 


2h 


Dieselben  sind  einander  gleich ,  entweder ,  wenn  a  =  A  ist ,  welcher 
Fall  der  Asymptote  selbst  entspricht,  oder  wenn 

A«=-3a 
ist.    Die  Gerade 

*  "h  y  —  3a  =  0 

ist  demnach  eine  Tangente  der  Curve,  deren  Berührungspunkt,  wie 

leicht   zu    zeigen   ist,    mit   der    Spitze    des   Folium   zusammenfällt. 

Ferner  folgt  aus  (13),  dass  die  beiden  Wurzeln  nur  dann  reell  sind, 

wenn 

a  ^  Ä  ]>•  —  3a 

ist,  d.  h.  wenn  die  Gerade  (12)  zwischen  der  Asymptote  und  der 
Tangente  in  der  Spitze  des  Folium  liegt.  In  jedem  andern  Falle 
hat  jene  Gerade  mit  der  Curve  ausser  dem  unendlich  fernen  Punkte 
noch  zwei  imaginäre  Punkte  gemein. 

§  9.    Wir  wollen  jetzt  auf  der  Curve  einen  Punkt  M^  anneh- 
men, etwa 

3a^0  «^a^o*«' 


'•  ""   .1  +  «0»'     ^»  ~  1    +  ', 


tt 


0 


and  durch  ihn  eine  beliebige  Gerade 

(14).    .   .  y  —  yo  =  ^(aJ  —  a^o) 

legen.    Die  Substitution  von  t  und  tQ  ergiebt: 

woraus  nach  einigen  Umformuugen  folgt : 

(«-'•)  [toi^  -  U)^'  +  (1  +  ^'o')^  -  (A  -  «o)3  =  0 
Eiue  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

t  -  t. 
wie  vorauszusehen  war-,  die  beiden  andern  sind: 
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-«X      .  _  (1  +  V)  ±  V(i + ^r + 4t,  (i,  -  k)* 

Wie  man  siebt,  sind  diese  beide  Wurzeln  fttr  jedes  positive  t^ 
reell.  Folglich  bat  jede  Gerade,  welcbe  durcb  einen  auf  dem  eigent- 
licben  Foliam  gelegenen  Punkt  gezogen  wird,  drei  reelle  Punkte  mit 
der  Curve  gemein.  Dies  lässt  sieb  aucb  auf  geometriscbem  Wege 
zeigen.  Denn  eine  Gerade,  welcbe  einen  geschlossenen  Linienzug 
einmal  durchschneidet,  muss  denselben  notwendig  nochmals  durch- 
schneiden; und  eine  Gerade,  welche  eine  Gurve  III.  0.  in  zwei  re- 
ellen Punkten  durchschneidet,  bat  mit  ihr  stets  noch  einen  dritten 
reellen  Punkt  gemein.  Dieser  dritte  Schnittpunkt  muss  nun,  da  er 
auf  dem  Folium  selbst  offenbar  nicht  liegen  kann ,  notwendig  einem 
der  unendlichen  Aeste  angehören.  In  der  Tat  haben  die  beiden 
Wurzeln  (15)  für  ein  positives  t^  verschiedene  Vorzeichen,  woraus 
sich  nach  §  2.  das  Gesagte  ergiebt.  —  Ist  umgekehrt  «o  <C  0,  so 
können  die  beiden  Wurzeln  (15)  ebenso  gut  reell  wie  imaginär  sein ; 
d.  h.  zieht  man  durch  einen  [Punkt,  welcher  auf  einem  der  unend- 
lichen Aeste  liegt,  eine  Gerade,  so  hat  dieselbe  mit  der  Curve  ausser 
jenem  Punkte  noch  zwei  weitere  Punkte  gemein,  welcbe  entweder 
reell  oder  imaginär  sind. 

§  10.  Es  seien  zwei  Curvenpunkte  Mq  und  M^  gep^eben:  dann 
ist  die  Gleichung  der  Geraden  MqMj^ 

«(y«  —  Vi)  —  y(«o  --  «i)  +  (a'oyi  —  ^lyo)  =  o 

oder,  wenn  wir  die  Parameter  t^  und  /^  ^^^  beiden  Punkte  Mq  und 
M^  einftthren  : 

Diese  Gleichung  lässt  sich  durch  (^o""^!)  dividiren;  es  resultirt 
(16)  .    .    .  x{tQ  +  *4  —  «0%') — yd  —  h\  —  «0*1  *)  —  3a  t^fi^  =  0 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Secante  M^M^.  Um  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Gurve  zu  bestimmen,  substituiren  wir  für  x  und  y  die  Werte 
(2)  und  erhalten  dann: 

oder 

(17).  .   .(<-<o)0-«i)(W+l)-0 

Jene  Secante  durchschneidet  also  die  Curve  in  drei  Punkten ,  von 

denen  zwei,  wie  zu  erwarten  war,  mit  M^  und  M^  zusammenfallen, 

nämlich 

t  =  «0    lind    t  =  «1 
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Der  dritte  Schnittpunkt  entspricht  dem  Parameter; 

(18).  .  .'  =  -n- 

Demnach  ist  dieser  Parameter  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  tQ 
und  ti  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben,  d.  h.  eine  Gerade, 
welche  das  eigentliche  Folium  zweimal  durchschneidet,  hat  ihren 
dritten  Schnittpunkt  auf  einem  der  unendlichen  Aeste,  und  eine  Ge- 
rade, welche  die  unendlichen  Aeste  2  mal  durchschneidet,  schneidet 
dieselben  auch  noch  zum  dritten  Male.  Dagegen  muss  eine  Gerade, 
welche  einen  Punkt  des  eigentlichen  Folium  mit  einem  Punkte  der 
unendlichen  Aeste  verbindet,  ihren  dritten  Schnittpunkt  auf  dem 
eigentlichen  Folium  haben.  Alle  diese  Sätze  sind  auch  geometrisch 
evident. 

§  11.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  beiden  Curvenpunkte 
AT«  und  M^  zusammenfallen,  so  dass  die  Secauto  M^M^  in  die  Tan- 
gente tibergeht.  Die  Gleichung  dieser  Tangeute  leiten  wir  aus  (16) 
ab,  indem  wir 

setzen.    Wir  erhalten  dann 

(19)  .    .    .  a?(2<o  -  <o*)  —  y(l  -  2*0*)  -  3«'o^  -  0 

als  Gleichung  derjenigen  Tangente,  welche  die  Curve  im  Punkte  tQ 
berührt.    Die  Gleichung  (17)  geht  über  in 

(20)  ...(<-  to)^  Wt  +  1)  =  0 
und  demnach  ist 

(21).    .    .t /i 

der  Parameter  des  sog.  Tangentialpunktes.  Dieser  liegt  daher  stets 
auf  einem  der  unendlichen  Aeste,  wo  immer  auch  der  Berührungs- 
punkt liegen  mag.  Auch  dieser  Satz  kann  leicht  geometrisch  be- 
wiesen werden. 

Aus  (19)  erhalten  wir  den  Richtungscoefficienten  der  Tangente 
im  Punkte  ^5,  nämlich 

(22)-.  ..»i^; 

den  wir  in  einfacher  Weise  auch  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung 
aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  hätten  ableiten  können.  Aus  (22) 
ergiebt  sich  nun  folgendes:  Die  Tangente  ist  der  a;-Achse  parallel, 
wenn  p  =  0  ist,  d.  h.  also  für 
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•  _ 

tQ  =  0    und  für    t^  —  V2 

Dom  ersten  Werte  entspricht  der  Anfangspunkt^  dem  zweiten  ein 
auf  dem  eigentlichen  Folium  gelegener  Punkt,  dessen  Goordinaten 

•    _  •  _ 

«  — al/2,     y  —  a  V4 

sind.  Ferner  steht  die  Tangente  senkrecht  zur  x- Achse,  wenn  p^oo 
ist,  d.  h.  also  für 

8     _ 

t^=:9o     und  für    <b  =  Vi 

Dem  ersten  Werte  entspricht  wieder  der  Anfangspunkt  (cfr.  §  2.), 
dem  zweiten  ein  auf  dem  eigentlichen  Folium  gelegener  Punkt, 
dessen  Goordinaten 

i    _  i   _ 

X  ^  a  1/4,     y  =  a  V2 

sind,  (cfr.  §  7.)-     Die   Tangente   ist    der  Asymptote  parallel,  wenn 

ist,  also  wenn 

«0*  +  2<o'  -  2<o  —  1  =  0    oder 

(«•  +  DM'o  - 1)  =•  0 

Hieraus  folgt  entweder 

«0  =  —  1 

in  welchem  Falle  wir  die  Asymptote  selbst  haben,  oder 

to  =  1 

und  diesem  Werte  entspricht  der   Scheitel  des  Folium,  in  welchem 

Punkte  die  Taugeute,   wie  wir   bereits  früher  gesehen  haben  (§  8.), 

in  der  Tat  der  Asymptote  parallel  läuft.    Endlich  bestimmen  wir  die 

Punkte,  wo  die  Tangente  der  Symmetrieachse  parallel  läuft.     Dann 

muss 

P  =  +  l 
sein,  also 

«o*  —  2<o^  -  2^0  +  1  =  ö    oder 

('•■+ylir,+')(^'-yfr.+')-'' 

Der  erste  Factor,  gleich  null  gesetzt,  liefert  für  t^  zwei  imaginiU'e 
Werte.    Dagegen  folgt  aus 
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<o*  -  -/^^  +  1  =-  0    der  Wert: 
VS  — 1 

_  4   

_  1  +  Vs  +  Vl2 

Es  giebt  also  zwei  (reelle)  Punkte,  in  welchen  die  Tangente  pa- 
rallel der  Symmetrieachse  ist.  Beide  Punkte  liegen  auf  dem  eigent- 
lichen Folium,  da  die  obigen  Wurzelwerte  beide  positiy  sind. 

§  12.  Ersetzen  wir  in  der  Glerthung  der  Tangente  die  lau- 
fenden Coordinaten  durch  §i/  und  bezeichnen  den  Parameter  des 
BerOhrungspunktes  mit  t,  so  ist 

(23)  .    .   .  E(2«  —  t^)  -  i?(l  —  2<»)  —  3ö«2  _  0 

die  Gleichung  der  Tangente,  wofür  wir  auch,  wenn  wir  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  beachten, 

(24)  .    .    .  («*  —  ay)^  -[-  (y^  —  ax)ri  —  axy  =  0 

schreiben  können.  In  dieser  letztern  Gleichung  sind  dann  xy  die 
Coordinaten  des  Berührungspunktes.  Soll  nun  diese  Tangente  durch 
einen  festen  Punkt  x^y^  gehen,  so  haben  wir  die  Bedingung: 

(25)  .    .    .  (a;*  —  ay)xQ  -|-  {y^  —  ax)yQ  —  aa;y  -»  0 

Betrachten  wir  in  dieser  Gleichung  die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes xy  als  veränderlich,  so  repräsentirt  (25)  einen 
Kegelschnitt,  den  sog.  Polarkegelschuitt.  Auf  ihm  müssen  die  Be- 
rührungspunkte aller  derjenigen  Tangenten  liegen,  welche  sich  von 
dem  Pole  x^y^  an  unsere  Curve  legen  lassen.  Da  diese  Berührungs- 
punkte selbstverständlich  auch  auf  dem  Folium  liegen,  so  sind  es 
die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Curven  (25)  und  (1).  Nun  hat 
ein  Kegelschnitt  mit  einer  Curve  IIL  0  bekanntlich  6  Punkte  ge- 
meinschaftlich. Da  nun  der  Kegelschnitt  (25j  durch  den  Anfangs- 
punkt geht  und  dieser  ein  Doppelpunkt  des  Folium  ist,  so  fallen 
zwei  jener  6  Schnittpunkte  mit  dem  Anfangspunkte  zusammen.  Die- 
jenige Gerade  aber,  welche  einen  Doppelpunkt  der  Curve  mit  dem 
Pole  x^yQ  verbindet,  ist  im  allgemeinen  keine  eigentliche  Tangente. 
Daraus  folgt,  dass  sich  von  einem  festen  Punkte  nur  4  Tangenten 
an  die  Curve  legen  lassen,  d.  h.  das  Folium  ist  eine  Curve  vierter 
Classe  (wie  jede  Curve  IIL  0.  mit  einem  Doppelpunkte.).  Es  lässt 
sich  dies  auch  noch  auf  anderm  Wege  zeigen.     Wenn  wir   in   die 

Gleichung  des  Polarkegelschnitts   für  x  und  y  die  in  (2)  gegebenen 

Werte  einsetzen,  so  folgt 
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(26)  .    .    .  XqI^  -  2^0«^*  +  3ae2  ~  2to«  +  yo  =  0 

eine  Gleichung  vierten  Grades  in  t,  deren  4  Wurzeln  die  Parameter 
derjenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Curve  von  den  durch  aro^o 
gezogenen  Tangenten  berührt  wird. 

§  13.    Liegt  der  Pol   x^y^  auf  der  Curve  selbst,    so  genügen 
seine  Coordinaten  der  Gleichung  der  Curve,  und  es  ist 


Satp  _    3a^o^ 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichuug  (.6)  ein,  so  folgt: 

<o«*  -  2ioH^  +  (1  4-  vT  -  2<o«  +  «0^  =  0    oder: 

(t  -  t,)^  .  (tot'  +  1)  -  0 

Zwei  Wurzeln  dieser  Gleichuug  sind  =  ^oi  d-  ^*'  diejenige  Tangente, 
deren  Berührungspunkt  der  Punkt  t^  ist,  ist  doppelt  zu  zählen.  Die 
Berührungspunkte  der  beiden  andern  Tangenten  sind: 


±i/-i 


Dieselben  sind  also  nur  dann  reell ,  wenn  tQ  <C0  ist.  Wir  haben 
also  den  Satz:  Durch  einen  Punkt,  welcher  auf  dem  eigentlichen 
Folium  liegt,  lässt  sich  nur  eine  (doppelt  zu  zählende)  Tangente 
ziehen,  deren  Berührungspunkt  eben  jener  Pol  ist.  Liegt  aber  der 
Pol  auf  einem  der  unendlichen  Aeste,  so  lassen  sich  4  reelle  Tan- 
genten durch  ihn  ziehen.  Davon  fallen  zwei  zusammen  und  berühren 
die  Curve  im  Pol  selbst.  Die  Berührungspunkte  der  beiden  andern 
entsprechen  entgegengesetzt  gleichen  Parametern,  d.  h  liegt  der 
eine  auf  dem  Folium  selbst,  so  liegt  der  andere  auf  einem  der  un- 
endlichen Aeste. 

§  14.    Wir  wollen    ferner   annehmen,    dass    der  Pol    auf    der 
Asymptote  liegt.     Dann  haben  wir  die  Bedingung 

^0  +  yo  +  «  =  ö 

und  die  Gleichung  (26)  geht,  wenn  wir  y©  eliminireu,  über  in 
rro  «*  +  2(a  +  Xf^)t^  +  Safl  —  2x^1  -  (a  -f  ar«)  =-  0     oder 
{t  +  1)2  .  (x^i'  4-  2ai  —  a  -  ico)  =  0 
Wir  haben  also  wieder  zwei  gleiche  Wurzeln 

r=  —  1 
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Da  diesem  Werte  des  Parameters  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Curve  entspricht,  so  folgt,  dass  zwei  der  Tangenten  mit  der  Asymp- 
tote selbst  zusammenfallen.  Die  beiden  andern  Wurzeln  der  obigen 
Gleichung  sind 

(27)  f  ^  —  q  +  ya^  +  Qg>  + V  ^  —  fl  +  V(a+a?o)^  — «a-p 

Da  diese  beiden  Wurzeln  stets  reell  sind,  so  lassen  sich  also  von 
jedem  Punkte  der  Asymptote  4  reelle  Tangenten  an  die  Curve  legen. 
Bezeichnen  wir  ferner  die  beiden  Wurzeln  (27)  mit  t^  und  /g,  so 
lassen  sich  folgende  Fälle  unterscheiden :  Ist  x^  >  0,  so  ist  «i  >  0 
und  ^2  <C!  0.    Ist  aber 


80  ist 


Ist  endlich 
so  folgt: 


aro  =  -    aA,     1  >  A  >  0 
«0  =  —  aA,     A  >  1 


-1-Vl  +  A(A-1) 

Wir  können  somit  folgenden  Satz  aufstellen:  Liegt  der  Pol  auf 
der  Asymptote  und  im  III.  Quadranten,  so  lassen  sich  von  ihm  2 
Tangenten  ziehen,  welche  beide  das  eigentliche  Folium  berühren. 
Liegt  aber  der  Pol  auf  der  Asymptote  und  im  II.  oder  IV.  Qua- 
dranten, so  lassen  sich  von  ihm  zwei  Tangenten  ziehen,  von  denen 
die  eine  das  Folium  selbst,  die  andere  einen  der  unendlichen  Aeste 
berührt. 

§  15.  Liegt  der  Pol  auf  einer  der  Coordinatenachsen ,  z.  B. 
auf  der  «-Achse,  so  ist  ^o  =*  ^  ^^^  ^^^  Gleichung  (26)  geht  über  in 

«o'^  +  Sa/*  —  2x^i  =  0 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  /  =  0,  d.  h.  von  den  4  Tangenten 
welche  durch  den  Pol  gezogen  werden  können,  berührt  eine  die 
Curve  im  Anfangspunkte  und  fällt  daher  mit  der  jb- Achse  zusammen. 
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Die  Bertthrungspunkte  der  übrigen  3  Tangenten  erhalten   wir  aus 
der  kubischen  Gleichung 

(28)  .   .   .«»+3-<— 2-0 

Die  Discriminante  dieser  Gleichung  ist 


J  - 


^0^ 


Ist  x^  >>  0,  so  ist  auch  <^  >>  0  und  die  Gleichung  (28)  hat  dann 
nur  eine  reelle  Wurzel,  welche  offenbar  positiv  sein  muss.  Daraus 
folgt  der  Satz:  Liegt  der  Pol  auf  der  positiven  a;- Achse,  so  lassen 
sich  von  ihm  2  Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  von  denen  die  eine 
mit  der  a;- Achse  zusammenfällt,  die  andere  das  eigentliche  Folium 
berührt.  —  Ist  ferner  0  >>  a-o  >  —  a,  so  ist  ^^  <;  0  und  die  Glei- 
chung (28)  hat  dann  drei  reelle  Wurzeln,  und  zwar  eine]  positive 
und  zwei  negative,  weil  das  absolute  Glied  dieser  Gleichung  negativ 
und  das  mit  t*  behaftete  Glied  gleich  null  ist.  Es  folgt  daraus  der 
Sat.z:  Liegt  der  Pol  auf  der  negativen  a;-Achse  und  zwar  zwischen 
Anfangspunkt  und  Asymptote ,  so  lassen  sich  von  ihm  4  Tangenten 
an  die  Curve  ziehen,  von  denen  eine  mit  der  a;-Achse  zusammen- 
fällt, die  zweite  das  eigentliche  Folium  und  die  beiden  andern  je 
einen  der  unendlichen  Aeste  berühren.  —  Ist  endlich  «q  <;  —  a ,  so 
ist  J^O^  und  die  Gleichung  {'28)  hat  dann  wieder  nur  eine  reelle 
Wurzel,  welche  jedenfalls  positiv  sein  muss,  da  das  absolute  Glied 
der  Gleichung  negativ  ist  Also:  Liegt  der  Pol  auf  der  negativen 
a^ Achse  und  zwar  so,  dass  die  Asymptote  zwischen  ihm  und  dem 
Anfangspunkte  liegt,  so  lassen  sich  von  ihm  nur  zwei  reelle  Tan- 
genten an  die  Curve  ziehen,  von  denen  die  eine  mit  der  a;- Achse 
zusammenfällt,  die  andere  das  eigentliche  Folium  berührt.  Liegt 
der  Pol  auf  der  a;- Achse,  so  haben  wir  genau  dieselben  Sätze.  — 
Schliesslich  können  wir  noch  den  Fall  betrachten,  wo  der  Pol  in 
den  Anfangspunkt  fällt.    Dann  ist 

«0  =■  yo  =■  0 

Hier  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichung  (26)  zwei  gleiche  Wur- 
zeln t  —  0  und  zwei  andere  gleiche  Wurzeln  t  =cd  liefert.  Jedem 
dieser  Werte  entspricht  der  Anfangspunkt  selbst,  und  wir  schliessen 
daraus,  dass  sich  durch  diesen  Punkt  4  reelle  Taugenten  an  die 
Curve  legen  lassen,  welche  paarweise  mit  den  beiden  Tangenten  des 
Doppelpunktes  zusammenfallen. 


z 
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§  16.    In  dem  besondern  Falle,  ".o  der  Pol  auf  der  Symmetrie- 
achie  der  Gurve  liegt,  ist 

«0  "=•  Vo 

Die  Gleichung  (28)  geht  dann  in  die  reciproke 

(29)  .   .   .  <*  -  2<»  +  3  -  «*  —  2*  +  1  -  0 

über.    Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  t*  und  setzen  dann 

so  erhalten  wir  die  quadratische  Gleichung 

««-2e  +  3--2-.0 
und  hieraus  folgt: 

Demnach  sind  die  rier  Wurzeln  der  Gleichnng: 

h-iil+P  +  V(l+lp)*-i,     «,-7 

«»=  ia~p+Va-p)*-i,  ««-7 

Die  Discussion  dieser  Wurzeln  gestaltet  sich  folgendermassen : 

1)  Ist  «0  >  I«»  so  ist  Vs  >  p  >  1,  folglich  sind  ti  und  t^  re- 
ell, dagegen  t^  und  ^4  imaginär.  Ferner  sind  t^  und  ^2  beide 
positiy. 

2)  Ist  |o  >  a:Q  >  0,  so  sind  alle  4  Wurzeln  imaginär. 

3)  Ist  0  >  «0  >  — •  2'  ^^  ist  p  >  3,  folglich  sind  alle  4  Wur- 
zeln reell,  und  zwar  t^  und  t^  positiv,  '3  und  t^  negativ. 

4)  Ist  ♦-  2  ^  *o»  ^^  ^^^  3  >  p  >>  Vä ,  folglich  sind  t^  und  /, 
reell  und  zwar  positiv,  dagegen  t^  und  ^4  imaginär. 

Diese  Resultate  lassen  sich  leicht  in  Worte  fassen. 

Liegt  der  Pol  auf  der  Symmetrieachse,   so  dass  die  Spitze  des 
Foliam  zwischen  Anfangspunkt  und  Pol  liegt,  so  lassen  sich  2  reelle 
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Tangenten  ziehen,  welche  das  eigentliche  Folinm  berühren.  (Dasselbe 
gilt  offenbar  von  jedem  Punkte,  welcher  im  I.  Quadranten  und  ausser- 
halb des  Folium  liegt.)  Wenn  der  Pol  auf  der  Symmetrieachse 
innerhalb  des  Folium  liegt,  so  lassen  sich  durch  ihn  überhaupt  keine 
reellen  Tangenten  ziehen.  (Dasselbe  gilt  von  jedem  innerhalb  des 
eigentlichen  Folium  gelegenen  Punkte.)  Liegt  der  Pol  auf  der  Sym- 
metrieachse zwischen  Anfangspunkt  und  Asymptote,  so  lassen  sich  4 
reelle  Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  von  denen  2  das  eigentliche 
Folium,  die  beiden  andern  die  unendlichen  Aeste  berühren.  (Dasselbe 
gilt  von  jedem  Punkte  innerhalb  des  von  den  Coordinatenachsen 
und  der  Asymptote  gebildeten  Dreiecks.)  Liegt  endlich  der  Pol  auf 
der  Symmetrieachse  so,  dass  die  Asymptote  zwischen  Anfangspunkt 
und  Pol  liegt,  so  lassen  sich  wieder  nur  2  reelle  Tangenten  durch 
den  Pol  ziehen,  welche  beide  das  eigentliche  Folium  berühren. 
(Dasselbe  gilt  von  jedem  Puukte  des  IIL  Quadranten,  welcher  ausser- 
halb des  erwähnten  Dreiecks  liegt.) 

§  17.    Zum  Schluss   stellen  wir  die  Resultate]  der   letzten   4 
Paragraphen  zusammen: 

1)  Der  Pol  liegt  im  I.  Quadranten,  innerhalb  dos  Folium. 
Keine  reelle  Tangenten. 

2)  Der  Pol  liegt  im  I.  Quadranten,  auf  dem  Umfange  des 
Folium.  Zwei  reelle  zusammenfallende  Tangenten,  deren 
Berührungspunkt  der  Pol  selbst  ist. 

3)  Der  Pol  liegt  im  I.  Quadranten,  ausserhalb  des  Folium. 
Zwei  reelle  Tangenten,  welche  das  Folium  selbst  berühren. 

4)  Der  Pol  liegt  auf  der  positiven  ^/-Achse.  Zwei  reelle  Tan- 
genten, von  denen  die  eine  das  eigentliche  Folium  be- 
rührt, die  andere  durch  den  Doppelpunkt  geht. 

5)  Der  Pol  liegt  im  IL  Quadranten  und  zwar  die  Curve  zwi- 
schen Pol  und  Asymptote.  Zwei  reelle  Tangenten,  von 
denen  die  eine  das  Folium  selbst,  die  andere  einen  unend- 
lichen Ast  berührt. 

6)  Der  Pol  liegt  im  II.  Quadranten  auf  dem  unendlichen  Aste. 
Vier  reelle  Tangenten.  Davon  fallen  2  zusammen  und  be- 
rühren die  Curve  im  Pol  selbst.  Von  den  beiden  andern 
berührt  eine  das  Folium,  die  andere  den  unendlichen  Ast 
(im  IV.  Quadranten.) 

7)  Der  Pol  liegt  liegt  im  II.  Quadranten  zwischen  Curve    und 
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Asymptote.    Vier  reelle  Tangenten.    Davon  berührt   eine 
das  Foliam,  die  andern  3  aber  die  nnendlichen  Aeste. 

8)  Der  Pol  liegt  im  IL  Quadranten  auf  der  Asymptote.  Tier 
reelle  Tangenten.  Davon  fallen  2  in  der  Asymptote  zu- 
sammen ;  von  den  beiden  andern  berührt  eine  das  Folium, 
die  andere  einen  unendlichen  Ast. 

9)  Der  Pol  liegt  im  II.  Quadranten,  und  die  Asymptote  zwi- 
schen Pol  und  Curve.  Zwei  reelle  Tangenten,  von  denen 
die  eine  das  Folium,  die  andere  einen  unendlichen  Ast  be- 
rührt. 

10)  Der  Pol  liegt  im  III.  Quadranten,  und  zwar  die  Asymptote 
zwischen  Pol  und  Curve.  Zwei  reelle  Tangenten,  welche 
beide  das  Folium  berühren. 

11)  Der  Pol  liegt  im  IIL  Quadranten,  auf  der  Asymptote. 
Vier  reelle  Tangenten;  davon  fallen  2  mit  der  Asymptote 
zusammen,  während  die  beiden  andern  das  Folium  be- 
rühren. 

12)  Der  Pol  liegt  im  III.  Quadranteu,  zwischen  Asymptote  und 
Curve.  Vier  reelle  Tangenten,  von  denen  2  das  Folium, 
die  beiden  andern  die  uuendlichen  Aeste  berühren. 

Liegt  der  Pol  im  lY.  Quadranten,  so  haben  wir  dieselben  Fälle 
^ie  im  IL  Quadranten. 

Aus  Allem  ersehen  wir,  dass  4  reelle  (nicht  zusammenfallende) 
Tangenten  existiren,  wenn  der  Pol  zwischen  der  Asymptote  und  den 
^endlichen  Aesten  liegt,  dagegen  gar  keine,  wenn  er  innerhalb  des 
Folium  liegt. 

Marienburg,  Westpr.  December  1895. 
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VIL 

Die  Krümmung  der  Eaumcurven  in  singulären 

Punkten  derselben. 

Von 

Dr.  Ernst  Wölffing, 

Privatdocent  an  d«r  K.  Technischen  Hochschule  in  Stuttgart. 


Für  die  Krümmungen  der  Raumcurven  in  singulären  Punkten 
derselben  existirt  bereits  eine  Tabelle,  welche  von  SchelP)  her- 
rührt. Dieselbe  beschränkt  sich  jedoch  auf  Singularitäten  mit  ein- 
fachen Rtickkehrelementen  und  mit  Combinationen  von  solchen  und 
gibt  auch  für  diese  nur  die  Radien  der  absoluten  Krümmung,  der 
Torsion  und  der  sog.  ganzen  Krümmung.  Ausserdem  ist  aus  dem 
Text  nicht  zu  ersehen  ,  wie  der  Verfasser  zu  seinen  Resultaten  ge- 
langt ist. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  gezeigt  werden,  wie  für  die  Werte 
der  Krümmungsradien  im  wesentlichen  die  Anfangsexponenten  und 
-coefficienten  der  Raumcurvenentwicklungen  massgebend  sind,  so 
dass  diese  Werte  für  jede  beliebige  Singularität  leicht  berechnet 
werden  können.  Dabei  wird  die  Untersuchung  auch  auf  die  Radien 
der  sphärischen  Krümmung  und  Torsion  ausgedehnt.  Um  die  Ver- 
teilung der  Anfangsexponenten ,  welche  resp.  unendlich  kleine ,  end- 
liche und  unendlich  grosse  Werte  der  Krümmungsradien  liefern,  zu 


1)  Schell,  W.,  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung  in 
geometrischer  Darstellung.  Leipzig  1859.  S.  25.  Vgl.  auch  Laska,  Samm- 
lung von  Formeln  der  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Braunschweig 
1398—94.  S«  544. 
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übersehen,  wird  eine  geometrische  Darstellung  benutzt,  die  nament- 
lich in  complicirteren  Fällen  gute  Dienste  leistet. 

1.  Der  singulare  Raumcurvenpunkt  wird  in  den  Goordinaten- 
ursprung  verlegt,  die  Tangente  zur  a;-Axe  und  die  Schmiegungsebene 
zur  «-Ebene  gewählt.    Ist  dann 

y«^i^  +  ^'f/'+i  +  .  .   .(  ;(i) 

z  =  vey  +  v'£y+i  -|-  .   .   .  I 

die  Parameterdarstellung  der  Rauiiicurve  in  der  Nähe  des  Ursprungs, 
so  gilt  für  die  Anfangsexponenten  („Indices"  nach  Björling, 
„Zeichen"  nach  Mehmke)  «,  j3,  y: 

^<ß<y  (2) 

Nun  ist 

dx  «  (A«£«=i  +  A'(«  +  1)««  +  .    .    ^)de 

dz  =  (vyer-i  + M« 

daher : 


dx 
ds 


?.-fC.'-('+e^-'-'^->+--) 


üx        la  +  •    •    • 

somit : 


d 


•'£=(g<'-'"-'-+--)-* 


Hieraus  folgt: 

10* 
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^^("3'+(4,)"+GS)'-:!'^-"'-"-- 

Damit  ergibt  sich  der  Radius  der  absoluten  Krümmung*) 
ds 

■  (,1-  (73^  r  +  — (j^)ß      ^-j  *+  •  •  •  r'     <3) 

1  unendlich  klein  i  > 

Derselbe  ist  /endlich  Jje  nachdem  2a  =  ß^)  (4) 

I unendlich  gross!  <C 

2.  Die  Verteilung  der  unendlich  kleinen,  endlichen  und  unend- 
ich  grossen  Werte  von  p,  wie  sie  durch  (4)  gegeben  ist,  lässt  sich 
in  folgender  Weise  geometrisch  veranschaulichen.  Man  betrachte 
a  :  ß  :  y  als  homogene  Coordinaten  eines  Punkts  in  einem  recht- 
winkligen Goordinatensjstem ,  so  bilden  sich  wegen  (2)  alle  zuläs- 
sigen Wertesysteme  der  Indices  ab  im  Innern  eines  Dreiecks,  das 
Yon  den  Geraden 

begrenzt  wird  und  daher  die  Ecken 

^=-(0:0:1)-,     i?  =  (U:l;l);     C  «=  (1  :  1  :  1) 

besitzt.     (Fig.  1).    In  diesem   Dreieck  setzen  wegen   (4)  diejenigen 

Punkte,  deren  zugehörige  ludices  auf  endliche  Werte  von  q  führen, 

eine  unendliche   Punktmenge  zusammen,   welche  sich  auf  der 

Geraden 

2x  =^  y 

befindet  und  daselbst  sich  vom  Punkt  A  bis  zum  Punkt 

Z)  ==  (1  :  2  :  2) 

erstreckt.  Diese  Punktmenge  ist  discret,  weil  nur  diejenigen 
Punkte  der  Geraden  ihr  angehören,  welche  rationale  Coordinaten 
besitzen;  sie  ist  von  der  zweiten  Gattung  im  Sinne  der  Mengen- 

1)  Salmon-Fiedler,  Analytische  Raumgeometrie  II.  S,   160. 

2)  Diese  Formel  gilt  auch  für  den  Krümmungsradius  bei  ebenen  Gurren, 
TTgl.  Mehmke  ,,üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  einer 
Ebene*.     Zeitschr.  für  Math.  Physik.  Jahrg.  35.  S.  5. 


in  Singular en  Punkten  derselben.  149 

lehre  ^)  and  zwar  „überall  dicht",  weil  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
eine  Häafungsstelle  besitzt;  aus  diesem  Grunde  erscheint  die  Linie 
AZ>  in  Fig.  1  ausgezogen.  Links  unterhalb  dieser  Linie  ist  das  Ge- 
biet der  unendlich  grossen  (oo)  und  rechts  oberhalb  das  Gebiet  der 
unendlich  kleinen  (0)  Werte  von  q.  Selbstverständlich  kommen  auch 
hier  nur   die  Punkte  mit  rationalen  (Koordinaten  in  Betracht. 

3.      Zur  Berechnung  des  Torsionsradius   r  hat  man  ferner: 
d«x  =  (Aa(a    -  l)6«-2  -I-  .    .    .  )(de)^  -f.  (Aa£«-i  +  •    •    •  )dh 

d^z   =  {vyiy  —  l)fy-2  +  .    .    .  )(<if)2  +  (vy£y-i  +  .    .    .  )dh 

X  =  tiyd^z  —  dMdl^y  —  {iiv ßy{y  —  |3)£i3+y-8  +  .  .  .  )(rf£)3 
Y=  dzcC^x  --dxd^z^  (vA  ya{a  —  y)fy+«-3  +  .  .  .  ){dBy 
Z  =  dxd^y  —  dy^x  =  (A^  aj3(j3  —  a)£«+^-3  +  .    .    .  )(,i£)3 

d3a.  =  (A«(«— l)(a-2)€«-34_  .    .    .  )(d£)3+(3Aa(a-l)£«-2^  .    .    .  ) 

^2«  .  £if+(A«£«-i-f  .    .    .  )dH 

d^z  —   (vy(y-l)(y~2)cy-84.  .     .     .  )(ci£)'+(3vy(y-l)£y-24-  .     .     .  ) 

d«f  .  €^f+(vy£y-i4-  .    .    .  )(/« 
M  =  JCa»a;+rd»y+Z€^»«  «  {-A|[*v«/?y(/5-cf)(«— y)(y-/S)£«+/?+y-« 

somit  der  Radius  der  Torsion 2) 

! unendlich  kleini  > 

endlich  /  je  nachdem  «  -|-  /3  =  y  (6) 

unendlich  gross'  <; 


1)  Dini,  U.,  „Grundlagen  für  eine  Thtorie  der  Functionen  einer  ver- 
änderlichen reellen  Grösse".  Deutsch  von  Lüroth  und  Schepp.  Leipzig  1892. 
S.  21  —  24. 

2)  Salmon-Fiedler  a.  a.  O    S.  163  f. 
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Die  Punkte,   für  deren  zugehörige  Indices  r  endlich  ist,  bilden 
auf  der  Geraden 

«  +  ^=  1 

zwischen  den  Punkten  B  und 

D  —  (1:1:2) 

eine  discrete  Punktmenge  zweiter  Gattung,  welche  das  Gebiet  der 
unendlich  grossen  Werte  (links  oben)  von  demjenigen  der  unendlich 
kleinen  (rechts  unten)  trennt.    (Fig  2.) 

4.    Der  Radius  der  ganzen   Krümmung   R  ergibt  sich  ver- 
mittelst des  sog.  Laueret 'sehen  Theorems  aus  der  FormeP): 

(7) 


(8) 


es  ist  also 

n*      9«  ^  r» 

Jt         ^^ 

VO*  +  r* 

Daher  ist  R  unendlich  klein,  wenn  g  oder  t  unendlich  klein;  end- 
lich, wenn  g  und  r  endlich  oder  eine  dieser  Grössen  endlich,  die 
andere  unendlich  gross;  unendlich  gross,  wenn  g  und  r  unendlich 
gross  sind.  Die  Werteverteilung  von  A  ergibt  sich  daher  durch 
Combination  der  Fig.  1  und  2:  die  discrete  Punktmenge  zweiter 
Gattung,  deren  zugehörigen  Indices  endliche  Werte  von  R  entspre- 
chen, liegt  auf  der  gebrochenen  Linie  von  B  über 

[D  -  (1:2:3) 

nach  A-,  links  ist  das  Gebiet  der  unendlich  grossen,  rechts  dasjenige 
der  unendlich  kleinen  Werte  von  R.    (Fig.  3). 

5.    Der    Radius    der   sphärischen    Krümmung^)    ergibt 
sich  aus  der  Formel 


i^* = J/«^' +  Kf!) 


2 

(9) 


Es  sei  zunächst  2o  ^  |S;  dann  ist 


1)  Schell  a.  e.  O.  S.  23. 

2)  Salmon-Fiedler  a.  a.  0.  S.  172, 


also 
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ds         ayiy  —  a){y  —  ß)  n"  •    •    • 

V  .&  y         v^y^Cy  -  «)2(y  -  |3)«  ^        /  -h  .    .    . 

Demgemäss  ist  in  (9)  das  erste  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  von 
höherer  Ordnung  in  £  als  das  zweite,  letzteres  also  massgebend,  und 
man  hat: 

vy     (y  —  «)(y  —  /?)  ' 

{unendlich   kleiny  > 

endlich  { je  nachdem  2«  =  y  (11) 

unendlich  gross  <C 

Die  Punkte,  deren  Indices  endliche  Werte  von  R*  liefern,  bild«ii 
somit  eine  discrete  Punktmenge  zweiter  Gattung  auf  der  Geradem 

2a;  =   1 
zwischen  den  Punkten 

Z)  «  (1  :  1  :  2)     und     E  =-  (1  :  2  : 2) 

Links  ist  das  Gebiet  der  unendlich  grossen,    rechts   das  Gebiet  der 
unendlich  kleinen  Werte  von  R*, 

6      Aber  die  Formeln  (10)  und  (11)  sind  ungültig,  wenn 

2«  =  /? 

ist.     Denn  alsdann  fällt  das  erste  Glied  von  dg  weg  und  das  zweite 
Glied  ist 

(/       a  +  1    Ar        («+l)(2a+l)  iy\  \ 

di         vy(y-a)  (y-2a)  T    ^  ^         j  ^      ^       ^  •    •    • 

Ist  nun  y  ]>  2a  -f-  1,  so  ist  dieses  Glied  massgebend,  und  ©s  wird 
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vy(y— «)(y— 2«)  (       '  f«        j  ^  ^     ^ 

also  anendlich  gross. 

Ist  dagegen 

y  =  2a  +  1 

so  sind  beide  Glieder  nnter  dem  Warzelzeichen  von  (9)  endlich,  daher 


^-Vip+ Ä^^  {'' +^'"+'^  T^r + •  •  • 


(13) 


also  endlich. 


Es  existirt  somit  noch  eine  zweite  unendliche  Punktmenge,  deren 
zugehörige  Indices  auf  endliche  Werte  von  R*  führen.  Dieselbe  ist 
ebenfalls  discret,  befindet  sich  auf  der  Geraden 

2x  ^  y 
und  umfasst  die  Punkte 

F==  (1:2:3);    (2:4:5);    (3:6:7);    (4:8:9).    .    . 

(r  :  2r  :  2r  +  1)  .    .    .  (cf.  Fig.  4) 

Sie  besitzt  die  einzige  Häufungsstelle 

JS  —  (1  :  2  :  2) 

und  ist  daher  von  der  ersten  Gattung;  sie  erstreckt  sich  von 
der  Häufungsstellc  ausgehend  in  das  Gebiet  der  unendlich  grossen 
Werte  von  R*,  Die  nicht  der  Punktmenge  angehörenden,  rationale 
Coordinaten  besitzenden  Punkte  der  Geraden  FE  gehören  Indices 
an,  welche  nach  (12)  unendliche  Werte  von  R*  liefern. 

7.  Für  den  Radius  der  sphärischen  Torsion  S  ergibt 
sich  durch  Gombination  verschiedener  von  SchelP)  angegebener 
Formeln  die  Gleichung 

R* 


!/■+ 1"  S) 


Unter  dem  Wurzelzeichen  ist  das  zweite  Glied  in  E  von   der 

Ordnung  2(a—'ß)  also   massgebend  gegenüber  dem  ersten,   so  dass 

R*dü 
die  Ordnung  von  iS  in  e  von  dem  Ausdruck  r  —r^  abhängt      Die 


1 )  a.  a.  0.  S.  45—48. 
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Wertverteilung  zeigt  Fig.  5.  Die  Punkte  (a  :  ß  :  y),  welche  endlichen 
Werten  von  S  entsprechen,  bilden: 

a)  eine  Punktmenge  zweiter  Gattung  auf  der  Geraden 

a;  +  y   =  1 

zwischen  den  Punkten  B  und 

i)  «  (1 :  1  :  2) 

(Links  oben  ist  das  Gebiet  der  unendlich  grossen,  rechts  unten  das- 
jenige der  unendlich  kleinen  Werte). 

b)  eine  Punktraenge  erster  Gattung  auf  der  Geraden 

2a;  =  1 
welche  aus  den  Punkten 

-£;  «  (2  :  3  :  4) ;     (3:4:6);     (4:58);     (5  :  6  :  10)  .    .    . 

(r  :  r  -f  1  :  2r)  .    .    . 
besteht  und  von  der  Häufungsstelle 

Z)  «  (1  :  1  :  2) 
aus  in  das  Gebiet  der  unendlich  kleinen  Werte  hineindringt. 

c)  eine  Punktmenge  erster  Gattung  auf  der  Geraden 

2«  =  y 
welche  aus  den  Punkten 

1^^(1:2:^);     (2:4:7);     (3:6:10;;     (4:8:13).    .    . 

(r  :  2r  :  3r  +  1)  .    .    . 

besteht,  und  von  der  auf  der  Geraden  BD  gelegenen  Häufungsstelle 

G^  =  (1  :  2  :  3) 

aus  in  das  Gebiet  der  unendlich  grossen  Werte  hineinragt. 

8.  Für  die  Curve  der  Schmiegungskugelmitt^lpulnkte 
ist  ferner:  der  Radius  der  absoluten  Krümmung^) 

Die  Wertverteilung  ist  in  Fig.  6  angegeben.  Die  endlichen 
Werte  von  gk  bilden  eine  Punktraenge  zweiter  Gattung  auf  der  Ge- 
raden 


1)  Schell  a.  a    0.  S«  48. 
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zwischen  den  Punkten 

D  =-  (1  :  2  :  2)     und     A^  —  (2  :  2 :  3) 

ferner  zwei  Punktmengen  erster  Gattung,  die  eine  auf  der  Geraden 

2c  «  1 
bestehend  aus  den  Punkten 

F  ==  (2  :  3  :  4);     (3:5:6);     (4:7:8);     (5  :  9  :  10)  .    .    . 

(r  :  2r  —  1  :  2r)  .    .    . 
die  andere  auf  der  Geraden 

bestehend  aus  den  Punkten 


2r  =  y 


G^-(l:2:3);     (2:4:5);     (3:6:7);     (4:8:9).    .    . 

(r  :  2r  :  2r  +  1)  .    .    . 

Beide  erstrecken  sich  von   der  Häufungsstello  D  aus    in  das  Gebiet 
der  unendlich  grossen  Werte  von  Qk  hinein 

Der  Torsions radius  derselben  Curve  ist 

R*Q  dh* 

Die  Wertverteilung  siehe  Fig.  7.     Man  hat  für  die  endlichen  Werte 
von  rjc  eine  Punktraengo  zweiter  Gattung  auf  der  Geraden 

zwischen  den  Punkten 

D  =  (2  :  3  :  3)     und     E  =»  (1  r  1  :  2) 

ferner  eine  Punktmenge  erster  Gattung  auf  der  Geraden 

2a:  =   1 
welche  aus  den  Punkten 

F  =  (2  :  3  :  4);     (3:4:6);     (4:5:8);     (5  :  6  :  10)  .    .    . 

r  :  r  -\-  1  :  '2r  .    .    . 


besteht  und  von  der  Häufungsstelle  E  aus  in  das  Gebiet  der  uncud- 
licli  grossen  Werte  hineinragt;  endlich  den  in  demselben  Gebiet  ge- 
legenen discreten  Punkt 

6;=:  (1  :2:3) 

In    ähnlicher  Weise   lassen    sich    die   übrigen    bei   Raumcurven 
vorkommenden  Krümmungsradien  behandeln.    Dabei  ist  zu  beachten, 
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dass  der  Punkt  (1:  2:3),  weil  derselbe  eiuem  nicht  singulären 
Raumcurvenpunkt  entspricht,  bei  jeder  Art  von  Krümm ungsradias 
dem  Gebiet  der  endlichen  Werte  angehören  muss. 

Auch  die  Raumcurvenpunkte  mit  den  Indices  r :  2r  :  3r  haben 
lauter  endliche  Krümmungsradien. 

9.  Das  angegebene  Verfahren  eignet  sich  auch  zur  Berechnung 
des  sog.  Krtimraungswinkels,  welcher  von  Mehmke  *)  einge- 
führt wurde.  Derselbe  bezeichnet  diejenige  Ebene  durch  einen  Raum- 
curvenpunkt, welche  mit  drei  auf  einander  folgenden  Schmiegungs- 
ebenen  denselben  Winkel  h  bildet,  als  Krümmungsebene,  den 
Winkel  k  selbst  als  Krümmungswinkel. 

Es  sei 

ax  -\-  by  -^-  cz  =  0 

die  Gleichung  der  Krümmungsebeno;  dabei  sei 
Die  Schmiegungsebene  ist: 

Damit  erhält  man  für  den  Krümmungswinkel  k: 

co8Ä:=    _  _^ -b[¥«g(gr:^)°!g"'  +  •  .•_^  J 

+(A|Lta/3(/9— «)f«f /J-3  +  .    .    .  )2 
""Wiß-^f      ^'    '    '  r%ß{ß-^af   ^+-    '    ') 

Soll  die  Krümmungsebene  diesen  Winkel  auch  mit  den  den  bei- 
den   nächst   folgenden   Schmiegungsebonen   einschliessen,    so    muss 

dCOBh  d^cosk 

— ,- —  und  —-TY'  verschwinden.     Hieraus  folgt; 


1)  „Einige  Sätze  über  die  räumliche  CoUineation  und  Affinität,  welche 
»ich  anf  die  Krümmung  von  Curven  und  Flächen  beziehen",  Zeitschr.  für 
Math,   n    Phys.  Jahrg.  36,  S.   56.  Nr.  3. 
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-vV(«-y)*(y,-^) 


vy(y— <?)(y-  ««)(y— °— i)^y_„_;  , 


^t2y-2;J-i  -f- 


•  • 


ka(ß—tt) 

yy(tt— y)(y-^)(y-|?-l) 

-vV(«-y)'(r-^)(2y -2^-i)^,y_,^_,  ^  ^ 


^ißHß-a)* 

^»^(/J-«)  +  •  •  •  • 

vy(y-«)(y+g.-2g_)  ^y_,^_„_3  , 


Nun  sind  3  Fälle  möglich,  je  nachdem 

> 

y  +  «  -  2/S  =  0 

< 

a)  y  -f-  «  —  2/3  >  0;  dann  wird 

lt*ß*{ß-a)*  >'-\-  ■    .    ■ 

_  vy(y-tt)(y+«-2g)  •    ,  _  t  4- 

cosfc  =  1  +  .   .   .;    cosi  I       ^1;    tgfc  1 

f=0  »=0 


0 


(18) 


(19) 


Die  Erümmungsebonc  fällt  mit  der  Scbmiegungsebcne  zasammen 
b)  y  +  «  —  2|3  =  0;  dann  wird 

2Xva(2ß^a)  ,  .        ^       «        , 


2Ä55 


i^'ß 


coak 


^— —  I        •        •        • 

4«i     ' 


+   • 


y4iMo*(2|S— «)«+fi*(S 


(20) 
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(20) 


_  2A»g(2<3— g) 
tg  *  —         „«jjs      "T  •    •    • 


.-,..-  2Av«(2<3-a) 
*8*l- läRi— 


«0  fi*^' 

die  Erttmmnngsebene  bildet  mit  der  Schmiegangsebene  einen  Winkel 
zwischen  0*>  und  90"  und  schneidet  dieselbe  in  der  Hanptnorraale. 

c)  y  +  «  —  2jS  •<  0;  dann  wird 

Xv  ay(Y  —  «)  (y  —  ß) 
also 

COSik  —  0  +  •    .    .  cos  fc  I  «=  0     tgk  I  =  00 

f=0  *=0 

Die  Erümmungsebene  steht  auf  der  Schmiegangsebene  senkrecht  and 
fällt  mit  der  Normalebene  zusammen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für   tg^  (ohne  Rücksicht  auf  (9))  ist; 

_  Avtty(y -«)(/-/?)  ß 

Zu  dem  gegebenen  Punkt  mit  den  Indices  (a,  /?,  y)  ist  ein  an- 
derer Raumcurvenpunkt  reciprok  mit  den  Indices  (y—/?,  y— o,  y); 
derselbe  hat  nach  Björling^)  die  Entwicklungen: 

y(«  —  y)v    _» 

*  -  |S((S-«)/'  ''  +  ••• 

ä'      '«(|3-oH*        +•   •    • 


(«— yj)(y— <?)y. 


2    = =^*-^3 — " — ~^  -{-... 


Berechnet  man  für  diesen  Punkt  den  Radius  der  absoluten  Krüm- 
mung vermittelst  (3),  so  erhält  man  denselben  Wert,  welchen  Glei- 
chung (21)  für  Tangente  k  liefert.  Hieraus  folgt,  dass  die  Tangens 
des  Krümmungswinkels  zum  Radius  der  absoluten  Krümmung  re- 
ciprok ist  (cf  Mehmke  a.  a.  0.). 


1)  nUeber    Baamcarvensingularit&ten".       Archiv  der    Math.    a.    Physik^ 
IL  Beibe.    Band  8.     S.  83. 
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10.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Werte  von  ^,  r,  R,  R' 
S,  Qk^  rjb,  tgk  für  einige  einfache  Indicessysteme  zusammengestell 
(Dabei  bedeutet  0  unendlich  kleine,  e  endliche,  a>  unendlich  gross 
Werte). 


Indices 

Q 

r 

R 

Ä* 

S 

Qk 

rjk 

1 

tg^' 

123 

e 

e 

e 

e 

e 

e 

1 
!    e 

e 

124 

e 

00 

e 

00 

e 

00 

OD 

0 

125 

e 

OD 

e 

00 

OD 

ao 

00 

0 

126 

4 

OD 

e 

OD 

OD 

00 

OD 

0 

127 

e 

OD 

e 

00 

OD 

00 

00 

0 

134 

OD 

e 

e 

OD 

e 

OD 

OD 

OD 

135 

OD 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

e 

136 

00 

00 

00 

00 

OD 

00 

CO 

0 

137 

OD 

00 

00 

OD 

OD 

QO 

OD 

0 

145 

OD 

e 

e 

OD 

e 

OD 

00 

OD 

146 

00 

00 

OD 

00 

OD 

OD 

00 

OD 

147 

00 

00 

,    00 

00 

OD 

OD 

OD 

e 

156 

00 

e 

1 

OD 

e 

OD 

OD 

OD 

157 

00 

00 

;  OD 

OD 

OD 

OD 

00 

OD 

167 

00 

e 

e 

OD 

e 

OD 

OD 

OD 

234 

Ü 

0 

0 

e 

e 

e 

e 

e 

235 

0 

e 

i    0 

OD 

e 

OD 

OD 

0 

236 

0 

00 

•    0 

OD 

OD 

OD 

00 

0 

237 

0 

QC 

0 

OD 

OD 

OD 

00 

0 

245 

e 

i) 

0 

e 

0 

e 

00 

OD 

246 

e 

e 

e 

OD 

e 

e 

e 

e 

247 

e 

00 

e 

OD 

€ 

OD 

OD 

0 

256 

00 

0 

0 

OD 

0 

00 

OD 

OD 

257 

OD 

e 

e 

00 

e 

OD 

00 

OD 

267 

00 

0 

0 

OD 

0 

OD 

OD 

OD 

345 

0 

0 

0 

0 

0 

e 

e 

e 

346 

0 

0 

0 

e 

e 

00 

e 

0 

347 

u 

e 

0 

1 

00 

s 

OD 

OD 

0 

356 

r 

U 

ü 

e 

0 

e 

OD 

OD 

357 

0 

(1 

0 

OD 

0 

OD 

OD 

e 

367 

e 

0 

0 

e 

0 

e 

00 

OD 

456 

ü 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

e 

457 

0 

0 

0 

0 

0 

OD 

e 

0 

467 

0   ! 

ü 

0    ; 

l) 

0 

e 

OD 

OD 

567 

^  i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

€ 

Stuttgart,  April  1896. 
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VIU.    . 

Th^oremes  fondamentaux  de  la  geometrie 

sphericiue. 

Par 

V.  Sikstei. 

Kasan  typographie  de  rUniversit^  Imperiale.     1892. 

Traduit  du  russe,  du  „Bulletin  de  la  societc  physico-mathematique  de  Kasan''. 

Deuxi^me  sörie.     Tome  IL     K.  2. 


Les  nombreuses  et  infructueuses  tentatives  de  prouver  Tadmission 
geom^trique  formulee  par  le  onzieme  axiome  d'Euclide,  au  premier 
coup  d'oeil  indubitable,  eurent,  comme  on  le  sait,  pour  consequence 
la  critique  s^vöre  du  Systeme  d*Euclide. 

Mais  cncore  ä  present  les  admissions  geometriques  d'Euclide 
provoquent  des  questions  penibles,  qui  peuvent  emotionner  profon- 
dcment  le  th6oricien,  comme  elles  Tont  fait  dans  les  temps  du  grand 
fondateur  de  la  science  appelee  la  g6om6trie. 

J.  Bolyai  et  Tillustre  geom^tre  russe  N.  J.  Lobatchevsky  n^ad- 
mettaient  pas  le  onzieme  axiome  d'Euclido,  mais  ils  consideraieut 
comme  indubitable  Tadmission  de  la  ligne  droite  et  de  la  surface 
plane ;  actuellement  on  considere  aussi  Tidee  de  la  ligne  droite  d*Eu- 
clide  (de  la  ligne  compl^tement  definie  par  deux  points  pris  sur 
eile  arbitrairement)  comme  une  id6e  precon^ue,  c'est-ä-dire  ad- 
mise  Sans  raisons  süffisantes.  C'est  la  caracteristique  de  la  these 
principale  de  la  geometrie  d'Euclide  que  nous  donne  par  exemple  le 
professenr  Souvoroff  dans  Tintroduction  de  son  ouvrage  connu  sous 
le  titre:  „Des  caract^ristiques  des  syst^mes  des  trois  dimensions.^^ 


160  Siksteh    Th€oremes  fondamentaux  de  la  g€om€lrie  sphirique, 

Si  Tidee  de  la  ligne  droite  d'£aclide  est  admise  sans  raisons 
süffisantes y  il  en  est  de  meme  de  l'id^e  de  la  sarfacc  plane  d^Ea- 
clide.  Le  c61ebre  Kant  consid^rait  ces  id6es  comine  intuitives,  c'est- 
il-dire  pergues  par  une  mysterieuse  vue  int^rieure  qui  nous  fait 
comprendre  avec  justesse  la  vraie  nature  des  choses.  Malgr^ 
rautorit6  de  rillustre  philosophe  nous  osons  croire  que  la  y6rit6  se 
trouve  dans  Topinion  du  professeur  Souvoroff.  Et  en  effet  nous 
pouvons  comprendre  cette  opinion  parce  qu'il  n'est  pas  difficile  d'in- 
diquer  les  faits  qui  ont  servi  de  base  n^cessaire  quoique  pas  assez 
süffisante  pour  les  axiomes  d'Euclide.  II  est  permis  de  croire  que 
ces  faits  ont  et6  donn^s  par  les  observations  des  lignes  horizontales. 
Effectivement  —  voici  ce  que  les  observations  nous  dönnent:  sur  de 
petites  surfaces  horizontales,  par  exemple  sur  les  surfaces  des  tables, 
sur  lesquelles  nous  nous  occupons,  ainsi  que  sur  les  Enormes  sur- 
faces des  mers  calmes,  —  sur  des  distances  mesurees  par  pouces  et 
par  milliers  de  verstes,  —  on  peut  tracer  une  ligne  complötement 
definie  par  deux  points,  c'est-ä-dire  une  teile  ligne  qui  peut  6tre 
seule  trac^e  entre  deux  points;  cet  ligne  est  l'arc  du  grand  cercle 
du  globe  terrestre.  II  est  bien  probable  que  cette  Observation  pr6- 
cis^ment  ait  fait  naitre  l'id6e  de  la  ligne  infinie  ne  servant  pas  de 
borne  ä  l'espace  et  completement  definie  par  deux  points  pris  sur 
eile  arbitrairement.  Les  observations  ci-dessus  ne  sont  pas 
süffisantes  pour  une  pareille  conclusion,  parce  que  ce  ne  sont 
pas  tous  les  deux  points  sur  Tarc  du  grand  cercle  qui  d6finissent  la 
Position  de  cet  arc  sur  la  surface  de  la  sphere :  par  deux  points  de 
la  surface  sph^rique  diam^tralement  opposes  on  peut  mener  une 
quantit6  innombrable  d'arcs  de  grands  cercles. 

Si  c'est  l'observation  insuffisante  qui  a  fait  naitre  Tid^e  de 
la  ligne  droite  d'Euclide,  il  est  bien  naturel  de  considerer  cette  id^e 
comme  pr^congue,  et  par  cons^quent  on  peut  nous  permcttre  de  von- 
loir  la  verifier.  C'est  ce  que  nous  avons  pour  but  de  notre  re- 
marque. 

Si  par  rapport  k  la  ligne  servant  aux  constructions  g6om6tri- 
ques  nous  faisons  une  admission  qui  ne  seit  pas  en  contradiction 
avec  la  propri^t6  principale  de  la  droite  d'Euclide,  et  qui  laisserait 
irr6solue  la  question  de  l'existence  de  cette  derni^re,  et  si  prenant 
en  consid^ration  cette  admission  et  les  autres  faites  par  Euclide, 
nous  trouvons,  ayant  recours  aux  procedes  appliqu6s  aussi  dans  la 
geom^trie  d'Euclide,  que  la  droite  en  question  n'existe  pas,  nous 
serons  bien  oblig6s  evidemment  de  nous  röconcilier  avec  cette  dö- 
duction     Les   admissions   neceasaires   pour  notre   but    doivent  etre 
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coQteuues  dans  les  raract^ristiques  aaivantes  de  la  surface  et  de  Ja 
ligDO  qui  se  compl^tent  matuellement. 

I.  Nous  admettons  Texistence  d'une  surface  dont  chaque  partie 
peut  y  etre  superposee  jusqu^  ä  uno  coiacidouce  compl^te.  Les  coq- 
ditioDS  n^cessaires  et  süffisantes  pour  la  saperposition  seront  indi- 
qa6es  plus  bas. 

II.  Nous  admettons  Texistence  sur  cette  surface  des  lignes  ayant 
les  propri6t6s  suivantes: 

a)  Si  nous  deplagons  une  pareille  liijnc,  prise  sur  la  surface,  on 
y  d^pla^ant  deux  points  pris  arbitrairement,  ä  chaque  moment  du 
d^placement  toute  la  ligne  peut  etre  ameneo  ä  cöiiicider  avec  la 
surface  et  par  consequent  peut  continuellement  daus  toutes  ses  posi- 
tions  cöiucider  avec  la  surface. 

Ce9  lignes  peuveut  etre  superposees  jusqu'  ä  une  cöiucidence 
cpnpl^te;  les  conditions  uecessaires  et  süffisantes  pour  la  super- 
position  seront  indiquees  plus  bas. 

b)  Si  AB  est  une  pareille  ligne,  nous  attribuous  ä  cbacune*  de 
ses  portious ,  par  oxemple  ä  la  ligne  AC ,  comme  propriete  nöces- 
saire  la  faculte  d'  etre  superposee  sur  chaque  partie  de  la  ligne 
-^^,  cousiderant,  qu'  en  depeudance  de  la  place  de  la  superposition 
^^  toute  la  portiou  AC^  ou  bientot  Tune  de  ses  parties,  cöiucidera 
^vec  la  partie  AB  et  des  portions  AB  et  AC  se  formera  une  ligne 
^yant  les  memes  proprietes  que  la  ligne  AB,  De  lä  nous  con- 
c^uoiis:  1)  que  la  portion  de  la  ligne  en  question  peut  etre  pro- 
lougee  de  ses  deux  bouts  infiniraent  et  2)  les  portions  de  pareilles 
"gues  peuvent  etre  comparces. 

Si  nous  tragons  uno  ligne,  qui  a  les  proprie'es  indiqu6es,  entre 

4  et  2J    —    deux  points  pris  sur  la  surface,  la   possibilite  de  com- 

Paver  ses  portious  nous  permet  d*  y  trouver  le  point  qui  la  partage 

öö  deux  portious  inegales,     ^oit  C  Tun  de  ces  points  et  seit  AC<^CB, 

l-a  ligne  AC  peut  etre  prise  comme  unite  pour  mesurer  les  portions 

^^  la  ligne  AB  et  de  Celles  qui  sont  plus  giandes  que  AB  et  qui 

peuvent  etre  obtenues  par  le  prolongement  de  AB  des  deux  cdtes. 

^yant  ainsi  choisi  Tunite  lineaire,  nous  posons  la  condition  suivante 

^omme  necessairo  et  süffisante  pour  la  superposition  des  lignes,  dont 

^^  est  question,  prenant  cette  unitö  pour  echelle  dans  toutes  nos  re- 

^herches: 

c)  „Si  nous  faisons  cöincider  deux  points  pris  arbitrairement 
^,snr  la  portion  de  l'une  de  nos  lignes,  6gale  ä  T unite  lineaire  que 
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„nous  avons  choisie,  avec  deux  points  de  Tantre,  quand  nous  d^- 
„placerons  sar  la  surface  l'une  de  ces  lignes  ou  toutes  les  denx, 
„elles  cöincideront  dans  toute  leur  longueur  et  formeroot  une  ligne 
,,pareille  ä  celles-ci." 

II  peat  arrivor  qae  les  surfaces  et  les  lignes  ayant  les  pro- 
pri6t6s  indiqu6es  soient  des  surfaces  planes  et  des  lignes  droites 
d'Enclide,  mais  11  peat  arriver  aassi,  qu'elles  ne  le  soient  pas,  c'est 
pourqnoi  nous  avons  l'intention  de  leur  donner  des  noms  particu- 
liers,  et  nous  voulons  les  appeler:  surface  g6om6trique  et 
ligne  geom^trique. 

„Maintenant  nous  pouvons  formuler  netteinent  la  condition 
„n^cessaire  et  süffisante  pour  la  superposition  des  parties  d^ane 
„surface  g6om6trique  sur  la  surface  elle-meme.  Si  nous  d^plagous 
„une  partie  d*une  surface  geometrique  de  mani^re,  qu'en  tout  mo- 
„ment  du  d^placement  trois  points  de  la  partie  deplac6e,  qui  ne  se 
„trouvent  pas  sur  la  meme  ligne  g^om6trique,  soient  sur  la  surface 
„geometrique,  la  partie  que  nous  d^placons  aura  en  tout  moment 
„du  döplacement  tous  ses  points  sur  la  surface  geometrique/^ 

III.  Nous  admettons  que  les  lignes  et  les  figures  ne  changent 
pendant  le  deplacement. 

IV.  Nous  supposons  qu'entre  tous  les  deux  points  on  peut 
tracer  une  ligne  geometrique. 

V.  Nous  admettons  que  la  ligne  geometrique  peut  etre  pro- 
longee  de  ses  deux  bouts  dans  une  scule  direction. 

En  comparant  toutes  ces  admissions  avec  les  admissions  faites 
dans  la  geometrie  d'Euclide,  nous  trouvons  qu'aucune  d'elles  ne 
s'oppose  aux  bases  d'Euclide  et  que  par  consequeut  elles j  pre- 
sentent  toutes  ensemble  le  total  des  conditions  qui  correspondent 
au  but  de  verifier  la  principale  geometrique  admission  d'Euclide  au 
sujet  de  la  ligne  droite.  Maintenant,  nous  basant  sur  ces  ad- 
missions, nous  pouvons  chercher  la  reponse  ä  la  question   suivaute  : 

„£xiste-t-il  une  ligne  geometrique  compietement  definie  par 
„deux  points  pris  sur  eile  arbitrairement^^ 

Les  admissions,  que  nous  avons  faites,  permettent  jusqu'  ä  pre- 
sent  de  laisser  la  question  irresolue,  ce  qui  est  necessaire  pour  la 
verification  que  nous  avons  en  vue. 

D'apres  les  tbeses  admisses  on  demontre  comme  dans  la  geo- 
metrie d'Euclide,  c'est-ä-dire  avec  les  mömes  procedes  les  theorömes 
suivants: 
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e)  La  Ijgne  geom^triqne  pent  etre  prolong^e  infiniment  des  dcnx 
cöt^s. 

f)  Le  th^or^me  au  sujet  de  Tegalite  des  angles  droits,  comme 
il  est  demontr^  dans  les  cours  de  geometrie,  composes  dans  Tesprit 
d'£uclide,  qnoique  Euclide  lui-meme  nous  donne  cette  v6rit6  comme 
axiome. 

CoroUaires  de  ce  theoreme: 

g)  „II  n'existe  pas  sur  1a  surface  g^ometrique  de  lignes  g6om6- 
triques,  qui  ayant  uii  point  commun  soient  dispos^es  de  teile  fagon 
que  i'une  se  trouve  toute  enti^re  d'un  seul  c6t6  de  Tautre." 


1? 


Voici  la  demonstration  de  ce  theoröme.    Si  AGB  et  COD  sont 

des  lignes  g6ometriques  qui  ont  ce  point  commun,  nous  imaginant 

OM  perpendiculaire  ä  AB  (voir  fig.  1),  nous  trouverons  que  la  per- 

Pendiculaire  61ev6e  du  point  O  vers  CD  doit  prendre  une  des  trois 

positions:  OM,  OM^  ou  OM2.    Toutes  ces  positions  sont  egalement 

impossibles ,    parce  que,   prenant  Tuue   des  trois  pour  reelle,    nous 

trouverons  que  les  angles  droits  ne  sont  pas  6gaux.     Par  exemple, 

supposant 

OMJ=  AB    et     OMj^  i  CD 

nous  trouverons  que  Tanglc  droit 

Z.AOM>  /L  COMi 

—  qui  est  anssi  droit.  Voyant  que  ces  deductions  sont  absurdes  et 
admettant  la  possibilit6  de  tracer  une  perpendiculaire  du  point  O 
vers  la  ligne  CD,  nous  dovons  conclure  que  „l'absurditö  de  notre 
,,conclusion  n'a  lieu  que  parce  que  nous  avons  suppos6  la  possibi* 
,,lit6  de  Texistence  de  lignes  g^ometriques  dont  il  est  question  dans 
„le  th^oreme." 

h)  Antres  consequences  du  th6or^me  sur  l'ögalit^  des  angles 
droits :  des  angles  adjacents,  de  la  somme  de  tous  les  angles  succes- 
sifs  ayant  le  memo  sommet  sur  la  ligne  g^ometrique  et  dispos6s  d'un 
cöt6  de  cette  ligne;  de  la  somme  de  tous  les  angles  successifs 
dispos6s  autour  du  memo  point  et  ayant  ce  point  pour  sommet,  enfiu 
des  angles  oppos^s  par  le  sommet. 

Tous  ces  fondements  nous  permettent  de  demontrer  les  thöorÄmes 
n^cessaires  pour  la  v6rification  de  l'admission  principale  d'Euclide 
au  sujet  de  la  ligne  droite.  C'est  de  ces  derniers  que  nous  allons 
nous  occuper  maintenant. 
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Th^eme  L   On  peut  faire  tourner  la  ligne  g^ometriqne  autour  de  chacun 
de  ses  points,   6ur  la  surface    geom^.irique,   laissant    le    centre   de  la  rotation 
immobile,  en  commen^ant  par  une  position  quelconque,  du    coti   mi   Von    veut, 
jusqu^  a  sa  premiere  position. 

Soit  AB  une  ligne  geometrique  iofinie  sur  une  snrface  g6om6- 
trique.  Soit  OCTanite  lio^aire.  (admission  II,  (b)).  Faisons 
tonru^r  la  portion  OC  aatoar  da  point  O  de  maniere  qu'il  soit  con- 
tinaellement  sur  la  surface  [admission  II,  (a)].  Alors  d'apr^s  l'ad- 
mission  II  (c),  la  portion  00  n'occupera  jamais  une  position  pa- 
reille  ä  OC  (v.  fig.  2),  c'est  ä  dire  en  aucuu  moment  de  la  rotation 
OC  n'aura  avec  AB  d'autro  point  cöiucidant  que  O.  Nous  pouvons 
donc  affirmer  que  la  portion  OC,  etaut  en  rotation,  occupera  suc- 
cessisement  toutes  les  positious  par  rapport  k  AB,  avec  le  change- 
ment  de  Tanglo  de  son  iuclinaison  vers  AB  dans  les  limites  de  O 
jnsqu'  ä  Ad.  Rien  ne  nous  empecbe  d'imaginer  que  toute  la  ligne 
infinie  AB  tourue  avec  la  portion  OC,  et  occupe  par  rapport  ä  sa 
directiou  primitive  toutes  les  positious  formant  avec  eile  des  angles 
de  0  jnsqu'  ä  4<2. 

Tfieareme  II*  .  La  ligne  geomtirique  representant  une  se'cante  par  rap- 
port ä  une  autre  jmreille  ligne  donnee,  ciant  en  rotation  sur  la  surface  geo- 
metrique autour  de  Vun  de  ses  j^oints  en  tout  moment  de  la  rotation  a  vn 
point  commun  avec  la  ligne  donnee. 


*)  Le  second  th^orbme  a  etc  examin^  sous  un  point  do  vue  g^n^ral  par 
le  g^onietre  Italien  Battaglini  (Giornalo  di  Mat.  vol.  A  1867).  Sulla  Geo- 
metria  loimaginaria.  Dans  ce  memoire  Battaglini  cxamine  la  possibilitd  du 
retour  da  point  d'interscction  de  la  ligne  donnee  avec  une  autre  sccante,  qui 
est  en  rotation  autour  d'un  point  pris  hors  de  la  premiere  ligne,  apres  un 
tour  complet  de  la  sccante,  dans  sa  position  primitive  de  trois  fa9on8:  1) 
quand  la  sceantc  fait  un  tour  complet,  le  point  de  Tintörsection  reste  toujours 
a  une  distance  ünie  de  sa  position  primitive  (geonietrie  spherique);  2)  le  point 
de  Tintersection  retrouvc  sa  position  primitive  pnssant  par  un  point  infinimeot 
^loigne  (la  geometrie  plane  d'Eudide)  et  3)  le  point  passe  a  travers  deux 
points  infiniment  dloignes  et  a  tnivers  une'  serie  do  pointi  imaginds  qui  les 
sdparcnt  (la  geometrie  pseudo-sphcrique  de  Lobatchevsky) 

Dans  son  ouvragc,  Tauteur  nc  distinguc  pas  ccs  trois  cas,  il  se  borne  au 
premier.  Cette  circonstance  d'apres  moi  provient  de  ce  que  Tauteur,  pour  de- 
montrer  le  theoreme  qui  n'cst  juste  que  dans  le  cas,  oü  les  lignes,  dont  il 
est  question ,  peuvcnt  §tre  prolongecs  des  deux  cötds  du  point  commun,  ser« 
vant  de  base  a  la  perpendiculaire.  Mais  si  nous  avons  pour  point  cOincident 
un  point  infiniment  dloignd,  le  prolongcment  des  lignes  de  Tautre  cötd  du  point 
devient  impossible  et  le  theorbme  (g)  n'cst  d*anrune   importancc.   CVst  la  m^me 
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Soit  AB  la  ligne  gdora^trique  donnee;  CDE  —  comrae  sa  s^- 
cante  (v.  fig.  3).  On  peut  toujours  tracer  du  point  donn6  une  se" 
cante  poar  la  ligne  geom^trique  donnee  d'apr^s  Tadmission  IV  et  le 
theor^me  (g). 

Quaud  la  s^cante  CDE  sera  eo  rotation  autour  du  point  C%  il 
peut  se  faire  que  les  portions  de  la  secante:  CD,  CF,  CM^  etc., 
soient  6gales  eiitre  eux;  alors  evidemment  AB  sera  une  ligne  ferm6e. 
Si  au  contraire  ces  porlions  ue  sout  pas  egales,  les  points  diff6rents 
de  la  secante  cöincideront  avec  la  ligne  AB  et  puis  passeront  de  son 
autre  cöt6. 

II  est  evident  que  la  secante  ne  peut  se  trouver  tonte  ontiere 
du  c6te  de  la  ligne  AB,  oü  se  trouve  le  centre  de  la  rotation,  qu' 
etant  donnee  une  de  ces  trois  conditions: 

i;  Si  la  secante  est  finie,  nous  pouvons  admettre  enfin  pour 
olle  uno  teile  position  dans  la  quelle  son  dernier  point  viendra  se 
X)läcer  sur  la  ligne  AB  et,  eu  contiiiuant  ensuite  la  rotation,  nous 
ipouvons  croire  que  toutc  la  secante  se  trouvera  du  merae  cöte  de  la 
2  igne  AB^  oü  se  trouve  le  centre  de  la  rotation.  2)  Si  la  s6cante 
occupo  la  Position  CMB,  c'est  ä  dire  si  eile  a  avec  la  ligne  donn6e 
our  partie  commune  MB^  on  peut  de  nouveau,  en  continuant  la 
otation,  admettre  la  trausition  compl^to  de  la  secante.  3)  Si  la 
6cante  occupe  la  position  CNK^  c'est-ä-dire  la  position  de  taugeute 
la  ligne  AB.  Mais:  1)  La  secante  est  infinie  et  par  consequent 
^on  dernier  point  ne  sera  jamais  sur  la  ligne  AB. 

2)  La  sdcante  ne  peut  pas   occuper  la  position  CMB^  d'apr^s 
^^admission  V. 

3)  La  secante  ue  peut  pas  occuper  la  position  CNK^  d'apr^s  le 
t.h6oröme  (g). 

Aiusi  la  transition  complete  de  la  s6cante  (de  tous  ses  points) 
ciu  c6t^  de  la  ligne  geometriquo  donnöe,  oü  se  trouve  le  centre  de 
la  rotation,  est  impossible,  et  par  consequent  la  secante  dans  toutes 
les  positions,  c'est-ä-dire  quel  angle  qu'elle  ne  forme  avec  sa  pre- 
mi^re  position,  se  trouvera  situee  de  part   de  la  ligno  g^ometrique 


cas  que  nous  trouvons  dans  la  g^ometrie  d'£uclide  Ainsi  les  recherches  de 
Vaotear  ne  manqaant  jamais  dMnt^rSt,  se  borncnt  a  la  geometrie  sph^riqae  . 
Th.  SouToroff. 
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donn^o  et  par  coDs^quent  aura  toujours  avec  eile  un  point  commun, 
De  ]ä  nons  conclnons: 

1)  „Sur  la  surface  gdometrique,  d'un  point  donne,  on  ne  peut 
„pas  tracer  une  ligne  g^om^trique  parallele  ä  la  ligne  doDn6e/' 

2)  „Deüx  perpeDdicnlaires  k  la  raeme  ligne  geomötrique  se 
„rencontrent^^  (toates  les  lignes  sont  prises  sar  la  surface). 

Pins  bas  nous  allons  tonjours  prendre  des  lignes  g6om6triqacs 
sur  des  surfaces  g6om6triques  et  au  Heu  des  expressions:  surface 
g^om^triqne , ligne  g^om^trique,  tout  simplement  nous  dirous  souvent 
surface,  ligne. 

Theoreme  III.  Deux  lignes  perpemliculaires  pour  la  meme  iroisieme  se 
rencontrtnt  dans  deux  points. 

1)  Admettant  d'apres  le  corollaire  II  du  thöoröme  prec6dent  que 
les  lignes  -4C  et  AD  —  perpendiculaires  ä  la  ligne  AB,  se  rencon- 
trent  dans  le  point  O  (v.  f.  4),  superposons  A  ^BO  sur  une  partie 
de  la  surface  ABD'C  (par  le  glissement  du  triangle  ABD  sur  la 
surface  par  ses  points  ^ ,  -ö  et  O) ,  de  nianiere  que  la  ligne  AB 
cöincide  avec  BA]  alors  les  lignes  AO  et  BO  prendront  respective- 
ment  la  direction  des  lignes  BD'  et  AC\  puisque 

Zl  BAO  ^  ^  ABD'  =^  d  =  Z.  ABO  =  Z.  BAC 

jy  ici  on  voit  que  le  point  O,  dans  la  nouvelle  position  du  A  -4jöO 
se  trouvera  de  Tautre  cote  de  la  ligne  AB,  sur  le  prolongement 
des  lignes  CA  et  DB  et  occupera  la  position  O',  par  exemple. 
Ainsi  il  est  Evident  que  les  lignes  CC  et  DD'  se  rencoutrent  dans 
deux  points  etant  perpendiculaires  ä  la  ligne  AB. 

2)  „Les  points  O  et  O'  peuvent-ils  cöincider?"  Admettant  que 
les  points  O  et  O*  cöincideut  dans  le  point  O  (v.  f.  5) ,  nous  trouve- 
rons  que  les  lignes  AC  et  BD  auront  respectivement  les  positions 
suivantes:  C"'CAC'C"  et  D"'DBD'D'\  Faisant  tourner  la  seconde 
ligne  sur  la  surface  autour  du  point  0  (pour  quoi  il  est  süffisant 
de  tourner.  sa  portion ,  6gale  h  Tunit^  lineaire,  autour  du  point  O; 
seit  cette  portion  par  exemple  OD)^  nous  trouverons  d'aprös  Tad- 
inission  III  que  Tangle  DOD*  ne  changera  pas  ä  cause  de  cela; 
egalemcntlne  changera  pas  Z-  COC ;  mais  si  nous  faisons  tonrner  la 
ligne,  par  exemple  dans  la  direction  indiquee  par  la  fleche, 
Z  DO\C  changera  et  Z  D'OC  changera  egalement,  mais 
la  somme  de  ces  deux  angles]  restera  toujours  la  meme  et  6gale 
{Z  COC  —  Z  DOD')  —  ä  la  difference  des  angles  constants  pour 


Siksiel:   Th^orkmes  fondamentaux  de  la  g€om£trie  sphirique.  \Q^ 

le  cas  doDD^.  Qaand  le  point  D  viendra  so  placer  sur  la  ligne 
0C\  ^  DOC  so  transformera  en  0  (zero)  parce  quo  los  lignes  coüd- 
cideront  compl^tement  dans  ce  cas  (admission  II,  (c)),  —  et  Z-D'OCf 
so  transformera  aussi  cn  z6ro,  et  par  cons^qaent 

Z.  COC  —  Z.  DOD'  =  0 

c'est-ä-dire  les  lignes  CAC^  et  DBD*  —  colncident,  ce  qui  est  en 
contradiction  avec  ce  que  nous  avons  propos6.  Getto  contradiction 
n'a  pu  avoir  Heu  qu'  ä  cause  ;de  la  supposition  que  les  points  O 
et  O'  coincident  en  un  seul,  et  par  consequent  ces  points  sont  dif- 
f6rents. 

Aiusi:    „Deux  lignes  perpendiculaires  k  une  memo  troisi^me  se 
,,rencontrent  dans  deux  points  differents.*' 

Theoreme  IV.     Deux    lignes   geom^triques   pnses    arhiirairement    sur    la 
^surface  se  rencontrent  toujours  dans  deux  pmnis  (differents). 

Soient  DD'  et  NN'  (v   f.  6)    deux  lignes  prises  arbitrairement 

sar  la  surface.    Abaissant  du  point  A  par    exemple,  de  la   ligne 

-ZViV'  la  perpendiculaire  AB  sur  la  ligne  DD'   et  en  menant  MM* 

jperpendiculaire   pour   AB,    nous    trouverons,   d'aprös   ce   que   nous 

siYons  döraontre  que  MM'  et  DD'  se  rencontreront  dans  deux  points 

O  et  0\    Nous  pouvons  consid^rer  la  ligne  MAM'  comme  Tune  des 

j)08ition8  de  la  s6cante  ABC  par  rapport  ä  la  ligne  DD'  et,  comme 

:»ous  voyons  k  present,  AM  et  AM'  —  deux  branches  de  la  s^cante 

ont  chacune  un  point   commun  (O  et  0')  avec  la  ligne  DD'.    En 

iaisant  tourner  la  s^cante  en  commengant  par  la  position  MAM 

Latour  du  point  A,  nous  devons  conclure,  comme  lorsque  nous  avons 

d^montre  le  th^oreme  II,   qu'aucune  de  sos  branches,  ni  AMO,  ni 

AM'0\  comme  secantes  de  la  ligne  DD\  ne  peuvent  passer  avec 

tous  leurs  points  de  Tautre   cote  de  la  ligne  DD',  oü  se  trouve  le 

3)oint  A  (le  centre  de  la  rotation),  et  par  consequent,  la  secante,  en 

tout  moment  de  la   rotation  ,  aura  la  ligne  DD'  deux  points  d'in- 

tersection.    Comme,   en  faisant  tourner  la  secante,  on  peut  toujours 

parvenir  k  la  colucidence  de  NAN'    avec   une  direction  quelconque 

de  la  secante  (theorerae  I),   nous  avons   bien  le   droit  de  confirmer 

que  NAN ',  suffisamment  continuee,  coupera  DD'   dans  deux  pointsi 

Ces  points  doivent  etre  differents,  ce  que  nous  pouvons  voir,  ayant. 

recours  aux  memes  raisonnements ,  que  nous   avons   appliques  dans 

un  pareil  cas,  voulant  demontrer  le  th6oreme  III. 
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Ponr  developper  plus  loin  le  nonvean  Systeme  g^om^trique, 
fond^  sur  les  bases  indiques  ci-dessus,  noas  croyons  devoir  admettre 
ce  sixidme  ,,Postn]at:  Deux  lignes  geom^triqnes  non  cöincidentes, 
„qui  se  trouvent  sur  la  surface  g6om6trique,  ne  penvent  pas  avoir 
„plus  de  deux  poiots  commans^' 

Remarque.  Nous  consid^rons  tous  Ics  poiots  cöincidoots  comme 
an  scul. 

Theoreme  V.  I^es  parüea  de  deux  lignes  perpendiculaires  Cune  pour 
Vmitre^  camprises  entre  les  jMints  de  Vintersection  de  ces  lignes,  sont  dgales 
(ü,  f,  7). 

Soit  ACBM  aue  ligne  et  que  BDAy  soit  perpendiculaire.      Ces 

lignes  outre   le  point   commun  donne  B^  doivent  avoir,  d'apr^s  ce 

que  noas  avons  demontr6,  an  autre  point  commun;  soit  A  cet  autre 

point.    Comme 

Z.  CBD  =  Z.  ABM=  d 

on  peut  saperposer  le  fuseau  AGB  DA  sur  zl  DBM  de  maniäre  qae 
le  c6t6  BCA  prenne  la  direction  de  la  ligne  BDA\  alors  BDA  — 
c6td  du  fuseau  prendra  la  direction  BM  —  c6te  de  Z.  DBM,  ä 
cause  de  T^galit^  des  angles  au  point  B  Alors  le  sommet  A  du  fuseau 
doit  evidemment  prendre  place  qaelque  part  sar  la  ligne  BDA. 
Ayant  admis  que  K,  nouvelle  position  du  point  A,  diff^re  de  la 
premiöre,  nous  trouverons  que  la  ligne  ACBMK  a  avec  la  ligne  BDA 
trois  points  communs:  ^4,  B  et  X,  ce  qui  est  cn  contradiction  avec 
Vadmission  VI.  Ainsi  quand  nous  superposons  BCA  sur  la  ligne 
BDA  —  en  commen^ant  par  le  point  B  —  le  point  A  doit  coincider 
avec  sa  premiere  position,  et  par  consequent  la  ligne 

BCA  =  BDA 

Thioretnei'  VI.  Deux  lignes  perpendicidaires  ae  rencontrent  pour  la  se- 
conde  fois  aussi  sous  un  angle  droit,     (v.  f.  8,   des.  1,  2,  3  Ct  4®"*®). 

Soit  la  ligne  BDA  perpendiculaire  ä  la  ligne 

ACBM  et  z:  CBD  -=  d  (v.  des.  I) 

Retournant  le  fuseau  quo  nous  voyuus  sur  le  dcssiu  I,  le  faisant 
glisser  sur  la  surface,  dounons  lui  la  position    qu'il  a  sur  le  dessin 

2.     Prenant   ZL  CAD  ^  d,  superposons  le  II  (second)  fuseau  sur  le 

I  (premier),  de  maniere  quo  le  sommet  A  —  du  II  (second)  coincide 
avec  le  sommet  --  i^  du  I  (premier)  et  que  le  cöte  ACB  du  (se- 
cond) II  prenne  la  direction  du  cöte  BDA  du  I  (premier).    I)'apr6s 


Sikstel:   Thiorhnes  fondamentatix  de  la  g^om^lrin  sph€nque,  169 

cela  lo  sommet  B  du  II  (second)  co'lncidora  avec  le  sommet  ^4  du  I 
(premicr)  ä   cause  de   T^galit^    dos   lignos   yiCB   et   BDA,   comme 

Zl  CAD  ^  rf  et  zl  CßD  «  d 

lo  cöt6  ADB  du  II  fuseau  coupera  absolument  ACB  ~  c6te  du  I 
(premier)  dans  quelque  point  A^,  qui  se  trouve  sur  la  ligne  ACB 
entro  les  points  A  et  B,  (Le  dessin  3  se  rapporte  au  cas  oü 
Z.  CAD  <C  d,  Le  dessin  4  se  rapporte  au  cas  oü  zl  CAD  >  d) 
Mais  alors  nous  trouverons  que  les  ligacs  ACB  et  AKB  se  rencon- 
tront  tout  au  moins  dans  trois  poiuts  A^  Ä'et  -ö,  ce  qui  ne  s'accorde 
pas  avee  Tadmission  VI.    Cette  coutradiction  n'a  pu  avoir  lieu  qu'ä, 

cause  de  la  supposition  que  ^  CAD  ^  d^  et  par  consequent 

Zl  CAD  =-  d 

Theoreme    VII.     Toutes  les    Ugnes   geometriques  sur   la  surface  sont  des 
Eignes  fermees  et  par  consequent  elles  sont  toutes  Egales  entre  elles. 

Seit  la  ligne  CA  perpeudiculaire  h,   la  ligne  BCD  (v.  f.  9). 

En  continuaut  la  ligne  BCD  jusqu'ä  sou  second  point  d'inter- 
section  avec  la  ligue  CA  et  preuaut  en  cousid^ratiou  que  CB  coupera 
^*-4  uue  sccondo  fois  dans  le  point  A^  nous  demontrerons  par  la 
superposition,  comme  nous  avons  demontr^.  le  th^or^me  V,  que  le 
P^olongement  de  CD  passera  aussi  par  le  point  A,  Maintenant  d'apr^s 
^®    thdoreme  VI,  nous  concluons  que 

^  BAC  ==  zl  CAD  -=  d 

^^  par  cons6quent  (d'apres  le  thcor^me  röciproque   au  thöor^me  des 

^^gles  adjacents,   demontr6,    comme  dans   la  geometrie   d'Euclide), 

_  ^    ligncs  AD  et  AB  forment   uuo  seule  ligne  gcom6trique.     D'ici 

^^   est  6vident  que  la  ligne  AßCDA  presente  une  ligne  infinie  et  par 

^'^ns^qucnt   tonte  ligne    priso    toute   enti^ro  est  une   ligne  fermce. 

^^ttime  les  lignes  peuvent  etre  superpos^es  Tune  sur  Tautre  jusqu'ä. 

^^<i  colncidence  compl^te,  la  circoustance  qu'elles  sont  fermees  nous 

Protive  qu'elles  sont  6gales.    „ü'apres  ce  th^or^me  nous  concluons 

^^^ncore  que  la  ligne  geom6trique  est  infinie  dansle  sens  que  sapor- 

^^tion  peut  etre  coutinnee  jusqu'ä  Tinfini  et  passer  par   le  point  de 

>»^^part  la  quautite  de  fois  süffisante.*' 

Theoreme   VIII.     Les  deux   lignes   geometrlques   sur  la   surface   se   par- 
^9mt  en  deux  jmrties  egales. 
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Soient  ACBNA  et  ADBMA  deux  lignes  qni  se  rencontrent  daos 
Ics  points  A  Qt  B  (v.  f.  10).  Les  angles  CAD  et  N AM  ^oni  opposes 
et  par  consequent  egaux  (corollaire  du  th^or^me  de  l'^galite  des  angles 
droits).  Cela  nous  permet  de  superposer  le  fuseau  ACE  DA  sur  le 
fuseau  ANBMA  en  faisant  glisser  Tuu  des  deux  sur  la  surface  et 
de  parvenir  ä  ce  que  ACE  pronne  la  direction  de  ANß  et  que  ADB 
passe  sur  AMB.  Alors  le  sommet  B  d'un  fuseau  cöincidera  avec  le 
m^me  sommet  d'autrei,  car,  si  nous  supposons  que  sommet  B  da 
Premier  fuseau  prend  place  en  dehors  ou  au-dedans  de  Tautre  (pas 
sur  les  point  B)^  nous  trouverons  que  la  ligne  peut  etre  prolong^e 
d'un  c6t6  dans  deux  directions  (ce  qui  est  en  contradiction  avec 
l'admission  V).  Ainsi  en  superposant  ACB  et  ADB  sur  ANB  et 
AMB'^^  nous  trouverons  que  les  derniers  points  des  lignes  super- 
pos6es  cöincident,  et  par  consdquent 

ACB  =»  ANB    et    ADB  —  AMB 

c'est-ä-diro  les  lignes  ACBNA  et  ADBMA  se  partagent  mutuelle- 
ment  en  deux  parties  egales. 

Corollaire.  Comme  par  chaque  point  de  la  ligne  geometri- 
que  donnee  sur  la  surface,  on  peut  tracer  sur  cette  surface  une 
quantite  infinie  d'autres  pareiiles  lignes,  nous  pouvons  affirmer 
d'apres  le  tli6or^me  VIII,  qu'elles  passeront  toutes  par  un  autre 
point  constant  sur  la  surface,  qui  sera  6galement  eloigne  du  point 
donn6,  servant  de  commencement  aux  lignes  tracees,  en  prenant 
ces  distances  des  deux  cötes  sur  chaque  ligne  geometrique.  D'ici 
nous  concluons,  que  „par  deux  points  sur  la  surface  geometrique, 
„Präsentant  les  milieux  de  quelques  lignes  geomctriques,  on  peut 
„tracer  une  quantite  infinie  d'autres  lignes  g6ometriques". 

Les  corollaires  du  th6or6me  II,  le  theoreme  III  et  le  th^oreme 
IV  de  notre  recherche,  obtenus  au  moyen  des  memes  principes  sur 
les  quels  est  bas6  le  Systeme  g6ometrique  d'Euclide,  permettent,  il 
nous  semble,  d'avoir  la  conviction  que  les  idees  fondamentales  de 
la  g^om^trie  d'Euclide  sont  precongues,  car  nous  pouvons  dire 
maintenant:  1)  il  n'y  a  pas  de  ligne  geometrique  completement  de- 
finie  par  deux  points  pris  sur  eile  arbitrairement  et  2)  il  n^y  a  pas 
de  surface  geometrique,  sur  laquelle  on  puisse  tracer  du  point  donne 
une  ligne  g6om6trique  parallele  k  la  ligne  donnee. 

Re  mar  que.  Les  theor^mes  deraontres  dans  notrw!  recherche 
peuvent  etre  largement  appliqu6s  sur  la  sphere  pour  les  arcs  des 
grands  cercles.  II  fallait  s'y  attendre  ayant  en  consid^ration  le 
caractere   des   admissions    prises   pour  base   de  la  recherche.    En 
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<:oinparant  ces  admissions    avec  les  positions   gcom^triqucs  qui  ca- 

ract^risent  la  sarface  I  sph^rique,    dous  trouvons:  L'admission  I  pent 

etre  appliqa6e  anssi  sur  la  sphöre.    L'admission  II  pcut  etre  6gale- 

ment  appliqu^e  sur  la  Sphäre :  „deux  points  de  la  circonf6rence  d'un 

^rand  cercle  d^finissent  compl^temeut  la  position   de  cette  circon- 

ference  sar  le  surface  sph^riqae  si  la  distance  entre  eux  est  plus 

petita   qae   la  moitiö    de  la   circoDference  (oa  plus  grande  que  la 

ixioiti6  de  la  circonf6rence)  ^).    Bans  notre  admission  II  nous  avons 

la  possibilit6  d'une  co'incidence  complete  des  lignes^g^om^triques ,  sl 

l*anit6  liü^aire  est  choisi  ainsi:  tragant  entre  deux  points  choisis  la 

ligne  g6om6trique  AH^  d6finissons  sur  eile  le  point  C  de  maniere  k 

obtenir  rin6galit6:  Ac  <^  CB  et  ensuite  prenons 

AC  ^  \ 

en  la  prenant  pour  Schelle  constante.  AB  sora-t  eile  pour  la  sur- 
face 8ph6rique  plus  potite  que  la  circonference  du  grand  cercle  ou 
egale  ä  eile,  nous  obtiendrons  toujours  que  AC<C^\  de  la  circon- 
f^renec.    Si  AB  <^  que  la  circonförence,  il  est  Evident  que  commc 

AC+  CB  ^  AB 

et  AC<^  CB,  2AC  <1  que  la  circonf6reuce  et  AC  <^  ^  de  la  cir- 
conference; si  AB  «=»  ä  ia  circonference,  alors  dans  les  meraes  con- 
ditions:  2AC<C  que  la  circonference  et  AC  <C  i  de  la  circon- 
ference. Tous  les  autres  th^or^mes  et  toutes  les  autres  admissions, 
<iai  y  sont  bas6s,  peuvent  etre  appliqu^s  aussi  sur  la  surface  sph^- 
riqne. 


1)  Si  la  distance    entre    deux    points    de  la    surface    sphcrique    est    plus 
grande  que  la  moitie  de   la  circonference   du  grand  cercle,  la  discance  entre 
les  meines  points,  prise  dans  la  dircction  opposde,  et  plus  petite  que  la  moitid 
"C  la  circonference. 

Orembourg,  31  mai  1892. 
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IX. 

Eelationen   bei   regulären ,  dem  Kreise  ein-  und 

umbeschriebenen  Polygonen. 

Von 

Prof.  E.  Doleial, 

Constiuotcur  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  tn  Wien. 


Einleitung. 

Der    symbolischen    Bezeichnung    wegen,    welche    in    folgender 
Untersuchung  eingehalten  wurde,  wollen  wir  vorausschicken: 


6-  «  AB 
sei  die  Seite  eines  dem  Kreise  mit  dem  Radius 


Q  ^  AC  =  BC 
eiubeschriebenen,  regelmässigen  n-Eckes; 


S  «  GH 

die  Seite  des  demselben  Kreise  umschriebenen  regulären  Polygones 
mit  n  Seiten ; 

t  :=^  ~AF  =  FB 

sei  die  Länge  der  Tangeute  in  den  Punkten  A  resp.  B] 

D  -=  FD,    d  =  FE 

die  Entfernung   des    Tangentenschnittpunktes   F   von    den  Seiten  s 
bzhw.  /S; 


1)  Die  CD  tfprechende  Figur  kann  sich  der  Leser  ohne  Schwierigkeit  ent- 
werfen- 
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h  =  DE 

sei  die  Pfcilböhe  oder  der  Abstand  der  Seiten  s  und  S-, 


r  =  CD 

sei  der  Radius  jenes  Kreises,   der  dem  Polygone  mit   den  Seiten  s 
eingeschrieben  ist,  hingegen 

R  =  CG' 

der  Radius  des  dem  regulären  Polygone  mit  den  Seiten  S  umschrie- 
benen Kreises; 

360« 

(0  =   

n 

<^er  zum  n-Eck  zugehörige  Centriwinkel. 
Weiters  sei  

die  zu  dem  halben  Bogen  gehörige  Sehne  bzhw.  Tangente,  welche 
^'e  Seite  des  einbeschriebenen  resp.  umbeschriebenen  2n  Eckes  dar- 
steil on. 

^lle  Symbole,  welche  sich  auf  das  n-Eck  beziehen,  tragen  der 
finffi^.chheit  halber  keinen  Index,  während  die  Polygone  mit  dop- 
peitcMr,  vierfacher  u.  s.  w.  Seitenzahl  die  entsprechenden  ludices  be- 
sUzcMa.    So  haben  wir: 

für  das   2n-Eck:      «2n,        S-ln-i        ^^n,         ^2n,        ^2n  •     •     . 

für  das  2'»«-Eck:  a^^u,    Äg»"«,    ^»~„,    7*2%,    k^^n  .    .   . 


I. 

<I)er  Seitenabstand  des   dem  Kreise  ein-    resp.   umschriebenen, 
regm^lären  n-Eckes 

DD  =  h 

der        ß^ßjj   einem    terminus   teclinikus   Pfeilhöhe    bezeichnet    werden 
mö^c^^  bildet  einen  aliquoten  Teil  des  Abstaudes 

FD  ^  D 
A®^    allgemein  in  der  Relation 

D 
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seinen  Ausdruck  findet.  Hierbei  bedeutet  k  eine  Zahl,  welche,  wie 
wiF  später  sehen  werden,  2  zu  ihrem  Minimum  und  3  als  Maximum 
hat,  und  welche  wir  mit  dem  Namen  Teilfactor  belegen  wollen. 

Nun  ist 

.  ,180 

cos  -  -    > 

n      . 

und  \  2) 

Ä  =  p(l-.cos^— ) 

Werden   diese  Werte  in  die  Gleichung   1)  eingesetzt,    so  folgt 
für  den  Teilfactor: 

.    180 
<sin  — 


,(^l-cos  — j 


was  entsprechend  umgeformt  den  Ausdruck  giebt: 

cos  — 
n 

oder   aber   nach  Einführung    des  Wertes   für    die   trigonometrische 

Function : 

2t 
^  =  1  +  -  4) 

Mittels  des  Teilfactors  lassen  sich  alle  andaren  Längen  des 
Curvenstückes  AEB  des  Kreises  ausdrücken  und  in  einfache,  schönen 
Bau  zeigende  Formeln  kleiden. 

Zuerst  erhalten  wir  für  die  trigonometrischen  Functionen  des 
halben  Centriwinkels  die  Ausdrücke : 


.    181       ik(k—2) 

sin    -  =    -     ---  - 
n  k — 1 


180 
cos 


n  ^  —1 

180         n-r—^ 
tg-   -  =y^'(A:-2) 
n 

180 1_         _  ikj^'l) 


>  5) 
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Für  die  folgenden  Längen  von  Strecken  stellen  wir  je  drei  For- 
meln auf,  jenachdem  wir  dieselben  als  Functionen  von  /,  s  oder  q 
betrachten,  und  erhalten,  wie  leicht  aus  der  Figur  abzulesen  ist,  und 
zwar  für  die  Tangente: 

8  ÄJ—  1 

■   — ?i^ —  * 


180 

2  cos  — 
n 


180  / 


für  die  Sehne: 


180  2 

8  =  2<C0S  «  -, r  t 

n  k  —  1 

^     .180       2VHk~^ 
=  2p  Sin =•  — ;-    :; 

für  den  Radius  t 


\ 


180       yk{k—2) 


,       ^    180       (k^l)Vk{k^2)^    ( 

-J,cot«— 2kik:z^-'  / 


2Ä;(^-  -2) 
für  die  Länge 

.    180       Vk(k^ 
D  =  /sin  —  =  — ,— "T"^  < 

n  k—l 


^tg-'^i-^V^   k^i 

für  die  Pfeilhöhe: 


k    ^    k(k—l) 
Vk(k^ 


2k 

k-  2 
^k^\' 
für  den  Abstand 


8 


6) 


7) 


8) 


.180       ik(k-2)  \  Qv 

180    .180     &(*— 2) 


10) 
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d"^  D  —  h  ^. 


VifcCÄ;— 2) 


k 


rr; 8 


11) 


2Ä: 


^{k^2)Q 


Die  Länge  des  Bogens  l  über  der  Sehne  s  berechnet  sich  nach 
der  bekannten  Formel: 

180 


Z  — 2p 


12) 


n 


wobei 


ist,  da  nämlich 


180 
n 

arcsiii  .-7- 
2p 

mß  s 

s 

13) 


gleichkommt. 

Setzen  wir  statt  des  aresin  die  Reihe,  so  haben  wir: 


arcsi 


"  :>p  ""  2p  +  6  V2p)   +  40  \2p  j    +  •    •    • 


Nach  Einführung  dieses  Wertes    in    13)    geht   diese   Gleichung 
über  in: 

oder  annähernd: 


was  sich  reducirt  auf 


14) 


Der  hiebei  begangene  Fehler,  entstanden  durch  Wcglassung  der 
«ach  dem  zweiten  Summanden  der  Arcus-Reihe  folgenden  Glieder, 
lautet: 


f  ^  29  [I)  (2^)°+  11-2  (Q'  +  iff:,  (2^)   + 
~  ^  VW  l20"^56  \-2qJ    "^  576  \'AqJ  """ 


15) 
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Wird  hierin  für   g-  der  Wert  aus  14)  eingeführt,  nämlich 

(•)=e.'-r-' =,((-.) 

l 

wobei  -  >  1  ist,  so  ergiebt  sich  für  den  Fehler: 

Nach  Formel  15)  kann  die  Grösse  des  Fehlers  jederzeit  ermit- 
telt werden,  and  wir  besitzen  ein  Mittel  zn  beurteilen,  ob  der  Be- 
Btiinmung  des  Bogens  jene  Genauigkeit  innewohnt,  deren  wir  be- 
dürfen. 

Formel  14   lässt  sich  noch  vereinfachen;  denn  es  ist: 

flX  -.  fiX  —  i2t  +  s){2t^s) 

\2qJ   ^^       \2tJ  4<- 

somit  kann  auch  die  Näherungsformel   14)  geschrieben  werden  nach 
Einführung  dieses  Wertes: 

Selbst  dieser  Ausdruck  lässt  noch  eine  Vereinfachung  zu;  denn 
setzen  wir,  oder  wird  in  einem  gegebenen  Falle 

was  dann  eintritt,  wenn 

s  =  2t 

wird,  so  erhalten  wir  für  den  Bogen  den  Ausdruck 

l  =  s+^-ij-^  18) 

der  eine  rasche  Berechnung  des  Bogens  gestattet.    In  diesem  Falle 
erhielten  wir  für  den  Centriwinkel  auch 

180      «        1         ,       lÖÖ       . 
cos  —  =»  -  =  1      also    —  =0 

n  2<  '  n 

was  dann  eintreten  würde,  wenn  n  -=  oo  wäre,  d.  h.  für  ein  Polygon 
mit  unendlich  vielen  Seiten  würde  die  Formel  18)  volle  Giltigkeit 
besitzen. 

Der  Fehler  /|,  den  wir  begehen,  indem  wir  statt  17)  die  Formel 
18)  benutzen,  hat  den  Wert: 

Axch.  d.  Kftih.  n.  Phya.    2.  ßeihe.  T.  XV.  12 
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2t  — 8  8{2t  -|-  «)  —  8<* 
■"       3  8<* 


12) 


Dieser  Fehler  kann  auf  zweifache  Art  der  Nulle  gleich  werden 
und  zwar: 

a)  wenn  2t  —  «  «  0,    oder 

b)  wenn        «(2<  +  *)  —  8<«  «  0    wird. 

Der  Fall  a)  ist  oben  besprochen  and  tritt  ein  bei  einem  Polygon 
mit  unendlich  vielen  Seiten; 

der  Fall  b)   hat   zur   Bedingung   eine  quadratische    Gleichung, 
welche  nach  t  oder  a  geordnet  werden  kann,  und  lautet: 

welche  aufgelöst  geben: 


\ 


2 

resp. 


was  gleichfalls  nie  eintreten  kann. 

Formen  wir  die  Gleichung  18)  mit  Hilfe  der  vorher  abgeleiteten 
Ausdrücke  um,  so  erhalten  wir  für  den  Bogen: 

,       2  ik  +  l 

-  I  (A:  +  1)  «  j'  20) 

2  (A;  +  1)  ^k{h  —  2) 

-  3 j^ZTx  Q 

Für  die  Seite  des  dem  Kreise  einbeschriebenen  2n-Eckes   gilt 
die  Formel:  

welche  -Gleichung   nach   Einführung  der  Werte   iür  »  und   h  über- 
geht in 


82n  = 


ein-  und  umbeschriehenen  Polygonen*  17Q 

Vk  C2k  —  2) 
k(k  —  1)    ^ 

Vk{2k^^ 

V(k  —  2)  (2ÄJ  —  2) 


Äj—  1 


9 


dor  zugehörige  Centriwinkel  ist  —   resp.  -r-f 

n  2n 

Für  die  Seite  des  dem  Kreise  umschriebenen  n-Eckes    erhalten 
wir  aus  der  Proportion: 

S:  8  ^  q:  (q  —  h) 
Da  nun 

Vkjk  —  2) 
""  A;(Ä:~  1)  (ifc—  2)' 

yÄ:(A;  —  2j 
*°  2kik  —  2)  * 

ist,  80  geht  die  obige  Formel  für  S  über  in 

S^{k'-l)s 
^  2t  }  22) 

«.  2  y^fc  —  2)  Q 

Die  Seite  des  dem  Kreise  umschriebenen  2n-Ecke8  ergiebt  sich 
einfach;  dieselbe  ist,  wie  aus  der  Figur  abzulesen  ist: 


S2n  =  2AJ  =  ^  t 


^Vk^k'-^'-I) 

.- Q 


Für  das  Tangentenstück 


12* 
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lassen  sich  gleichfalls  einfache  Formeln   aufstellen,  welche  wir  der 
Vollständigkeit  halber  anführen  wollen.    Es  ist  nämlich 

welche  Gleichnng  nach  ausgeführter  Substitution  übergeht  in 

ifc  — 1 


24) 


oa 

k     * 

^ 

(k 

2k       * 

k 

t/ui-         Qi 

Die  Seite  des  umschriebenen  2n-Eckes  lässt  sich  ausdrücken 
durch  die  Seite  des  eingeschriebenen  2n-Eckes  auf  Grund  der  leicht 
zu  findenden  Proportion: 

Äh  :  «2n  —  p  :  (p  —  Ä2n) 

wobei  h2n  den  Abstand  der  Polygonseiten  S2n  und  «2n  bezeichnet  Dieser 
Abstand  lässt  sich,  wie  folgt,  finden:  Es  ist 

und  nach  Formel  23)  auch 

&»  —  — j^« 

Drücken  wir  nun  in  der  ersten  Formel  S2n  durch  s  aus,  so  erhalten 

wir: 

e     -        g         yfe(2A;-2) 

und  durch  Gleichsetzung  folgt: 

fc—  1  g       Vk{2k-'2) 

k  Q  "  Ä2n  2Ä; 

woraus  die  gewünschte  Differenz  folgt: 


Vkjzk  —  2) 


,y2(fe-l)(fc~2) 


y2(A:  -  1)  (A:  -  2) 
2(ifc  —  1)  (Ä;  —  2) 


CM-  und  umhesehriehenen  Polygonen,  Igl 

welche,  in  obenstehende  Formel  für  S^h  snbstitnirt,  liefert: 

2(k  —  1) 

Der  Abstand  Ash,  die  Pfeilhöhe  des  2n-Ecke8,  stellt  sich  dar  in 
der  Form: 

jener  der  Polygonseiten  S  nnd  « 

Setzen  wir 

_l 

h  -  l' 
und  conform 


a 


V2ik-~  =  "^ 


\(k  - 1) 

so  folgt  hieraus  die  Relation: 

»      * 


and  man  kann  die  obigen  Aasdrflclce  für  die  Pfeilböhen  auch  schreiben 
h   =  ,  [l  -  .  J  -  f  [l  -In.']   ) 


[.-«.]  =  4.-)/?]    i 


25) 

r  1        r      1  /ka\    V 

A21 


Der  Abstand  hn  lässt  sich  nnn  dnrch    h  ausdrücken;   die  Division 
obiger  Ausdrücke  giebt; 

Aus  der  Figur  erhalten  wir: 

j  ^h{2Q  —  h)  =-  2^A— Ä« 

in   welcher   Gleichung  die  Pfeilhöhe  h   als  Wurzel   einer  gemischt 
quadratischen  Gleichung  auftritt: 


«2 


woraus  ist 
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A  =  *±)/p«-j' 


Bas  obere  Zeichen  des  Wurzelausdrackes  hat  ia  vorstehen- 
der Auflösung  keinen  Sinn,  da  h  nie  grösser  werden  kann  als  p,  es 
gilt  daher  bloss  das  untere  Operationszeichen;  es  wird  dann 


— J/'- -  ^ .  f' -  [- (•Ä)T  ] 

Entwickeln  wir  den  Subtrahenden  dieser  Differenz  nach  dem  bino- 
mischen Lehrsatze  in  eine  Eeihe,  so  folgt: 

oder  reducirt: 

—  ia)'['+i(r,)'+IG'J+  •■ 


Indem  wir 


setzen,  erhalten  wir  für  die  Pfeilhöhe  h  nur  einen  Näherungswert, 
weshalb  wir  das  Symbol  hn  setzen,  und  begehen  einen  Fehler  und 
zwar 

^  '^  8  \¥a)  "•"  16  \2q)  +  128  \2\)  +  '   '    ' 

welcher  der  Summe  einer  unendlichen  Keihe  gleichkommt.  Lassen 
wir  die  Glieder  derselben  vom  zweiten  an  weg,  so  hat  diese  Ver- 
nachlässigung einen  geringen  Einfluss  auf  die  Grösse  des  Fehlers 
selbst;  derselbe  wird  hinlänglich  genau  bestimmt  sein  durch 

Substituiren  wir  in  Formel  27)  die  abgeleiteten  Werte  für  s  und 
p,  so  folgt 

,  y^(F^~2) 

j  iUk  ~  2)       >  29) 

^  '     fc  -  1      '' 
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wobei  wir  nochmals  bemerken,  dass  dies  nur  Nähernngsformeln  sind, 
während  die  Gleichungen  10)  die  strengen  Werte  für  h  darstellen- 
Auch  die  folgenden  Gleichungen  für 

^"*         (r:ri)4 * 


Hk  ~  2)  -^k(h  -  2) 


«    /7.  _   INS *       f  ^> 


^   ^k(h  -  2) 
""*       Ä-l      ^ 

stellen  nar  angenähert  den  Fehler  in  der  Pfeilhöhe  dar. 

Den  wahren  Fehler  /l  in  der  Pfeilhöhe  A  erhielten  wir  durch 
Bildung  der  Differenz  ans  10)  und  27),  nämlich: 

(k  -  2)  Vm  -  2)  V  . 

=  J — fc(ifcTrij *  ^  31) 

,  (k-2)  [2  —  k(k  —  2)] 
°"  * i^-1 <• 

Wir  haben  diese  Berechnang  von  h,  sowie  dessen  Fehlers  hier 
eingeschaltet,  weil  in  der  Ingenienr-Praxis  bei  der  Bogenabsteckang 
nach  gemessene  s  und  t  h  darnach  berechnet  wird,  und  weil  auf  die 
obige  Formel  27),  für  K  nämlich, 

^^  -  8g 

sich  eine  Bogenabsteckuug  stützt,   die  sogenannte  Yiertels-Methode. 
Die  PfeUhöhe  

LK  =  h2n 

der  zum  2n-Ecke  gehörigen  Seite  wird  bei  der  praktischen  Bogen- 
absteckuug als  der  vierte  Teil  von  der  frühereu,  der  Pfeilhöhe  des 
n-£ckes,  angenommen,  also: 

Die  theoretische  Begründung  hiefür  ist  die  folgende:  die  Sehne 

AC  =    S2n 
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ist  fast  die  Häifte  von  «n,  da  in  dem  mathematischen   Ausdrucke 
derselben 


«2n 


]/t + - 


h*  seiner  Kleinheit  wegen  verDachlässigt  werden  kann,   somit  kann 
man  setzen: 

8 

«2»  =  2 

Die  Ffeilhöhe  h2n  wird  nach  obiger  N&heruDgsformel 

,  S2n 

substituiren  wir  hierin  den  Wert  für  s-zh  und  berücksichtigen  die  For- 
mel 27),  so  folgt: 

Analog  verfährt  man  weiter  in  der  Berechnung  der  Pfeilhöhen 
des  2*n,  2\^  .   .   .  2"VEckes,  wofür  sich  ergiebt: 


Vn 

« 

h2H 
—    1 

4 

h 

h^H 

= 

4 

Ä3 
43 

h'^n 

^2% 

4 

h 

33) 


Indem  wir  die  Gleichung  32)  mit  26)  vergleichen,   erhalten  wir 
die  Beziehung: 

^A;—  1  l/2(Ä;  — T)  —  l/Jk 


|/^ 


2  A;  — 2 


—  » 


welche  nach  Befreiung  der  Wurzeln  nachstehende  Gleichung  vierten 
Grades  liefert: 

17  Ä;*  -  120  &»  +  312  ^^2  __  352  A;  -j-  144  =  0  34) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  unschwer  in  nachstehende  Factoren 

zerlegen 

{k  -  2)3(17Ä;— 18)  -0 
Es  sind  daher 

äJ|    -       Ä/Q   "^^  AJq   —  ^ 

drei  gleiche  und 

**       18 
die  vierte  Wurzel  der  Gleichung  34) 
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Wie  wir  später  sehen  werden,  entsprechen  die  Werte  der  Teil- 
factoron /b  —  2  einem  Polygon  mit  unendlich  vielen  Seiten,  während 


h=^ 


17 

18 


koiiiem  reellen  Polygone  angehören  kann,  nachdem  dieser  Teilfactor 
aat;cr  das  Minimum  2  herabgesunken  ist. 

Die  Näherungswerte  der  Pfeilhöhen  aus  den  Gleichungen  32) 
und  33)  setzen  uns  in  die  Lage,  die  Seiten  des  2*n,  2^7i,  .  .  .  2*»n- 
Eolses  in  einfache  und  einen  gesetzmässigen  Bau  aufweisende  Aus- 
drucke umzuformen. 

Für  die  Seite  des  2n-Eckes  folgt  in  aller  Strenge  nach  der  Formel 

*3fi  —  y  ^    +  h 
nad  ausgeführter  Substitution: 

l/2k{k—  1)      ___  ^k(2k  --  2) 

^"  kijc—l)     ^  ~"       k{k  -  1)""  ^ 


35) 


l/2k{k  ~  1)      _  ^k{2k  —  2) 
2k  ^  ^  2k  ^ 

y 2(fe  -  1 )  (k^^  V{k  —  2)  {2k  --  2) 

^'^^   Polygonseite  «2*n  bestimmen  ^ir  auch  der  Gleichung 

wol>ei  82n  den  vorstehenden,  streng  genauen  Wert  besitzt,  während 
^2»     mit  dem  Näherungswerte  aus  32) 

Ä2n=J 

e^»  gesetzt  wird.    Nach  einfacher  Rechnung  folgt: 

„         Vk{2k  —  in) 


'2"         U(k^l) 

Vk(9k^~iO) 
^         8/fc 


t 


8  )  36) 


V{k  —  2)  (9Ä;  —  tO) 
4(Ä;  —  1)  ^ 
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Yerföhrt  man  in  analoger  Weise  weiter,  indem  von  nun  an  i 
für  die  Polygonseite  als  die  Pfeilhöhe  nur  die  Näherungswerte 
stituirt  werden,  so  erhalten  wir  nachstehende  Formeln: 


3        JKdlk  -42) 
'^  *•  ""     lUlh  —  1) 


1/ä?(37A;  — 42) 
""  32i5;  * 

y(fc  — 2)(37fc  — 42) 
^  16fc(A;— 1) 

^         -yV^U^k  -  170) 
*2"^      64Ä;(Ä;  — 1)       ' 

V^149A;  ~  170) 
^  128ifc  * 

l/(;^—  2)(149Ä:  — 170) 
"^  64tÄ;  -1) 


6   _  V^(597fe  —  682) 
256ä;(A;--1) 


*2  n  —        «--/»,  . ,        T^^^        i 


VA;(597fc  -  682) 

512  Jb  *  ^ 

V(fe  —  2)  (5971;  —  682)       \ 
256(A;  -  1)    '        ^  / 


g   __  V^(2389^^0) 
lU24ifc(^'  — 1) 


*2  »  —         ^  ..c^ä  1  /i  <  »         ^ 


S 


Vfc(2389Jfc  —  2730) 
""  2048  A; 

VCA;  —  2)  (2389"ä;  -  2730) 
""  1024  (k  —  1) 

Das  Bildangsgesetz   für    die  Ausdrücke  der  Seiten  der  c 
schriebenen  Polygone  52n,  «2*»>  ^2^«»  ...    ist  unschwer  zu  finc 

Die  Ausdrücke   sind  Brüche.     Unter   dem   Wurzelzeichec 
Zählers  erscheinen  die  Binome: 


ein-  und  umbBschrUbenen  Polygonen, 
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2k 
dk 

mk 

U2k 


2 

10 
42 
170 


multipliciert  mit 


k 
k 
fc  —  2 


je   nachdem,  ob  der  Ausdruck  als  eine  Fuiiction  von  t,  s  oder  g  er 
scheint. 

Die  Nenner  werden  erhalten  aus: 

k(k  —  1) 
2k 

indem  wir  successive  multiplieiren  mit  4,  wodurch  resultirt: 

4ifc(Ä;  — 1),     16Ä;(Jk  — 1),     Ukik  -  1) 
Sk  32  k  12Sk 

4(A;  —  1)       16  (Ä:  —  1)         U{k  —  1) 

J^     xiachdem  dieselben  zu  t,  s  oder  q  gehören. 

Die  Coefücienten  der  binomischen  Factoren  im  Radicand  haben 
^IV^^ü  interessanten,  gesetzmässigen  Bau,  Um  diesen  recht  über- 
s^clitlich  darzustellen,  haben  wir  die  Coefficienten ,  sowie  ihre  Zer- 
^H  ting  in  folgender  Tabelle  vereinigt. 


I^olygonseite. 


Coefficienten  des  Binoms. 


Minuend. 


Subtrahend . 


«2»» 

2 

«2*n 

9=-  2  .4+  1 

*2  n 

37  =  9  .  4  +  1 

Vn 

149  =  37  .  4  -f  1 

s^^n 

597  «  149  .  4  +  1 

«a^n 

2389  =  597  .  4  +  1 

9557  «  2389  .4  +  1 

• 

• 
• 

• 
• 

2 

10 

42 

170 

682 

2730 


:2  .4  +  2 
10  .  4  +  2 

:  42  .  4  +  2 
170  .  4  +  2 
682  .  4  +  2 
10  .  922  -  2730  .4  +  2 
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Wir  sehen: 

1)  Die  Coefficienten  beider  Sammaaden  des  Binoms  für]  S2n 
sind  einander  gleich  und  betragen  2. 

2)  Die  Coefficienten  der  Binome  folgender  Polygonseiten  sind 
nach  nachstehendem  Gesetze  gebaut: 

a)  Der  Goefficient  des  ersten  Summanden  des  Binoms  (Minuend) 
wird  gebildet,  indem  man  den  unmittelbar  vorhergehenden, 
correspondirenden  Coefficienten  mit  4  multiplicirt  und  die 
Einheit  hinzu  addirt. 

b)  Der  Goefficient  des  zweiten  Summanden  des  Binoms  (Sub- 
trahend) wird  erhalten,  indem  man  den  unmittelbar  vorher- 
gehenden, correspondirenden  zweiten  Goefficienten  mit  4 
multiplicirt  und  dann  2  hinzu  zählt. 

Die  so  gewonnenen  Coefficienten  lassen  sich  unschwer  in  Sum- 
manden zerlegen,  die  eine  geometrische  Progression  bilden  und  eine 
leiclite  Summirung  zulassen,  wie  die  folgende  Tabelle  zeigt. 


Polygon- 

Coeffcienten des  Binoms 

seite. 

Minuend. 

Subtrahend. 

«2n 

2  =»2^ 

2  -  2' [2«; 

«2*n 

9  -  23+[2<] 

10  -  2[2«+2<»J 

«  3 

«2  >* 

37  =  25+[22+20] 

42  —  2[2^+2«+20] 

n  4 
«2   H 

149  «  27+[24-|-22+20] 

170  =  2[26+2*+22+2«] 

*2  »* 

547  =  29+[26+24+22 

+2"] 

682  =»  2[28+26+2*+22 

+20] 

„  6 
«2  W 

=  2"+[28+26+2* 
+22+20] 

-  2[2*o+28+26+2* 
+22+20 

• 

—  2>3+[2><>+28+2« 
+2*+22+20] 

• 

«  2[2«2+2io^28+26 
+24+22+20] 

• 

• 
• 

«2*"n 

• 
• 

Xm=      22"»-l+[22'«-4 
+22>«-8+  ...  +22 

1    OOT 

• 

• 

ym  =  2[22»'-2+22»»-« 
_|-.   .    .+2H-2"'] 
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"Wie  man  sieht,  besteht  zwischen  den  Coefficienten  des  Binoms 
xm  nnd  ym  ein  Zusammenhang,  der  gegeben  ist  dnrch 

oder  >  41) 


2«»»  —  28'H-l  +  y 


m 


Nachdem  die  Coefficienten  mm  und  ym  geometrische  Progressionen 
in  sich  enthalten,  so  lassen  sie  sich  vereinfachen.    Wir  erhalten: 


«m  -  i[3  .  22^1  +  2i2(»-i)  +  1] 

Tor  den  allgemeinen  Factoren  im  Nenner 

ib(Ä:  — 1),    k,    ifc  — 1 
je  nachdem  sie  zu 

«>         «,        Q 
gehören,  erscheinen  gewisse  Factoren  und  zwar 

für    92n    tritt  auf  1,  2,  1 

t,«n      „    „  2»,  2^  2* 

i,»n     „    „  2*,  2»,  2* 

Vn     „    „  2«,  2^  2« 


42) 


durch  einen  Inductionsschluss  erhalten  wir: 

für      «8*"m  22(«-l),  22m-^,  22('«-l) 

hiebei  sind  die  zu  t  und  p  zugehörigen  Factoren  einander  gleich. 

Indem  wir  die  erhaltenen,  allgemeinen  Ausdrücke  für  die  Coef- 
ficienten verwerten,  können  wir  für  die  Seite  des  eingeschriebenen 
2"*n'Ecke8  nachstehende  Formeln  erhalten: 


l/Ä?(fc  Xm  —  t/m) 


___   Vikjk  .  Xm  —  Vm) 
"  22»»-U 


8 


43) 


V(k  —  2)  (k  .  Xm  —  ym) 

22(«»"-l)(A;_  1)         '^ 


oder 
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^\k  -  2)  [{h  —  2)  gm  —  22*»-!] 
""  22(«»~1)  (Ä  —  1)  ^ 


weiter  auch: 


«r-»» 


2    n 


y(fe^2)[22(>>»-i)fe~fv,>| 
"^  22»«(~i)(ifc  — 1) 

and  schliesslich 


[/g  [22(«*-i)  {Ih  -  8)  -  (fc  -  2)] 
*^"***"'  2'^(»«-i)Ä;(Ä;  — i)  ' 

|/|[22(«»-i)(7A;  ^  8)  —  (Ä  «  2)] 
^  '■  22  »»-U      "  ' 

[/^-^  [22(''»-i)  (7  ^  -  8)  -  (ifc  --  2)] 
"^  22(»«-i)(Ä;  — 1)  ^ 


44) 


yA:[220"-l)fe-jyml 
22(m-l)A;(Ä;  — 1)       ' 


46) 


IL 

Für  den  Teilfaetor  eines  w-Eckes  wurde  nach  Gleichung  3)  und 
4)  des  I.  Abschnittes  erhalten: 

2  cos^  "         ^ 
*  cos  — 

n 

analog  weiter 

,,  2  cos2  — 

lc2n  .=  1  +  -:      =  ^7 


S2n 

COS 


'2n  J  1) 
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2C08*Ö 


*«"*+««"•  180 

COSp; 


*«"«-l  +  T7f  = 


.  90 
2«™»       2c08«2;;r„ 


,,»»„  18J      ) 


Es  ist  nicht  schwer,  den  Beweis  zu   erbringen,    dass  alle  Teil- 
factoren grösser  sein  mfisssen  als  zwei. 

Nehmen  wir  den  Radius  (>  =  1  an,  so  werden  augenscheinlich 


sin 

180 

n 

'-  s 

tg 

180 

n 

- 

S 

cos 

180 
n 

= 

1 

cos 

180 
2« 

=» 

1 

2) 


180 


cos  ^^   ^   1  —  Ä2"»n 


Nach  Herr  „Höhere  Mathematik"  Bd.  I.  pag.  111,  besteht  die 
trigonometrische  Reihe: 

secrc  «  1  +  (1  —  cosa;)  +  (1  —  cosa;)*  +  (1  —  cosa;)^  +  •    •    •      3) 

wobei  X  zwischen  den  Grenzen  —  ^  ^^^  +  ö  ^^^'^^^g®^®^^  ^^^^  ^^^ 
unter  dieser  Supposition  auch  die  Reihe  convergirt. 

In  unserem  Falle,  wobei  der  Reihe  nach 

_18')       .         180      180     18)  180 

X  —  -^-    weiter    ^ ,    ^g^  »    ^^s^;  •   •    •  2% 
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ist,  wird  die  erwähnte  Bedingung  in  aller   Strenge  erfüllt,   somit 
gelten  die  Gleichungen: 


sec 


180\« 


^      i  .   A  1SÖ\,    /,  180\ 

I   f,  180\» 

+  (l-cos-j  +  . 


sec 


180 
2n 


180\» 


l  +  (l-C0S^^)+(l-C08^) 


+  (l- 


180\», 

COS  -;r-  I  +  . 


1 

2n/ 


180       ,    ,    /,  180\  ,    /  180V 

sec  2^  =l+^l-co8  2,-jH-(^l-cos2Si; 

+  ^1-C08  2i;^j    + 


\ 


•      •      • 


3') 


180       _ 
8eC2i;r„-=l 


180\2 
cos^^—  j 
2"»«/ 

180\8    .  ' 


Führen  wir  hierin  für  sec  und  cos  die  zugehörigen  Werte  ein 
aus  2),  so  erhalten  wir: 


^      -  1  «  1  +  An    +  ÄH*    +  An»      +  .    .   . 


fen      —1  =  1  +  Ä2n    +  h2n*  +  hJ     +  .    .     . 
Vn     -I=l  +  Vn  +  Vn*  +  Vn*  +  .     •     . 


1 
—  Ä2n 

1 


1  — 


h^^ 


4) 


Ä;2-«-l  =  l+Ä2%  +  Ä2-n«+Ä,-n8+.     .     .=^_^^      / 


Hieraus  bestimmt  sich: 


da  nun  die  Summe  in  diesem  Ausdrucke 


2  -  k/n^ 

i  -  Ä/»n 
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entschieden  positiv  ist,  so  ist  auch  sicherlich  Je '^2,  In  analoger 
Weise  könnte  für  einen  jeden  der  speciellen  Teilfactoren  direct  er- 
wiesen werden,  dass  derselbe  grösser  als  2  sein  müsse. 

Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  das  einfachste,  regelmässige  Polygon, 
welches  einem  Kreise  ein-  resp.  umschrieben  werden  kann;  wie  wir 
uns  leicht  überzeugen,  indem  wir  in  die  erste  Gleichung  des  Systems 
1)  n  =  3  setzen,  wird  der  Teilfactor  k  =  3. 

Für  ein  Polygon  mit  unendlich  vielen  Seiten  ist  n  »  ao ,  somit 
k  =  2,  Die  beiden  extremen  Werte  für  den  Teilfactor  k  sind  2  als 
Minimum  und  3  als  dessen  Maximum.  Der  Teilfactor  hat  daher  all- 
gemein einen  Wert,  der  sich  ausdrücken  lässt  durch: 

2  <  ^'  <  3  6) 

Die  Gleichungen  4)  lassen  sich  auch  schreiben,  wie  folgt: 

{kn    -  1)    (1  -  hn)  «  1 

(k2n  —  1)  (1  -  hn)         «  1 

Wn  -  1)  (1  -  V«)      -  1 

7) 


(krnn  -  1)  (1  —  Ä,%  )  =  1    / 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  k  durch  h  und   umgekehrt  ausge- 
drückt werden;  es  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


,  2  — //„  2-ku 

l'u     =1     --,-  sowie    hu       =^ —  - 

1  —  hü  1  —  A*„ 

2  —  7*2»  .       ^  2  —  hin 

k2n     =-z =—  sowie      Ä2m       =i r- 

1  —  Ä2m  1  —  k2n 

^-•»'  -  r^-I-.„  sowie    äA    =  -_^.-  -  ^    y  g, 


~^ ^-^-      sowie      kJ*\  « ''-  - 
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Die  vorstehenden  Werte  für  h  and  k  können  auch  in  die  Form 
entwickelt  werden: 

kn    =  2  +  An    +  An*    +  ^*    +  •   •   •  +  iü  iof.    nnd 

Ä„     —  2  -J-  ^    +  ^«*+A:h*    +  •   .    .  in  inf. 

k2H   =  2  +  Ä2n    +  hfn*  +  Äj»^    +  •    •    •  +  ^^  ^^^'     ^^^ 

Ä2n    —  2  +  fe«   +  k^n*   +  ÄJjn'  +  ...  in  inf. 

Vn-2  +  W  +  V«+Ä3n'+.   .   .  +  ininf.    nnd 

Vn  =2  +  Vn +Vn*  +  Vn»  +  .   •   •    in  inf.  >  ^^ 


ÄJ^m«  —  2  +  V'«  +  ^2~n*  +  Ä,"»n'  +  .    .   .  +  iu  inf.    Und 
Äj%  —  2  +  Ä;j»«H  +  k/nt^  +  ä-^'hs^  +  ...  in  inf. 

Bilden  wir  die  Summen  der  Teilfactoren  bzhw.  der  Pfeilhöhen, 
80  erhalten  wir: 


£  *,"«  -  2(»»+  1)  +  2  W      ] 

»=0  »1=0  *  "■  f^i    n      f 


2:  A,»»  -  2(f»  +  1)  +  i        *«  " 


10) 


m=0  m=0  1    —  Äj^^n 

was  auch  geschrieben  werden  kann : 

fn  tn 

£  fc,««  =  3(m  +  1)  +  2:  [Ä,»»»  +  Ag*%  +  *,«<"„  +  •    •  • 

m=o  m=0 

+  *»"""»  ^      11) 

m  m 

2:  Ä,«»H  =  2(m  +  1)  +  ^  [^2*"^  +  ÄTj«»««  +  V»c„  +  .    .  . 
«1=0  »»=0 

Verwenden  wir  die  im  I.  Abschnitte  Gl.  (36)  Torwendete  An- 
nahme, welche  zwischen  den  Pfeilhöhen  der  aufeinander  folgenden 
Polygone  herrschen  soll,  nämlich 

Ä2n     —  J-  —  ^2 

'^Ä  »  ■"   4    ""  4«  '"■  2* 

Vn  «   -^  =  P  «  2«  >  12) 


Ä  m     —  _■ _'*. '*. 

1   »•  4  4m  —  2^"» 
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ids 


so  erhalten  wir  für  die  Teilfactoren  nach  aasgeführter  Substitution: 


A:2n  =  2+^+^+^  +  .    ,    .+  ininf. 


und  analog  weiter: 


2  + 


An 


2«  — An 


2«  -  An         2«  —  An 


ÄTj'n  —  2  +  24  +  gg-  +  2^^^  +  .   .   .  +  in  inf. 
h^\  *=  1  +  26+  2^a+  2*« 8  "f"  •    •    .  +  in  inf. 


2»  -  An 


2* 
27 


2 


6  


An 
An 


13) 


m. 


h  A    2  7.   3 


+  in  inf. 


22w»+l 


-  Ä 


n 


22m  —  Ä„ 


Bilden  wir   die   Summe   der   Teilfactoren,    so    folgt  nach  Ein- 
führnng  der  Werte: 


m 

m=0 


2('»  +  l)  +  fe 
-r  28 


1        2 
*~r  2*  '   2*  * 


1 


2^»   '    2** 


"T"  93  +  »^   +  •     •      •   +    24« 

+    -^ 


14) 


+  2»- -4 


^+  2»--2  +  2*'*  "• 


•  +   yr. 


2r.2m 


oder  auch: 


£.**"«  =  2(™  +  l)  +  ,-^-^+,-^+.      .+       *- 


m=0 


2*  -  Än^  2«  -  Ä„    '     •  •  -T-   22r  -  /^, 

+  ...  in  inf.    15) 


Nun  sollen  die  Ausdrücke  in  den  obigen  Klammern  der  oberen 


13^ 
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Oleichang  14)    geometrische  Progressionen   1.  Ordnung  dar;  ihre 
Summierung  giebt  mit  a  und  dem  entsprechenden  Index  bezeichnet: 

22(m4-l)  —  1  1  X 

24(m+l)  ._  X  1 


(2*  —  1)2*~     ■"  16  .  2*« 

26(m+l)  _  1  1 


^»  "■   (20-.  1)2^      -  637^  t2«(--»-0  -  IJ 


16) 


22»(m+l)  —  1    _  1 

^»*  ■"    (22r  _  1)22»"«  ~  (22r  __  l)22rm  [2  *''"+>  —  1] 

Die  Summe  der  Teilfactoren  erscheint  dann  in  der  Form: 

m  o,        ,     .         ,        ÄH      r22(m+l)  —  1         2^(^+^)  —  1 

^2;^  Är,"»H  =  2(m  +  1)   +  ^^irr2  [  3  ■"  15  .  22('»+2) 

2(«(m+l)>-l  22»-(m+l)  _  1 

"1"  63  .  2*('»+2)  +  •    •    •  +  (22r  —  l)22(»--l)(mf  2) 

+  .   .   .  +  in  inf.l  17) 

Vergleichen  wir  die  vorstehende  Gleichung  17)  mit  15),  so  er- 
halten wir  für  die  Summe  der  Brüche : 

2*  -  Ä„"f"  2«  —  Än"^  2»  -    An  "*"  •     •     •  "T"   22»-  ^  Ä„  ■T'  •     '     '  ^"  ^'*'- 

den  Wert 


2m-J-2  [ 


22(m+l)  _  1         2*(»»+l)  —  1         2«("»+2)  —  1 

3  f"  15  .  2'^(»»+2) ''"  63  .  24(»»+2)  +  •    •   • 

22»(ra+l)  _  1) 


22r(m4.1)  _  1)  -] 

"T  /22r  l)22(r-l)(m+2)    "l     •     •     •  ^"   ^ß'«! 


III. 

Zwischen  den  Peripherien  der  untersuchten  Polygone  bestehen 
leicht  aufBndbare  Beziehungen. 

Bezeichnen  wir  mit  wn,  ^2«,  Un,  Ü2n  die  Umfange  der  Polygone, 
welche  den  Seiten  «n,  «2n,  Sn  und  S2n  entsprechen,  so  sind  aus  der 
elementaren  Geometrie  die  Relationen  bekannt: 
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Wh  —  2n  Ve*  —  a\       W2n  =•  2n  V2g(e  —  a) 


wobei 


«-[/(,«- 


«« 


bedeutet.    Drücken  wir  «  cjurch  den  Radius  q  und  den  Teilfactor 
1:  aus,  so  erhalten  wir: 

Vlcjk  —"2)  ^ 

^  ""  Äj(i'  _  1)  (jk  —  2)  '     * 

""  2ifc'jfc  —  2)   * 
=  y2"^  {k  -  IJ»  P 

und  der  Wurzelaosdruck  Vg*  —  a*  wird  nach  eingeführter  Substi- 
tution der  vorhergehenden  Gleichung  die  Form  annehmen: 


V,.-a^  =  ^-l_ 


—  Vk{k-^~2)Q 

Werden  nun  diese  in  den  beiden  letzten  Gleichuugsgrnppen 
gewonnenen  Werte  in  die  Formeln  für  die  Umfange  substituirt,  so 
ergeben  sich  die  Ausdrücke: 

2n 


n     s  {  1) 


2a  Vk(k  —  2)     \ 


U„<=  2nt 

=  n(k  —  1)« 


! 


=  2n  l/A;()b  -  2)  p 
weiter  für  die  Peripherien  der  Polygone  mit  doppelter  Seitenanzahl : 
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«2n 


2n  1  /  2fe 
^   k   V  jfc— 1 


und 


-  l  VWk  -  1)  s  ^  ^) 

=  j^  T/2(Ä;-l){fc-2)  p 
4n 

=  2n  —^  s  \  4) 

Gestutzt  auf  die  soeben  aufgestellten  Formeln  für  die  Umfäugo, 
erhalten  wir  nachstehende  sechs  Formeln: 

90  > 

Mji^  :  %',»  =  Ä;  :  2(Ä;  —  1)  «  cos'  —    ;  1 

18() 
wm  :   %     =  1  :  (A;  —  1)    -=  cos  —  :  1 

.  90 
vn  '  U2n    =  *•  :  2(Ä;  —  1)  -=  COS«    -   :  1 

W2n^  :   ^n*  =  2  :  H/j  —  1)  —  cos*  —    :  cos'  — 

n  n 

90 

u^\  :   üg'«  =  ^  •   2(Ä;  —  1)  =  cos«     -  :  1 

n 

ff  TT  ,  O  «90  18^^ 

^/h  :   üa»»  =  A;  :2  =«  cos*—  :   cos    — 

n  n 

Die   erste   dieser   Proportionen  giebt   den    Teilfactor    in    de 
Form: 

welche  Gleichung,  nach  u^n  resp.  Wg«,»  aufgelöst,  giebt: 

,  h 

^-    -  2(ä:  -  1)  ^2n 


90 

n 


=  cos«  —  U2„2 
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k^  1 
k 

1 


M2*n  =  2  — T Un* 


ttn' 


C08*  —  [  o) 

n 


4; 


ti.« 


Die  zweite  Proportion  des  Systems  5)  führt  auf  eine  einfache 
und  elegante  Beziehung,  n&mlich: 

Ä:  =  1  +  —  9) 

woraus  weiter  folgt: 

AC  1 


COS  —  ZJh  >  ^^) 


180 
n 


ond 


=  i^« 


^/«  =  (Ä  —  1)  Wn 
1 


ISO'*"  r  11 

COS —  *  •*^"'^ 


n 


2< 


Die  dritte  der  Proportionen  in  Gleichung  5)  liefert: 

2^w  .„. 

AJ  =»  ^^ :pr-  12) 

2m»  —   Ü2n 

^^e  Beziehung,   welche  eine  hedeutende  Aehnlichkeit  mit  jener  6) 
^sitzt 

Werden  aus  dieser  un  resp  ti2n  hestimmt,  so   erhalten  wir  die 
^i'meln : 

k 

=    cos*—   Z72n         \  13) 

n 
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FT           2<^  ^^^u. 
U2n  —  7 "n 


n 

Un 


—  ,90"*"  V  14:) 

COS*  — 
n 

Aus  der  ersten  und  dritten  Proportion  folgt  sofort  die  Relation : 

1*2»»*   —   Un  U2n  15) 

Die  vierte  Proportion  in  5)  führt  auf  die  Gleichung: 

^n*«^^t*,n«  16) 


Jc^  —  k  ^2 


welche  nach  k  geordnet  eine  gemischt  quadratische  Gleichung  bietet: 

\u2nj 

aus  welcher  der  Teilfactor  die  Form  annimmt: 

j^  _  tt^n±Vü^n^+(2Un)'' 

'2uSn 

resp.  

^  *  ± 2i^ ^^) 

Aus  den  vorhergehenden  Untersuchungen  wissen  wir,  dass  der 
Teilfactor  eingeschlossen  ist  zwischen  3  und  2,  also  3  >  ^•  >  2 
ist;  infolge  dessen  muss  der  zweite  Summand  in  17) 

a)  mit  dem  Vorzeichen  plus  genommen  werden,  da  das  untere 
Zeichen  minus  auf  einen  Widerspruch  führen  würde,   und 

b)  es  muss  derselbe  grösser  sein  als  f ,   hingegen   kleiner  als 
I,  was  in  der  Formelsprache  ausgedrückt  wird  durch 

3  >  Vi^ftJ+'WUnY^  >  3  18) 

Aus  der  fünften  Proportion  des  Systems  6)  folgt: 

2tign* 
^  ^   2u,n^  -   U,n^  ^^) 

eine  Gleichung,  welche  ähnlich  ist  jenen  b)  und  12)   für  den  Teil- 
factor.   Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 
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-  C08»  ^U   *      \  20) 

—  2«    * 


und 


1_         ^ 

90**»"         \  21) 


4^ 


Uc 


.  +  2^2^ 
Endlich  aus  der  sechsten  Proportion  fliesst: 

h^2^  22) 

welcher  Ausdruck,  nach  Ü2n  resp.   TJn  aufgelöst,  die  Formeln  liefert : 

2 

Uln  =  l  Un 

23) 

k 
ü'n    «  ö  Ü2n 

Bringen  wir  die  einzelnen  Proportionen  durch  Division  in  Ver- 
bindung, so  gewinnen  wir  eine  ganze  Reihe  interessanter  Relationen 
zwischen  den  Peripherien  der  ein-  resp.  umschriebenen  n-  und  2n- 
Ecbe.  Unter  den  sechs  Proportionen  sind  15  Combinationen  zu 
zweien  möglich;  es  wären  daher  im  ganzen  15  neue  Relationen  zu 
erwarten;  es  sind  jedoch  5  darunter  identisch,  daher  reducirt  sich 
die  Anzahl  derselben  auf  10.  Wir  wollen  symbolisch  die  Relatio- 
nen, ^welche  sich  ergeben,  durch  R  und  rechts  mit  einem  Zahlen- 
Index  versehen,  welcher  anzeigt,  aus  welchen  Proportionen  jene  Be- 
ziehung entstanden  ist.    So  z.  B.  i^s  heisst:   die  anbei,  angegebene 

Formel  resultirt  durch  DiTision  aus  2  und  5. 
Wir  erhalten: 

Wg^n  2 

^i'     ^i'     ^f  '^^n'^ic 

Äj,      Ä^,     i?a  Mj»*     «  Un  U2n  )  24) 
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^1 


Rs 


H 


U^  Un 


24) 


Wn*  U2n 

=  tc^ij 

U2n 
Un 

h 

■^2 

■"2 

Kä;— 1) 
2 

U2nU2n^ 
Un^  Un 

-G)' 

Un 
Un 

=.«!        1 

fr  2 

iJn 

m«,. 

g 


C/2n  ^2«* 
7/8  2 


Ä;— 1 


1) 


IV. 


Auch  die  Flächeninhalte  betrachteter  Polygone  bieten  so  man- 
ches Interessante. 

Consequenterweise  seien  mit/w,  /2n,  Fn  und  F^n  die  Flächeninhalte 
jener  Polygone  bezeichnet,  welche  den  Seiten  «n,  *'2m,  Sn  und  S2n  ent- 
sprechen; dann  erhalten  wir  für  dieselben  nachstehende  Ausdrücke: 

1)  für  das  eingeschriebene  n-£ck: 

n 


fn   =    2^^  "~  ^^* 

n  -y/kik  -~2) 


2 


4     Ä?(Ä;  —  2) 

VA;(ä;  —  2) 


n 


Ä:(Ä;  —  Ij«  (Ä;  —  2) 


_      jhjk  -  2)    jj 
2)  für  das  eingeschriebene  2n-Eck: 

f2n  *=  w(p  —  Ä2n)  «2n 

was  nach  ausgeführter  Substitution  übergeht  in 


1) 
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n  (A;  —  1)  Vkjk  —  2)    ^  ^ 

VA;(&  --  2)         2 


3)  Für  das  umbeschriebeno  n-Eck: 

Fn  ==  -  p  Sn 
Q 

Werden  die  Werte  fär  q  und  Sn  hierin  substituirt,  so  hat  man: 

^"  "4  k{k-^  2)  ' 

^  "^  Ä;«(^  —  2)    ^ 
-=  n  yk{k  —  2)  p« 

4)  Für  das  umbeschriebene  2/i-Eck: 

i^2n  =  ng  S2n 

^aa    durch  Einführung  der  Werte  übergeht  in 

njk--  l)^Vh(k^Y)   />  4) 

"  2  /^«(ifc   -  2J  '    ' 

Bilden   wir   nun   die   6  möglichen    Proportionen    zwischen   den 
*^cheninhalten,  so  erhalten  wir: 

180 

A  :  /2n  =  1  :  (A;  —  1)    «cos  —    :  1 

n 

180 
/n  :  Fn  —  1  :  (A;  —  1)*  =  cos«  —  :  1 

n 

90        180 
fn  :  F2n  -^  k  :  2{k  —  1)*  —  cos«  —  cos  —  :  1     ,  . , 

n  n  i  O) 
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/2h  :  F»  —  1  :  (Ä  —  1)  —  'sec  —  :  1  *  ^ 

n 

fzn  :  F2n  ^k  i  2(k  -  1)  =  cos«  —  :  1 

n 

-^n  :  F2n  =»  ifc  :  2  —  cos*  —  :  cos  — 

n  n 

Aus  der  ersten  Proportion  folgt: 

Jn       I 

resp.  (  6) 

/2»  «  )ÄJ  -  l)/jj     ) 

Die  zweite  Proportion  liefert  die  Beziehung: 

Fn   «    (A:-l)Vn*  7) 

welche  nach  k  aufgelöst  für  den  Teilfactor  den  Ausdruck  giebt: 


±Vf 


ifc  =  1  +  1/  7^  8) 

^     In 

In  dieser  Gleichung   hat  nur   das  obere  Zeichen  eine   Berechtigung, 
da  3  <  ^*  >  2  sein  muss,  und  nie  ^  <  1  sein  kann. 

Bestimmen  wir  aus  der  dritten  Proportion  des  Systems  5)  /2»i, 
so  erhalten  wir 

Wird  diese  Gleichung  nach  k  geordnet,  so  ist 

fc»  -  2  ^^"  +  ^^"  ;b  + 1  =  0 


woraus  folgt: 

4:fn  +  F2n  ±  VFW+^fnFn 


^  ""  ifn 


10 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  mehrfacher  Art  umformen,  wi^^ 
benutzen  jedoch  nur  jenen,  wobei  wir  den  Wurzelausdruck  nach  denc«- 
binomischen  Satze  entwickeln  und  erhalten: 

A;   ==  ^  [4^  +  F2n  ±  (Fn  +  Afn  -  8F2n--V»*  +  32  i?2M-Vn* 

Nehmen  wir  das  Zeichen  +  vor  der  runden  Klammer,  so   eir— 
halten  wir  als  ersten  Wert  des  Teilfactors: 
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Während  für  das  untere  Zeichen  —  der  zweite  Wert  des  Teilfactors 
die  Form  annimmt: 

Nachdem  3  <  A;  >  2  sein  muss,  so  ist  ersichtlich,  dass  nur  ki 
den  Wert  des  Teilfactors  darstellen  kann,  also  das  Vorzeichen  -f- 
Giltigkeit  hat,  während  —  nicht  zu  berücksichtigen  ist. 

Aus  der  vierten  Proportion  von  5)  resultiert: 

Fh  -  (ik  -  l)/2n  13) 

woraus  der  Teilfactor  wird: 

Aus  der  fünften  der  Proportionen  in  der  Gleichung  5)  folgt  so- 
fort: 


was  weiter  giebt: 


^,,==fc^,,. 


welche  Gleichung  mit  jenen  im  vorhergehenden  Abschnitte  für  die 
Peripherien  gegebenen  6),  12)  und  19)  bedeutende  Aehnlichkeit  be- 
sitzt und  speciell  aus  der  Gleichung  für  19)  sich  sofort  ergiebt,  wenn 
man  f2n  statt  U2»  und  F2n  statt  üzn  setzt. 

Die  letzte  des  wiederholt  genannten  Proportions-Systems  giebt: 


resp.  >  16) 

Die  Proportionen  in  5)  gestatten  durch  eine  entsprechende  Ver- 
bindung eine  Reihe  neuer  Formeln  zu  bilden.  Vor  allem  können 
wir  eine  jede  Fläche  einfach  durch  alle  andern  ausdrücken  und  er- 
halten : 
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fn  =  j^-37j  fiH 

k 
"  2(ifc  -  l)«-*^*" 

f2n  =(*—!)  f„ 

1 

"yk-D^"  )  18) 

F2„ 


2(^-1)'== 

F„ 

-  (*  -  1)V« 

-  (t-  -  1)  /*. 
k 

nnd  schliesslich: 

19) 


Dividiren  wir  die  genannten  Proportionen,  und  behalten  die  im 
vorhergehenden  gebrauchten,  symbolischen  Bezeichnungen,  so  erhalten 
wir  nachstehende  Relationen: 


^i' 

^S 

^i 

^i 

^i 

^i' 

^1 

^1' 

^t 

iJ|, 

^1 

^1 

Ft,   - 

(Ä:—  l)/-2n 

F2n  — 

2(^-1)^ 

/s«    "^ 

'  fn  Fn 

/,»H  = 

h 

'■  2  fn  F2n 

/2n  -^H 

h(h  —  1) 

/n    i^2, 

»""        2 

F2n  - 

^. 

^2n  =» 

(*-!)/; 

.^-L 

k(k  -  1) 

/« F2n  ""  2  /  2 1   J 
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^  Fn-^ik-^  l)Vn 

/2»  F2n         Hk  -  -  1) 


/n  Fn  k  \^  21) 

/2n  ^u  "^  2(Ä  —  1) 


i?4 


i^n"     ~  2 


Aas   diesen  Relationen  ergeben   sich   interessante  andere   und 
zwar: 

k\» 


fn      \F2nJ     ""  V2/ 
fn    /^Y         ^ 


^^*-   ^'*"'  -  )  22) 

S.     -  (*  -  ^)' 


Fnf2f, 


{h  -  1)« 


V. 

Bezeichnet,  wie  eingangs  hervorgehoben  wurde,  q  den  Radius 
eines  Kreises,  der  dem  Polygone  mit  der  Seite  s  umbescbrieben  und 
einen  tod  derselben  Seitenanzahl  und  der  Seite  S  eingeschrieben,  hin- 
gegen r  den  Radius  des  dem  crsteren  Polygone  eingeschriebenen 
und  R  den  Radius  des  dem  zweiten  Polygone  umschriebenen  Kreises 
und  analog  die  weiteren  Symbole,  so  bestehen  die  Relationen,  welche 
sich  ans  der  Figur  sofort  ergeben: 

180  Q 

m     =  ^  cos  —   =  z r 

^  n  k  —  1 

180  Q 


r2n      -  p  cos  77;;:-    = 
»•j'n    «  Q  cos 


2n            k2n  —  1 
180 Q 


»•2   •    «=  ^  CS 


2"'n     Ä;,%,  —  1 


I 
/ 


weiter 
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Rn       = ^  ""  (*  -  0^ 

COS  — 
n 


R2n     =  ^JgQ  ^  {]^2n  —  l)p 


COS   T 


2n 


cos  ^ 


2) 


'''  ^n  ! 

Durch  Multiplication  resp.  Division  der  vorstehenden  Gleichnngen 
folgt  sofort: 

rn  Rn  =  r2n  R2n  =  Tin  Rin   «•  .    .     .  ^* 

und 


t 


Rn  , 180  1 

—  c=  cos*  —  = — 

rn  n  (A;  —  1) 

r2n_  2  180         fen  —  D^ 

Ä2n  ^  ^^^     2n i 

^2*n  2^^  1  I  Q. 

Vn  ""  "^^^    2^n    "  (^2*«-  1)^  ^ 


r2"'n  o  180 

^-^^ COS*  — 


R./"n  2^n         (h^'%   -  1;* 

Die  goniometrische  Beziehung 


180       .       ,180      ^ 
cos  —  —  2  cos'  -^^ 1 


führt  nach  Substitution  der  Werte  aus  Gleichung  3)  sofort  auf  die 
Gleichung :  

V    Rn  Rin 

oder 


em«  und  umbeschriebenen  Polygonen» 


209 


?s-*('±K£) 


and  mit  Ansdehnang  auf  die  folgenden  Polygone: 


ÜAn 


r  9 


üi^n 


i 


4) 


i 


('  ±  Kf^Ö 


Aus  diesen  Gleichungen  werden  unschwer  nachstehende,  allge- 
meine Relationen  erhalten: 


rj^n 


R 


R 


'*^  .m— 1 


2         « 


Ar« 


ß*."'-^» 


5) 


2     H 


•ß  2"*"^»  +  r2»»-V 


r, »" 


2   » 


Bilden  wir  nun  Summe  und  Differenz  der  Radien  r  und  R  und 
dividiren  seihe  durcheinander,  so  folgt: 


Rn  ~t"  Th 
Rn  —  ^H 


^2n  +  *'2n 
-R2n  —  r2n 


2 

cos* 

1 

180 

2n 

2 

cos* 

180 

J(fe«  - 1)' 


=  i(*»*»  - 1)* 


92 


6) 


2cos^ 


180 
2«*+!, 


K^2"»+in  -   1)* 


aus  welchen  Gleichungen  die  Teilfactoren  sich  ergeben  : 

iireh.  d.  M*th.  a.  ThjB.    3.  Beihe,  T.  XY.  I4 
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h2» 

-'±V^^-T. 

h*n 

-±^^^^ 

*,«„    _  1  ± 


i/o  fl»"-'«  +  *•»"-' 


n 


'  •**8    n 


+  r, 


r2*"n 


Der  zweite  Summand  rechter  Hand  des  vorstehenden  Gleichai 
Systems  muss  mit  dem  Vorzeichen  plns  genommen  werden,  falls 
Teilfactoren  reellen  Polygonen  zufallen  sollen. 

Für  die  Cosinus  der  Centriwinkel  erhalten  wir  die  Ausdrüc 

180  Bn  —  rn 


cos*  -r-  = 


2n  ""  2(i?n  +  rn) 
180  Ritt  —  r2n 


cos*   ZTT-    = 


2^n  2(E2n  +  r2n) 


,  180  i2s»~-l»  --  r2«-lu 

(*(\Q*    ^— 

2™»       2(Äs'»-»„  +  rs,«-l„) 
nnd  weiters: 

■  »1§?       ^2"-'»«  +  3«-»'»-'» 
""  2'»«  ~  2(Äs,<"-i„  +  rg««-!,.} 

180  _  J?»"-'!.  +  Srg»»-'» 
**!    2"'»         i^»-'»  —  rj»«-i„ 


VI. 

Nach  den  Gleichungen  7)  nnd  36)  des  I.  Abschnittes  best 
die  Identität: 

2yV»(V»^^)  V(k  -  2)  {9k  -  10) 


h\-l±......  ..'.      .:■  2) 
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woraus    sich,   nach  Jc^^n  geordnet,  eine  gemischt  quadratische  Glei- 
chung ergiebt,  nämlich: 

welche  aufgelöst  für  den  Teilfactor  den  Ausdruck  giebt: 

S(k  —  1) 
VööA:»  —  lOOifc  4- 44 

Nachdem  die  Teilfactoren  der  reffulären,  dem  Kreise  eingeschrie- 
benen Polygone  2  als  Minimum  und  3  als  Maximum  besitzen,  so 
k&nn  nur  das  obere  Zeichen  gelten,  somit: 

y^bk^  =.  lOOÄ;  +  44 

Den  zweiten  Summanden  wollen  wir  in  eine  Reihe  entwickeln ; 
zu    dem  Ende  setzen  wir : 

55ifc 8  «  lüOJfc  ^-  44  =  («  +  ^^  +  ^^*  +  •   •    •)' 

=  a^  +  2abk+(2ac  +  b^)k^+ .    .    .  3) 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  Ausführung  der  Mnltiplication  rechter 
■Hand  und  Berücksichtigung  jener  Glieder,  welche  noch  das  Quadrat 
^es   Teilfactors  fc*  enthalten,  die  Gleichung: 

**  -—  2ife  -f-  1  =  44a2  +  4a(22&  —  2ba)k 

+  [55a«  —  200ab  +  44(a2  ^  2ac)]k^  +  .    .    .  4) 

^^»  welcher  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten  folgen 
^^^  Bestimmung  der  nach  unbestimmten  Grössen  a,  &,  c  die  Be- 
^^^^nngsgleichungen : 

44a2  =       1  J 

4a(22&  —  25o)  =-  —  1  >  5) 

55a«  —  200aÄ  +  44(&«  +  2ac)  -      1  ) 

Die  Coefficienten  selbst  ergeben  sich  in  den  folgenden  Ausdrücken: 

- 1  +  50a2  3         /-  I 

1  +  200a6  -  55a2  -  Ub^        5  .  17 


C   a« 


Vil 


2»  .  IIa  2»  .  11» 

14* 
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Indem  wir  die  soeben  gewonnenen  Werte  der  Ooefficienten  ver- 
werten, 80  erscheint  der  Teilfactor  in  der  Form: 

V«  «1+ («  +  **  + «*^*  +  -   .   .) 


Die  Keihe  in  der  eckigen  Klammer  convergirt  wol  nicht  sehr 
stark,  sie  nähert  sich  aber  einer  Grenze,  welche  wir  annähernd  zu 
bestimmen  im  Stande  sind.  In  beigegebener  Tabelle  sind  die  Teil- 
factoren der  aufeinander  folgenden  Polygone  berechnet,  dieselben 
können  für  ein  bestimmtes,  gegebenes  n  hieraus  entnommen  und  in 
Gleichung  7)  substituirt  werden.  Die  Summe  der  in  der  eckigen 
Klammer  stehenden  Reihe  ergiebt  sich  dann  einfach. 

Wählen  wir  z.  B.  ein  eingeschriebenes,  regelmässiges    Dreieck 
w  «=  3,  so  ist  nach  der  Tafel  A;  =  3  und  der  Teilfactor  für  das 

22 .  n  «  12-Eck 

ist  hieraus  entnommen  2  '  04030.     Führen  wir  nun  diese  speciellen 
Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir: 

2 -04030  =  l+8yn[^+ 22^3  +  1^3*+  .    .   .] 

8) 
somit  für  die  Reihe 

2  3«  5.17  1^04030 

1 .  "^  2« .  11» ■*■  23 .  113^  "T  •  •  •     8 .  yn  ' 

Die  allgemeine  Form  derselben  ist : 

1      ,         3       ,    I     5.17  Vh-1    „         ^^. 

2  .  11"*"  2«  .  11»  '^  ■♦■  2»  .  11»  '^  "T"  •   •   •  ""     ö  .  11    Vll  ^^^ 

Die  Gleichung  liehrt  uns,  wie  wir  einen  Teilfactor   durch  den 
zweit  vorhergehenden  auszudrücken  vermögen,  wir  erhalten: 

[1  3  5    17  \ 

2—11  +  28     li:8^2H  +  2»'ll^»^an^  f 
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+  ...J 


k^'^n  =  1  +  8  yn  [2-;-^-^- + ^3  -^^ä  V»--« 


+  2riiä^2"'~'»»*+-  •  •] 


Gleichangen,  aas  welchen  sich  dio  rechts  stchcndon    Reihen    ohne 
Schwierigkeit  ermitteln  lassen. 

A  nmerknng. 

Für  den  Teilfactor  haben  wir  erhalten: 

8(A;  —  1) 


«2  »  =■  1  -p 


Gesetzt,  2*m  sei  unendlich  gross,  somit  kj*n  der  Teilfactor  eines 
Polygons  mit  unendlich  vielen  Seiten,  so  ist  derselbe 


In  diesem  Falle  muss  der  zweite  Summand  vorstehender  Gleicbung 
der  Einheit  gleich  sein,  also 


und  hieraus  folgt: 


und 


^(h  -  1) 

yö5^«  —  Töuifc  +  44  ^  ^ 

28 

k^  —  Q  ^  +  20  -  0 


Ä:  = 


9 

14  +  4 


Das  obere  Zeichen  liefert  k  =  2,  eine  Auflösung,  wclcbe  zu  er- 
warten war  während  das  untere  Zeichen  zu  einem  negativen  Werte 
von  k  führt,  der  kleiner  als  2  ist  und  somit  keinem  dem  Kreise 
eingeschriebenen  Polygone  entspricht. 

Die  im  vorhergehenden  durchgeführten  Untersuchungen  für  den 
Teilfactor  kn  dehnen  wir  auf  den  allgemeinen  Fall  aus,  wobei  wir 
die  Beziehung  zwischen  den  Teilfactoren  ^-2'"n  und^n  resp.  A;  aufstellen 
werden.  Dieselbe  wird  sich  ergeben  durch  Gleichstellung  der  Glei- 
chungen 7)  und  46)  im  I.  Abschnitte: 
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'* » =  — vsT^  1 —  * 

j/^^^  [22(«-i)  {7k  _  8)  -  (ifc  -  2)] 

=  22(ni-l)  (jfc  _  1)  P  1^) 

worans  sich  die  quadratische  Gleichung: 

13) 

Äa  n      .ä:2  "  ~  a  .  2A2m-i)(Ä;— 1)2— (A;-2)[22(«-i)(7Ä;— 8)— (ik— 2)] 
zar  Bestimmung  von  k2^n  ergiebt. 

Der  Teilfactor  selbst  wird  sein: 


h^^n  =  1  ± 


14) 

V3  22m-i(A.— 1) 


y[3  .  22(2»«-i)  -7  .  22l»»-i)+l]Ä;«— 22[3  .  22«-3 

—11  .  22^-8+l]Jb+22[3  .  2*(«-'i)— 1  .  22«+l] 

oder  auch  in  der  Form 

15) 

kn^    _X-I-  22»>-i(fe-l)V3 

*  "  yi3  .  24»» -7  .  2^"»-|-22];fc2— 2[3  .  24«~11  .  2^«'+2^]k 

-|-[3  .  24"»— 22»»+4_^2*] 

wobei  wir  aus  bekannten  Gründen  bloss   das  obere  Zeichen  beibe- 
halten haben. 

Den  mit  dem  Factor  22»»-iV3  verbundenen  Ausdruck  der 
rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  kann  man  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, indem  wir  setzen: 


[3 .24»»— 7 .  22«»+22]Ä;2-2j3  .2*»;- 11 .  22»»4-3«]2»+[3  .  24"»— 22"»+4^2] 

—  [a-i-bk+ek^-^  .    .    .y  16) 

Führen  wir  die  nötigen  Operationen  in   dieser  Gleichung  aus, 
so  erhalten  wir: 

17) 
jfc2_2;t  I  1=- [^  .  24«»--22»»+4+24]a«+[-2(3  .  24«- 11  .  22--f2»)     \ 
"^  +2(3  .  24»--22m+4+2*)ad]4 


ifc*-2Jktl 
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17) 
+[3  ,2^-1  .  22»»+2«)a«— 2«(3  .  24«»-ll.(22m-|-2»)ai 

+(3  .  2^«-22»+4+2*)(i«+2ac)]Ä:« 
+[2(3  .  2^»»-7  .  22m-f22)a26-2(3  .2*»»— 11  .  22«»-|-28j 
(Ä«+2ac)+2(3  .  24"»— 22'«+*+2*)(ad+5c)]ifc» 
-f  [3  .  24'»-7  .  22'»+2«)(j8+2a6)— 22(3  .  24«» 

—11  .  22«»-|-28)(ad+5c)+(3  .  2*»»- 22« +4+2*) 
(c«-|-2ac+2Jfi]fc* 
+[2(^3  .  24"» -7  .  22»»+22)(afi+Jc)— 2(3  .  24m 
—11  .  22'«+28)(c«-|-2ae+2Äd 
+(3  .  24«— 22m+4^24)(a/-+c(iH-^»e)>«i+  .    .    . 

Aus  dieser  GleichuDg  lassen  sich  nach  dem  Satze  der  unbe- 
stimmten  Coefficienten  die  Bostimmungsgleichangen  aufstellen  zur 
&n)ittlang  der  Coefficienten  a,  &,  c,  .  .  .  Zur  Berechnung  der  drei 
konstanten  a,  h  und  c  dienen  die  Gleichungen: 


(3  .  24«— 22'n+4-|_24)a«  —  1 
—2(3  .  24« -11  .  2'«+2«)+2(3  .  24«  - 22«+4+24)a&  =  —  2 
(3  ,  24«— 7  .  22«+2«)a«— 22(3  .  24«— 11  .  22«+28)ai 

+(3  .  24«-22«+4-[.24)(&«+2a(?)  =  1) 

°*^cl  die  Coefficienten  selbst  werden  sein: 


18) 


a  «■ 


(3  .  24«  —  2«H  -|-  24)Ma 


_       22«-M  —  11  .  22«  —  2»  . 

(3  .  24«  —  22«+4  -I-  2*J«+»  ^  ^ 

3  ,  11  .  2««  —  7  .  23  .  24«  +  2?«+«  —  2^ 
^  "*  (3  .  24«  -  22«+4  -}-  24)  »l2 

Der   Teilfactor    erscheint   nach   Substitution   dieser   Werte   in 
^l Eichung  16)  in  der  Form: 

;b    »^  22«  V  3 

**  ""  ^  +  (3  .  24«  —  22«+4  _j.  24jMi 

22m  (22m+4  _  \\  .  22«  —  2')  V3 

H  (3  .  24«  —  22«+4  —  24)        * 

22«(3  .  11  .  2««  —  7  .  23  .  24«  4-  22«f  ^  —  2?)  V3  ^ 

+  (3  .  24m  __  22«+4  _j-  24)*lt  * 

+  .    .    .20) 
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Diese  Reihe  geht  in  jene   11)  über,   wenn   man  darin    m»  2 
tnbstitnirt. 

Setzen  wir  m  —  3,  so  folgt: 

nnd  weiter  durch  Specialisirung  des  Wertes  m  ergiebt  sich  eine 
Reihe  von  Formeln,  in  welchen  überall  der  Teilfactor  der  linken 
Seite  |der  Gleichung  rechts  durch  den  dr  itt-vorhergehenden  ausge- 
drückt erscheint. 

Auch  lässt  sich  in  rascher  Weise  die  Summirung  einer  Gruppe 
Ton  Reihen  durchführen;  es  ist  nämlich: 

^>"n--  1  _  _j.^_   .    2»,J3^  3  .  7  .  331      ,^^3 

5.47         5.47^52.47»    *       **  ^2*  .  5^  .  473^*        n -h  .    .    . 

woraus  für  besondere  Fälle  von  m  und  n  eine  reiche  Fülle  von 
Reihen  sich  ergiebt. 

Wird  der  Exponent   m  =  4',   so  erhalten  wir  die  Teilfactoren 
durch  die  viert-vorhergehenden  ausgedrückt,  es  wird  dann: 

V»  -  1  +  5^-47  Vö  .  47  +375S7472  Vö  .  47  k 

2*2    Y    37      

+  3r^"473"*^^-^^^'  +  -    •    •  22) 

oder  allgemein: 

26 2®    19 

h'^n  -  1  +  5-47  Vö  .  47  +3 751747*  Vö  .  47  ij-»-*« 

012     7     «7 

Hieraus  lässt  sich  wieder  die  Summe  neuer  Reihen  ermitteln  « 

So  könnte   man  in  der  Specialisirung  des  Exponenten   m  forr^ 
schreiten  und  zu  neuen  Ausdrücken  gelangen. 

Anmerkung.  Auch  hier  gilt  für  den  Teilfactor  Ä^g»»»  ei 
ähnliche  Bemerkung,  wie  dieselbe  für  k^^  angegeben  haben.  Nac 
dem  für 

so  muss  die  Relation  bestehen: 
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y(3  .  2*»»  — 7  .  22«+2*)ifc«  —  2(3  .  22"»  —  11  .  22»»  +  ^^)k 

woraus  die  quadratische  Gleichung  sich  ergiebt: 

7  .  22m  -^  2^       ___  7  ,  2^*»  ~2« 
11  .  22»»    23      —  2* 22»»+4 

welche  zur  Wurzel  hat 

11  .  22m   — .  23   +  3  .  22m 


k 


7  .  22m  —  2 


Nachdem  nur  das  untere  Zeichen  einem  realen  Werte  des  Teil- 

factors  zukommen  kann,  so  erhalten  wir  bei  Verwendung   desselben 

ftir  den  Teilfactor 

__  14  .  22m  ^  2» 

7  .  22m  ir~2t  =•  2 

^inen  Wert,  den  wir  erwarten  konnten. 

In   den  vorhergehenden  Untersuchungen  haben  wir  die    Teil- 
^actoren  durch  die  vorhergehenden  auszudrücken  vermocht,  was  da- 
^iurch  möglich  wurde,  weil  k^^^n  als  Function   des  Teilfactors  k  er- 
scheint,  desjenigen   nämlich,  welcher    die  Grundlage  bildete,    und 
^eil  weiters  durch  die  Substitution  von 

«*  =  1,  2,  3,  .   .   . 

ein  ganzes  Polygonsystem  gewonnen   wurde,   dessen  Seitenzahl  2n, 
S'n,  2»„,  ...  2«»»  war. 

Es  dürfte  sicherlich  nicht  ohne  Interesse  sein,  umgekehrt  k  all- 
gemein als  Function  von  k^^^  auszudrücken. 

Wir  benutzen  die  Gleichung: 

^m         .    .  22m(fc^l)V3  ..^ 

^-^-^+y[.j.^^2M.+  [r]  ''' 

wobei 

«  «  3  .  2^»»  —  7  .  22m  -I-  2«  \ 

jj^  =  3  .  24m  ~  11  .  22m  +  23  |  25) 

y  —  3  .  2*"»  —  22m+*  -|-  2*  ' 

als  Abkürzungen   eingeführt  werden;  setzen  wir  weiter  der  Kürze 
und  Uebersicht  wegen 
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SO  erhalten  wir: 


2  _  /^"*n  -  1\ 


k^  -  2  —-^^  A:  +  1  -  ya^  -  0  26) 


zur  Bestimmung  von  k.    Dieses  selbst  ist  hieraus: 

,  _   (1  -  gg«)  ±  Vd  -  ßa^y^  +  iya^  —  1)(1  —  gg^) 

was  auch  gesetzt  werden  kann: 

1  —  «a 


27) 


28) 


Dieser  Ausdruck  gestattet  eine  bedeutende  Vereinfachung;  denn 
es  ist. 

«  +  y  -  2j3=  "  1  .  *i2(  22(«»-i)-fl 

ßi  -^  ay         =  3  .  l*»»  (22««  +  1) 

wobei    die  KlammerausdrUcko  beidermal  eine  ungerade  Zahl    dar- 
stellen. 

Substituiren  wir  diese  Werte  für  die  angeführten' Abkürzungen  in 
die  Gleichung  für  k,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Transformation: 

3  .  i4"'-(3  .  24m-ii  ,  22^f  23)(Ä:a%-l)g+(fc3%-l)X 

y(-22^-fl)(V^H-l)^-2^(l+22(^"-') 

—  3  .  24"»— (3  .  2^^-7  .  22"*-|--j2)(ifc2'«i-l)2  ^^^ 

Diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  dem  Teilfactor  k 

a)  zwei  reelle  von  einander  verschiedene 

b)  zwei  zusammenfallende  gleiche  oder  aber  auch 

c)  zwei  imaginäre  Werte  zukommen  können. 

Betrachten  wir  vorerst  den  Fall  b);  hiebei  wird 
_  3  .  2^»»  --  [3  .  'J^  —  11  .  22"»  +  23J(2*^n— 1)^ 

was  dann  eintreten  würde,  wenn  der  Ausdruck 

(V*n  —  l)  y(22"»+  1)  (fcjj"»n  —  1)2  ~  2«(1  +  22(m-l))  «  Q 

wird.    Dies  würde  zweimal  der  Fall  sein  können  und  zwar,  wenn 
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resp,  }  31) 

(22m  ^  1)  (i^m^  -.  1)2  «  2»(1  +  22(»-l))  1 

wäre.    Das  erste  ist  ausgeschlossen,  weil 

it«*»«  «  1 

nicht  sein  kann,  da  strenge  bewiesen  wurde,   dass  k  innerhalb  den 
Grenzen  2  und  3  sich  bewege. 

Die  zweite  Bedingung,  wobei 

(im    _  1  \«  «  ^  ^*    ' 2  32) 

ist,   hat  eine  Berechtigung. 

Dieser  Fall  wird  sich  ereignen,  wenn 


|/l_L22(m-l) 
fc»"»a  =  1  ±  2  ^  T5r22m- 


+ 

wird,  was  in  speciellen  Fällen  liefert  und  zwar  fUr 


33) 


m  «—  1  k-zi 


±  ^  VI 


m  =  3  Vk  =  1  +  2 1/^3  \  34) 


Selbstredend  können  aus  bekannten  Gründen  in  diesen  Formeln  bloss 
die  oberen  Zeichen  Giltigkeit  haben. 

Die  soeben  ausgesprochene  Berechtigung  der  Werte  für  k^'^n 
ans  Formel  32)  hätte  volle  Giltigkeit,  wenn  nach  Substitution  von 
k^^n  —  1)  in  die  Gleichung  30)  für  k  mögliche  Werte  resultieren 
würden.    Nach  Ausführung  der  Substitution  folgt: 

2^»*  +  18  .  22»»  —  2* 
—  24"»  4-  12  .  22«»  —  2^  ^^^ 

Fttr  besondere  Werte  von  m  erhält  man  und  zwar: 
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2*  +  18  .  2«  -  2* 


m  =*  1  A;  = 


2*  -{-  12  .  2*  —  23 


1  70 

m  «  2,  3,  4  .   .   .      wird    h 7^       ""  ^  189  ^  ^^^ 


—  1 


303 
2599 


Wie  wir  sehen,  könnte  nur  der  Wert  des  TeiJfactors  für  m  =  1 
zu  einem  reellen  Kesaltate  führen.  Nachdem  in-  diesem  Falle  A; «  3 
ist,so  müsste  n  »  3  sein,  also  üas  Polygon  ein  Dreieck  darstellen ; 
da  m  =>  1  ist,  so  wäre 

also  der  Teilfactor  für  ein  Sechseck.    Dieser  ist  aus  der  Tabelle 

^•e  =  2  •  14  470 

welcher  Wert  identisch  sein  müsste   mit  jenem,  den  wir  ans  Glei- 
chung 34)  erhalten,  nämlich 

2 


fce  =  l  +  [/| 


.^       2-63  294 
o 

Nachdem  auch  diese  einzige  Möglichkeit  sich  nicht  bestätigt, 
so  können  wir  sagen: 

Der  Teilfactor  h  kann  nicht  nach  Gleichung  30)  bestimmt  wer- 
den, weil  die  gleichzeitig  zu  erfüllende  Bedingung,  welche  in  Glei- 
chung 32)  ihren  Ausdruck  findet,  nicht  erfüllt  werden  kann  und  ihre 
Verwendung  zu  negativen  Teilfactoren  führt,  die  nicht  bestehen  können. 

Wir  wollen  hier  die  aus  Gleichung  30)  sich  ergebenden  Werte 
Fon  h  anführen,  die!  sich  nach  Einführung  specieller  Werte  von  m 
ergeben,  falls  man  die  Bedingungsgleichung  unberücksichtigt  lässt. 

Es  wird  für 

22-     a'2n-l)2 


m  ««  1  k 


m  «  2  k 


2*  -  2  (^2n  —  1)' 

2«  —  2  .  5^  {h^n  —  1)^ 
2«  -  5  .  11  {k^K  -  1)2 

2»»— 2  .3.7  .23(Vn— 1)« 


w-3  k-^    2»«  -  3  .  7  .  47(2^  -  1)2  ^  ^^^ 

2U-2.    5.    79(Vn-"l)2 
«*  -  4  ^  ""  2»*  -  5  .  17  .  l21(Vn  -  1)* 


eitf  und  umbeschrtebenen  Polygonen, 
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Der  Fall  c),  wobei  imaginäre  Werte  sich  ergeben  würden,  be- 
trachten wir  nicht  näher,  wollen  jedoch  auf  den  Fall  a)  etwas  ein- 
gehen und  denselben  für  verschiedene  Werte  von  m  ausnutzen. 


Setzen  wir 
m  =  1,  so  wird 

3  .  2^-3  .  2Hk2n-l)^±(Mn-l)V^(k2,,-lj^~^ 
3  .  2*-3  .  2\k2n  -1)* 

m  =.  2,  so  wird 

3.  2«— 2^.3  .5  .  li(V«— l)"* 

m  «=»  3,  so  wird 

3  .  2»« -23  .  3«  .  7  .  23(Ä:23n-l)±fe3-l) 

V^bik^^*'— 1)^—4:  .  17 

3  .  2»^-2«  .  3«  .  7  .  47(ifc23n-l)2 

4,  so  wird 

3  .  2»«-23  .  3  .  5  .  79(Vn— 1)2+Ä*n— 1) 

T/257(  Vn-l  )^^^^2gT65 

3  .  216— 2«  .  3  .  5  .  17  .  l9i(Vn-l)^ 


\ 


k    = 


m 


h     = 


I 


38) 


Hiermit  beenden  wir  die  in  gewisser  Richtung  zum  Abschlüsse 
gebrachten  Untersuchungen  und  behalten  uns  vor,  in  nächster  Zeit 
noch  weitere  Folgerungen  zu  bringen. 
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Nachstehend  gehen  wir  eine  Tabelle,  in  welcher  für  die  Polygon- 

zahl  n  der  halbe  Centriwinkel  »   sowie   der   zugehörige   Teilfactor 
angegeben  sind. 


Ijk.  »^  1^  05  03  fcO  lO  KD  ISO  M  M  M  M  H^         __.      ^^^ 

? 

09  CO  1^.  1^.  C;i  Od  O)  «^  CO  O  M>  fiO  O)  OD  O  O^  O  O)  ^  O    ^ 
Oplf^        CO              1^09              M 

toi » 

fcOkOlOtOlOlOlOlOtStOMfcOfeOlOlOMIO^IOOO 

»-Li^ooDC;«Qocoo))^tu.c;io:Od»^i-A09^0feoO 

?:- 

Q*3tf>»fcö»-^QODÜ't^COfcOOQOOC;'fcOOt^O 

OOoc;*oacooi*^c;'Oooo 

s 

OOOOOCH»H-H-MMH-«>Mhr60U;h5050309    « 

03  »^  rfk  lU  C;«  O^   1    MMI^OSI^I^        H*^03        >003 
OiöÜ^OOO»*^!    fcOÜ'OOOOÖ       0^1^.0       Ooa    - 

fcfl  $i 

•          ••••••        _•           •           •           •          *•           •           •           *           *■■■          * 

8888888^888^88888888 

SSSOOOOOOOOOPOOOO^H*«-^ 
ÖOOti^^'^^ö^«>:'CO»*^l^Oi*3005D030i«0 
0)00$OH^kOC?^fcO(l^^»f^fcOCO>-^^OOC;«^CDOD 

??< 

|f^05^«-^QDOSlN30C0^050iC;<»^t^|^03 
OQOO^ÖÜ'OQOQlO^Oi^Ü'OJQOi 
OOOOOOOOOOC^'OOOfcOOO 

;s 

ooooooooooooooooo  « 

.       ^^                          l-i  H*  H*  H*  I-*  KO  lO  lO  fcö  03     - 
fcO  09  »P^  Ü*  Oi  00  «O  Ofc00'0d0DOl^0'*5O 

^:.i  i^ 

2.    •    •    •    *^ «9»9*9^? 

W  •      •      •      •      O  •••••••      O  W  w  W 

o»  .  .  •  o SSS8 

OQH-H-l009tf^0a<0Mrf^^»P^0iH- 

fco  <i  ^^  oi  00  -«:i 

??- 
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X. 


Eine  approximative  Trisectio  Anguli. 


Von 

C.  F.  E.  Björling. 


Hr.  Gapitän  C.  E.  Unonius  in   Malmö   bat   mir   die  folgende 
CoDstraction  mitgeteilt. 

Ein  gegebener  Winkel 

COD(^  2a<900,  0C=  OD  —  1) 

wird  balbirt    durcb   die  Gerade   OEK^   die    CD  im  Punkte  E  trifft 
Die  zwei  Kreise 

(1)  mit  Centrum  O,    Halbmesser  OC 

(2)  91  9,        C*,  „  CE 

schneiden  sich  im  Punkte  F  (im  Winkel  COD).  Man  ziehe  FR 
parallel  mit  OC  M  ist  Gentrum  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser 
CiJ,  welcher  FH  und  EK  berührt  (ausserhalb  des  Kreises  (1)).  Für 
den  Winkel  COM  erhält  man 

cot  COM  =  cot  «+^  (l-  [/l-  ?^-) 

Beisp.    Für  2«  -=  30»  wird  COM  «    9»  59'  55",  1 

60«     ,9        „  19^59' 42",  9 

800    ^^        ^^  26«  40'  14",  7 

Beweis.    Mit  O  als  Anfangspunkt,  OC  als  Abscissenaxe  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  wird  die  Ordinate  des  Punkes  F 
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r>  '                   T*       lA      sin-a 
R  sin  c,    wo    R  '^  y  1 j— 

Die  beiden  Geraden 

FH .    .    ,  y  =  Rsina 
OK  .    .    ,  y  =^  xtgcc 

bestimmen  einen  Punkt  P  (Jßcosa,  Jßsina).    Durch  denselben  zieh 
man  die  Bissectrise  des  Winkels  HPK 

(3)  y  =  -ß  sin  «  «=  tg  2  (a?  — -  Äcos  «) 

in  derselben  liegt  das  Gentrum  M,    Seine  Ordinate  ist 

«  (l  +  Ä)  sin  « 
seine  Abscisse  also,  laut  (3) 

CK 

=«  Jf2  COS  a  +  2  cos*  2  =  (1  +  i2)  eos  a  +  1 
Hieraus  ergiebt  sich  der  obengenannte  Wert  des  Winkels  COM. 
Lund,  Schweden,  Oct.  1896. 
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Bemerkungen  zu  der  ausnahmlosen  Auflösung 
des  Problems,  eine  quadratische  Form  durch  eine 
lineare  orthogonale  Substitution  in  eine  Summe 

von  Quadraten  zu  verwandeln. 


Von 

Adolf  Kneser  in  Dorpat. 


In  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1868 
(Werke  Bd.  I,  S.  165)  hat  Kronecker  eine  kurze  aber  wichtige  Notiz 
über  die  gleichzeitige  Transformation  zweier   quadratischen  Formen 
in  Summen  von  Quadraten  veröffentlicht,  welche  gegenüber  den  frü- 
heren Behandlungen   desselben    Themas   zwei  Neuerungen   enthält. 
erstens   wird  die   gesuchte  Transformation   in  mehreren    Schritten 
hergestellt,   bei  deren  jedem   das  Quadrat  einer  einzigen  Variabein 
erscheint,   welche  mit  keiner   der  übrigen  multiplicirt  ist;   zweitens 
werden  nicht  die  Formen  einzeln,    sondern  die  durch   sie  definirte 
Formenschar  betrachtet.    Diese  beiden  Grundgedanken    Kroneckers 
festhaltend  Idse  ich  in  den  folgenden  Zeilen  das  Problem  der  Haupt- 
axen  einer  Fläche  zweiten  Grades  und  das  allgemeinere,  eine  qua- 
dratische Form  durch   eine  orthogonale  lineare  Substitution  in  eine 
Summe  von  Quadraten  überzuführen,   nach  einer  Methode,   welche 
keinerlei  Aasnahmen  erfordert  und  an  Vorkenntnissen  nur  die  elemen- 
tarsten Determinantensätze  voraussetzt. 

I.  Sind  a  und  b  reelle  Grössen,  welche  nicht  beide  verschwin- 
den, und  ist  c  einer  der  Werte  von  ya*4-**?  so  ergibt  sich  aus 
den  Gleicbungen 

▲leb.  d.  Math.  u.  Fliys.    2.  Beihe,  T.  XV.  15 
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axi  —  bxo  hx-,  4-  axa 

Vi — ,     y, — 

die  Folgerung 

^1^  +  ^2^  =  Pi^  +  2/2* 

im  Gebiet  von   zwei  Variabein  giebt  es  also   orthogonale  Substitu- 
tionen, in  welchen  die  Coefficienten  einer  Gleichung,  z.  B.  der  ersten^ 
sich  wie  zwei  beliebig  gegebene  reelle  Grössen  verhalten,  die  nichi^ 
beide  verschwinden. 

IL    Der  analoge  Satz  sei  für  n  — 1  Variable  bewiesen,  d.  h.  es 
gebe  eine  reelle  Substitution 

yj»  «=  Cvia?! -}- C„2fl72  +  .    .    .  +  Cr,n-iiPn-l      (v  =  1,    2,.    .    .  w  —  1) 

in  welcher  sich  die  Coefficienten  der  ersten  Gleichung  Cj^,  c^  .   .   . 
ci,n-i   verhalten   wie  w  —  1    beliebig   gegebene   reelle   Grössen   a^, 
og.  .   .   •  on-i,  die  nicht  sämtlich  verschwinden  ;  als   orthogonal    ist 
die  Substitution  dadurch  charakterisirt,  dass  die  Gleichung 

M— 1  n— l 

(1)  -S    j,^«  =     J£  XV* 

besteht.    Dann  bilde  man  die  orthogonale  Substitution 

(2)  «1  «  «2^1  +  ßyn,    H  '^  m  +  ^3^» 
und  setze 

«n  =  ^n  =  Stny     A3  •=  3/3,     «^i  =  ^41  •     •     •  '^— 1  *"  Ifn-l 

sodass  nach  (1)  die  Gleichung 

n  n  n 

i>=i  v+i  i>=3 

folgt,  die  Systeme  der  n  Grössen  a:j,  xg,  .  .  .  x,,  und  «1,  »21  •  •  •  ^i 
also  ebenfalls  durch  eine  orthogonale  Substitution  verknüpft  sind. 
Die  erste  Gleichung  derselben  lautet 

(3)  »1  «  «CiiO?!  +  acj^aja  +  .    .    .  +  aci,n-ia'n-l  +  |?irn 
und  man  kann  nach  Voraussetzung 

civ  =  ?Mvf     €iciv  ^=»  akav     (v  «=  1,  2,  .    .    .  n  —  1) 

setzen,  wobei  X  eine  von  null  verschiedene  reelle  Grösse  ist.  Be- 
deutet ferner  an  eine  beliebig  gegebene  reelle  Grösse,  so  kann  man 
nach  I.  die  Substitution  (2)  so  bestimmt  denken,  dass 

ß  :  azß  —  Aa»  :  1 
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alsdann  verhalten  sich  in  der  Gleichung  (3)  die  Coefficienten  der 
Variabein  x  wie  die  reellen  Grössen  Oj,  og  .  .  .  a,,,  welche  nur  der 
Beschränkung  unterworfen  sind,  dass  die  n  —  l  ersten  von  ihnen 
nicht  sämtlich  verschwinden. 

Will  man   eine  orthogonale  Substitution    für  die   n  Variabein 

bestimmen,   in  welcher  die   Coefficienten  der  ersten   Gleichung  sich 

verhalten  wie 

0:0:.    .    .  :  0  :  a„ 

wobei  an  von  null  verschieden  sei,  so  braucht  man  nur 

zu  setzen   und  die  Variabcln  sr^,  a^s,  .    .    .  a*«   durch    eine   beliebige 
orthogonale  Substitution  aus  to,,  i^jg,  .   .   .  wn-i  hervorgehen  zu  lassen. 

Hiermit  ist  nach  der  Methode  der  vollständigen  Induction  der 
folgende  Satz  erwiesen. 

Im  Gebiet  beliebig  vieler  Variabein  kann  eine  reelle  orthogonale 
Substitution  hergestellt  werden,  in  welcher  die  Coefficienten  einer 
Gleichung  in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen  wie  be- 
liebig gegebene  reelle  Grössen  von  gleicher  Anzahl,  welche  nicht 
Sämtlich  verschwinden. 

III.    Es  sei  nun 

f  =  2  a/nj,xiJLXj,=  E  aifiXfiXr     (fi,  v  =  1,  2,  .    .    .  n) 

^ino  beliebige  quadratische  Form  mit  reellen  Coefficienten;  man 
^etze 

9^  =  ^1^  +  ^2^  +  •     •     •  +   '-^n^ 

Xind  versuche  eine  orthogonale  Substitution  zu  bestimmen,  nach 
"Welcher  mau  erhält 

"Vvobei  kl  eine  reelle  Constante,  fi  eine  quadratische  Form  mit  re- 
ellen Coefficienten  bedeute.  Ist  die  gesuchte  Substitution  durch  die 
<3lleichungen 

C5)  yv  =  CviXi-{-Cv2X2  -[-•••  -\~Ctmi>Cn     (v  =  1,  2,  .    .    .  n) 

gegeben,   so  hat  man,   da   sie   orthogonal    sein   soll,    die  weiteren 


H  -•  -1-. 
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(6)  Xv  —  Cli»yi  +  <^rV2  +  .    .    .  +  ^nvtfn 

und  die  Gleichung  (4)  ergiebt 


(7) 


oder  nach  (5)  and  (6) 

1«  n 

(8)    2A|  2  eivXp  =  2  2^  Civiovix^  +  öi»2a;i  +  •    •    .  +  ovn^n) 
woraus  für  die  n  Grössen  civ  folgende  Gleichungen  resultiren: 


^^11  +  (^  —  ^l)^l«  4"  •     •     .  +  02n  öln 


0 
0 


(9) 


021^11  +  aii2Ci2  +  •     •     •  4"  ^»»»»  ~  ^j)<?ln  —  0 


Bezeichnet  man  ferner  durch  u  eine  Unbestimmte,   durch  D[v) 
die  Determinante  der  Form  f—u(p,  sodass 


2>(u) 


0,1  —  w     a,2 

^21        ^22  """  ^  • 


•     •     • 


ain 

a2n 


önl      ön2  .    .    .  Ofin  —  ^ 


80  ergeben  die  Gleichungen  (9) 

D{X,)  =  0 

Ist  umgekeht  A,  eine  dieser  Gleichung  genügende  reelle  Grösse,  so 
sind  die  Gleichungen  (9)  durch  reelle  Werte  der  Unbekannten,  welche 
nicht  sämtlich  verschwinden,  zu  befriedigen,  und  man  kann  nach  IL 
eine  orthogonale  Substitution  (5)  finden,  in  welcher  die  Goefficienten 
^119  ^12)  •  •  •  ^in  jenen  Gleichungen  genügen.  Aus  ihnen  folgen  un- 
mittelbar die  Gleichungen  (8)  und  (7),  mithin  auch  (4). 

Es  sei  nun  nach  einer  der  yielen  möglichen  Methoden  bewiesen, 

dass  die  Gleichung 

D(x)  —  0 

nur  reelle  Wurzeln  besitzt,  etwa  nach  der  von  Weierstrass  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1879   gegebenen 
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welche  keine  weiteren  Hilfsmittel  als  die  hier  gebrauchten  Deter- 
minantensätze benutzt.  Dann  folgt  aus  der  obigen  Entwicklung,  dass 
die  Form  /  stets  durch  eine  reelle  orthogonale  Substitution  in  die 
Gestalt  (4)  gebracht  werden  kann.    Setzt  man  ferner 

(fi,  V  —  2,  3,  .    .    .  n) 

9t  —  y«*  +  y3*+.  .  .+jn* 


so  ist 


(lO^ 


D{u)  - 


Aj  —  w         0       0     ...  0 

0  ^22  —  U     ^23    .     .     .  Ä2n 


0  bn2 


hftZ    •     •     •  bnu — U 


denn  nach  dem  Multiplicationstheorcm  der  Determinanten  mnltipli- 
cirt  sich  bei  jeder  linearen  Substitution  die  Determinante  einer  qua- 
dratischen Form  mit  dem  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante, 
welches  im  vorliegenden  Falle  den  Wert  +1  bat,  und  die  Form  q> 
geht  bei  der  Substitution  (5)  in  die  Summe  der  Quadrate  von  ^], 
y»»  -  .  .  y»  über.  Ist  daher  D-^{u)  die  Determinante  der  Form 
^i  —  «*9>i,  so  ergiebt  sich  aus  (10) 

D{u)  «  (Aj  -  u)D^{u) 

lY.  Allgemein^  sei  k  irgend  eine  der  Zahlen  1,2,.  .  .  n  —  1, 
^nd  man  habe,  was  nach  III.  für  ä;  «==  1  möglich  ist,  die  Form  f  in 
folgende  Gestalt  gebracht: 

Wobei  die  Grössen  v  durch  eine  reelle  orthogonale  Substitution  aus 
"©n  Tariabeln  x  entstanden  sind,  Jk  eine  quadratische  Form  mit  re- 
c*leii  Coefficienten  ist,  und,  wenn  Dk{u)  die  Determinante  der  Form 

^^deutet,  die  Gleichung 

Diu)  —  (Ai  —  w)  (Aa  -  w)  .   .   .  {h  —  ii)Dk{y) 

^steht.  Dann  sei  A*+i — u  irgend  ein  Linearfactor  von  Dit{u)\  man 
^**^  III.  durch  eine  reelle  orthogonale  Substitution  solche  Variabein 
*-i-i,  trt+2,  ...«?«  einführen,  dass  man  hat 
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(12)  tk  =  h^\Wit^i^'\-fkJf.\(wk^2'i  W'fc+li  •    •    •  W'n) 

wobei  /jk+i  eine  quadratische  Form  mit  reellen  Coefficienten  ist, 
welche  für  h-\-l  =-  n  identisch  verschwindet     Setzt  man  noch 

(13)  M'i  =»  t?i,      l£?2  =  ^2,  .     .     .   MJjfc  =  Vk 

so  sind  auch  die  Variablensysteme  iCj,  ar2»  •  •  •  ^n  und  Wj,  «fj,  .  •  . 
Wn  durch  eine  orthogonale  Substitution  verknüpft,  und  wenn  Z)*+i(t*) 
die  Determinante  der  Form 

A+l  •—  w(w7Jl+2^  +  ^'*4  8*  4"  •    •    •  4"  ^»**) 
bedeutet,  besteht  nach  III.  die  Gleichung 

Dk{u)  =  (h-\-\    -w)^*+i(w) 
mithin  auch 

D,u)  «.  (^1  —  w)  (^2  -  ^)  •    •    •  (^*+i  —  «♦)  ^*4-i(w) 
ferner  folgt  aus  (11),  (12)  und  (13) 
/•  =  Aj w^^  +  hW  +  '   '   •  +  ^&+i  w'Ä+i*  +  A+i  ("'*+2, 

M?lr+3,  ...  Wh) 

Für  die  Variablen  w  gelten  also  genau  die  für  die  Variablen  v  ein- 
geführten Voraussetzungen,  nur  dass  die  Anzahl  der  Variablen,  welche 
in  der  Form  /  mit  keinen  andern  multiplicirt  sind,  um  Eins  ge- 
wachsen ist. 

Man  kommt  daher,  indem  man  den  von  den  Grössen  v  zu  den 
Grössen  w  führenden  Schritt  wiederholt,  schliesslich  zu  einem  Variablen- 
system «,  in  welchem  die  Form  f  folgendermassen  ausgedrückt  wird 

wobei  fn-i  eine  quadratische  Form  ist  und,  wenn  X>h(w)  die  Deter- 
minante der  Form 

ist,  die  Gleichung 

D{u)  =  (^1  —  ^*)  (^2  —  ")  •    •    •  (^w-l  —  u)  Dn{u) 

besteht.    Nun  kann  man  offenbar  setzen 
sodass 

Dh(u)    =.    (An  —  u) 

wird',  man  hat  daher  die  beiden  Gleichungen 
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D{ii)  «a  (Aj  —  uj  (^2  —  m)  .    .    .  (Xn  —  u) 

wobei  die  Grössen  t  dnrch  eine  reelle  orthogonale  Substitution  mit 
den  Grössen  x  verknüpft  sind.  Die  Form  /  kann  also  in  der  Tat 
durch  eine  orthogonale  Substitution  so  umgestaltet  werden,  dass  sie 
nur  noch  die  Quadrate  der  Variabein  enthält  und  die  Coefficienten 
derselben  die  reellen,  gleichen  oder  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung 

D(x)  =  0 
sind. 

Dorpat,  Juli  1896. 


^ 


232  Loriga:  (Jeher  RadicaU  und  An firadkal- Kreise, 


XII. 

Ueber  Radical-  und  Antiradical-Kreise. 

Zweiter  Teil. 

Von 

Juan  J.  Durän  Loriga. 

FoTtsetznng  von  Nr.  IV. 


In  dem  ersten  Teile  haben  wir  den  Radical-Kreis  definirt  als 
den  geometrischen  Ort  von  denjenigen  Punkten,  deren  Potenzen  mit 
Bezug  auf  zwei  feste  Kreise  (ü)  und  (0')  gleich  sind  und  verschiedene 
Vorzeichen  haben;  wir  haben  gesehen,  dass  der  erwähnte  Kreis  als 
Mittelpunkt  hat  die  Mitte  desjenigen  Segments,  welches  die  Centra 
der  gegebenen  Kreise  vereinigt,  dass  ferner  sein  Radius  ist,  wenn 
man  die  bekannten  Radien  R  und  R'  nennt, 

Man  begreift  die  Möglichkeit  das  umgekehrte  Problem  zu  lösen, 
d.  h.  bei  zwei  gegebenen  Kreisen  (0)  und  (q)  einen  dritten  zu  finden, 
der  mit  dem  Kreis  (9)  vereinigt  als  Radical-Kreis  (p)  haben  möge, 
und  den  wir  Antiradical-Kreis  von  (0)  mit  Bezug  auf  (q)  nennen 
wollen,  indessen  ehe  wir  auf  diese  Untersuchung  eingehen,  wollen 
wir  das  betreffs  der  Radical-Kreise  in  dem  ersten  Teil  der  Arbeit 
gesagte  etwas  erweitern. 

Vorläufig  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  gegebenen  Kreise 
und  der  Radical-Kreis  ein  Kreis-Büschel  bilden,  da  alle  drei  zu 
einem  Coaxial-System  gehören,  dass  sie  deshalb  die  vielfachen  Eigen- 
schaften dieser  Systeme  besitzen,  und  dass  aus  demselben  Grunde 
ihr  Studium  aus  der  projecti vischen  Geometrie  sich  ableiten  lassen 
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Jrdonte,  obgleich  wir  vorgezogen  haben,  ihm  eine  elementare  Form 
zu  geben 

Ans  der  Betrachtung  der  Radical-Kreise  lassen  sich  die  bekannten 

Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten,  dergestalt,  dass  zwei  Kreise 

orthogonal   sind,  ableiten,   wenn   man  als  Grundlage  das   Factum 

nimmt,  dass,  wenn  zwei  Kreise  orthogonal  sind,  der  Radical-Kreis 

durch  ihre  Mittelpunkte  geht  und  umgekehrt,   aus  welchem  Grunde 

in  dem  Falle  der  Orthogonalität  als  notwendige   und   ausreichende 

Eedingung   erfüllt  sein  muss,^  däss   die  Coordinaten   des  Centrums 

eines  derselben  der  Gleichung  des  Hadical-Ereises  genügen. 

Ms  seien  die  Gleichungen  der  Kreise,  deren  Eigenschaften  wir 
als  orthogonale  feststellen  wollen,  die  folgenden: 

x^+y\+2A'x  +2B'y  +  C'  -  0 
^^ie    Gleichung  des  Radical-Kreises  ist 

2ix^  +  y^)+2{A  +A')x  +  2(B+B')y+  C+  C  =  0 

I^i©    Coordinaten  des  Centrums  eines  dieser  Kreise   z.  B.  des  ersten 
sind   — A  und  — -ö,  sie  müssen  also  den  Bedingungen  genügen: 

2{Ai+B^)'-2lA  +  A')A-2(B  +  B;)B+C+C'  =  0 

^^8   sich  auf  das  bekannte  Verhältniss  zurückführen  lässt 

2(AA'  +  BB')  «  C+C 

"Wenn  die  Gleichungen  der  Kreise  in  barycentrischen  Coordi- 
°Men  gegeben  sind,  wird  dieses  Verfahren  das  geeignete  sein,  be- 
sonders wenn  die  Coordinaten  des  Centrums  eines  derselben  a  priori 
"^katint  sind.  Versuchen  wir  z.  B.  zu  beweisen,  dass  der  Long- 
^^amps'sche  Kreis  orthogonal  ist  mit  Bezug  auf  die  Potential-Kreise 
^^ir  nennen  Potential-Kreise  solche  Kreise,  die  um  die  Mitten  der 
^^He»  als  Centren  beschrieben  werden  mit  Radien,  die  den  entspre- 
^^öiÄden  Medianen  gleich  sind  (man  sehe  Progreso  Matematico. 
^^öd  5,  Seite  7o);  wir  haben: 

^*^ichung  des  Longchamps'schen-Kreises  (Po) 

^^^icliung  des  Potential-Kreises 

[Pa).    .    ,pa{a  +  ß+y)(ß  +  y)'{-a^ßy+b^ay+c^aß  ^0 

*^ichung  des  Radical-Kreisei^ 
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(«+i^+y)(«*«+&*i3+c«y)-po/^-Poy)-2(aVy+ft*«y+c*««  -  0 

Wir  haben  mit  pa  bezeichnet  den  Wert  — -^— 0 

Da  das  Centrum  von  P  die  Mitte  der  Seite  ist,  so  sind  seine 
barycentrischen  Coordinaten  a  «  0   und  /?  =  y,  woraus  sich  ergiebt 

^ß{b^ß  +  c^ß  ~  2pa  ß^  -  2a V^  =  0 
folglich  etc. 

Wenn  einer  der  Kreise  sich  auf  einen  Punkt  verringert,  so  wird 
der  Badical-Ereis  zum  Radius  haben 

und  wenn  beide  sich  in  Punkte  verwandeln,    so    wird  der  Radical- 
Kreis  immer  imaginär  sein  und  als  Radius  haben 

d  ,—- 

Wir  wollen  auch    bemerken,    dass  der   Begriff  des  Radical-Kreises 
sich   verallgemeinern  lässt,  wenn  man  das  Yerhältniss  der  Potenz 
m 

=einemWert—  macht.    Alle  Kreise,  die  sich   dann   ergeben,   sind 

71 

Teile  eines   gemeinsamen  Büschels   und  haben   viele  Eigenschaften 
gemein. 

Der  Lehrsatz,  wonach  bei  drei  Kreisen,  die  zu  zwei  und  zwei 
combinirt  werden,  die  Radical-Axe  der  Radical  Kreise  von  zwei 
Gruppen  auch  die  der  dritten  Gruppe  ist,  trifft  auch  zu,  wenn  man 
den  Begriff  des  Radical-Kreises  verallgemeinert;  folglich: 

Wenn  man  drei  Kreise  hat  und  die  Radicalen  von  zwei  Gruppen 
findet ,  so  bilden  alle  diese  Kreise  für  irgend  welches  Yerhältniss 
der  Potenz-Teile  eines  und  desselben  Büschels. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken ,  dass  der  Begriff  des 
Radical-Kreises  sich  ausdehnen  lässt  auf  Kugeln  und  ebenso  auch  auf 
die  Kreise,  die  auf  einer  sphärischen  Oberfläche  beschrieben  werden. 


II. 

Wir  wollen  nunmehr  auf  das  Studium  der  obenerwähnten  „An- 
tiradical-Kreise'^  eingehen. 


Loriga:   C/eber  Radicnl'  und  AntiradicaU Kreise,  235 

Ist  ein  Kreis  (0)  und  ein  Radical-Ereis  (q)  gegeben,  so  lässt 
sich  bestimmen  (O'j,  (Antiradical-Kreis  von  (0)  mit  Bezug  auf  (p)), 
wenn  man  eine  Distanz 


annimmt,  wodurch  man  sein  Centrum  0'  erhält;  um  seinen  Eadins 
zu  berechnen,  bestimmen  wir  R'  in  der  Formel,  welche  den  Wert 
voD    Q  gab  

wenn  man  die  Distanz  Qgd  nennt. 

Damit  der  Kreis  (0')  reell  ist,  muss  sich  ergeben 


ä  >]/?"-''* 


2 
Wenn 

verkleinert  sich  der  Antiradical-Kreis  zu  einem  Punkte 

Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kreisen 
(CO      .   .    .  a;2  -f  2,2  +  2^a;  +  2i?i^  -f  C  =  0 

gegeben  sind,   so  hat  der  Antiradical-Kreis   von  (C)  mit  Bezug  auf 
(C^'>  als  Gleichung 

'Wenn  es  sich  um  barycentrischen  Coordinaten  handelt,  so  hat  man 
ebenfalls 

(CO      .   .    .  (a  +  j3+y)(wa+i;i54-M7)  — a2/3y-i2^^y  — i3a/J  =  0 
-^»Ätiiradical-Kreis  von  (C)  mit  Bezug  auf  (C) 

Wenn  einer  der  Kreise  sich  bis  zu  einem  Punkte  verringert, 

B®^     ^ird  der  Radius  des  Antiradical-Kreises  eines  Kreises  (0)    mit 
^^^g  auf  einen  Punkt  q  den  folgenden  Wert  haben 

R'  «  V2d2  — 222 

^^^^n  d  die  Distanz  Op  bedeutet-,  sein  Centrum  wird  sich   über  0^ 
^     ^iner  Entfernung 
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Der  Antiradical-Krcis  wird  reell,  gleich  einem  Punkte  oder 
imaginär  sein,  je  nachdem 

> 

< 

Wenn  die  Gleichung  des  Kreises  ist 

und  a  und  b  die  Coordinaten  des  Punktes  sind,  so  wird  man  als 
Gleichung  des  Badical-Kreises  von  0  mit  Bezug  auf  g  erhalten 

x*+y^-2(2a  +  Ä)x  —  2(2b+B)y  +  2(b^-\-b^)—C^  0 

und  wenn  der  Kreis  sein  Centrum  in  dem  Coordinatenursprung 
hat,  und  der  Punkt  g  über  der  Axe  der  x  steht  in  einer  Entfernung 
(2,  so  wird  die  Gleichung  sein: 

a^^  +  y*  —  ^dx  +  2rf«  +  722  _  0 

Aus  der  Formel,  die  deuWert  des  Radius  iZ'  dos  Antiradical-Kreises 
giebt,  folgern  wir 

2(i2*  +  i2'2)  =  ÖÖ^* 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Berührungspunkte  der  Tangenten ,  die 
einem  Kreise  und  dem  mit  Bezug  auf  einen  Punkt  dazu  gehörigen 
Antiradical- Kreise  gemeinsam  sind,  zu  vier  und  vier  auf  zwei  Ge- 
raden sich  befinden,  die  die  Linie  00'  in  einem  und  demselben  Punkte 

schneiden,  der  von  0  den  Abstand  —  hat,   d.  h.  dass  dieser  Punkt 

a 

der  Fuss  der  Polare   von  g  ist   mit    Bezug  auf  (0):    die    erwähnten 

Geraden  liegen  in  einem  Neigungswinkel  von  45®  auf  der  Linie  der 

Mittelpunkte   um    die   Tangenten,  die   von  irgend  welchem   Punkte 

derselben  an  die  Kreise  (0)    und  (0')  gezogen  werden,    bilden    ein 

harmonisches  Bündel. 

Auch  beweist  das  erwähnte  Verhältniss,  dass,  wenn  der  Kreis 
(0)  bleibt,  und  der  Punkt  g  sich  auf  der  Linie  00'  bewegt,  die  En- 
veloppe  der  Antiradical-Kreise  die  äquilaterale  Hyperbel 

a;2  -  2,2  —  I^ 
ist. 

Es  ist  klar,  dass  alle  Kreise,  die  durch  die  Punkte  H  und  K 
gehen,  in  welchen  der  Antiradical-Kreis  (0')  die  Linie  der  Centren 
schneidet ,♦  auch  Antiradical-Kreise  des  Kreises  (0)   sind  mit  Bezug 
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auf  den  Punkt  p,  aber  wir  verstehen  unter  Antiradical-Ereis  den- 
jeoi^^en,  welcher  sein  Gentrum  über  Op  hat. 

Wenn  wir  die  Radical-Ereise  des  Büschels  suchen,  den  man  er- 
halten würde,  und  der  gegebenen  (0),  so  werden  alle  durch  den  Punkt  q 
Ufehen,  weshalb  man  die  erwähnten  Linien  erhalten  würde,  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  des  zu  HK  perpendiculären  Durchmessers 
mit  dem  Centrum  0  vereinigt  und  als  Centrum  resp.  Radius  annimmt 
die  l^itte  dieser  Geraden  resp.  ihre  Entfernung  von  q. 

>?Venn  der  Kreis  (0)  sich  gleichfalls  zu  einem  Punkte  (Ereis- 
Fankte)  verringert,  so  müssen  wir  auf  den  Fall  eingehen,  wo  wir 
den  ^ntiradical-Kreis  eines  Punktes  0  mit  Bezug  auf  einen  anderen 
Paakt  Q  finden,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  es  genügt,  um  ihn 
za  finden,  0^  um  die  Strecke 

zu  verlängern,  wodurch  man  das  Centrum  0'  bestimmt,  und  es  wird 
der  Hadius  als  Wert 

haben:  es  ergiebt  sich  also,  dass  der  Antiradical-Kreis  eines  Punktes 
iiiit  Bezug  auf  einen  anderen  immer  reell  ist.    Ebenso  sieht  man 
dass  die  beiden  Punkte  bezüglich  des  Kreises  invers  sind. 

Wenn  der  Punkt  0  fest  bleibt,  und  der  andre  Punkt  sich  auf 
^6r  Linie  Oq  bewegt,  so  verwandelt  sich  die  äquilaterale  Hyperbel 
welche  diejenigen  Antiradical-Kreise  einschliesst,  die  wir  oben  als 
Kreis  und  Punkt  angesehen  haben,  in  zwei  Gerade,  die  als  Gleichung 
haben 

y  =  +  05 

^-  h.  Asintoten  sind,  der  früheren  Hyperbel. 

Der  Umstand ,  dass  zwei  Punkte  und  der  Antiradical-Kreis  ein 
^öschel bilden,  in  welchem  die  erwähnten  Punkte  die  Grenz-Punkte 
»ind  ^  gestattet  eine  Reihe  von  Eigenschaften  zu  citiren;  wir  be- 
8chrä.nken  uns  darauf,  die  nachfolgenden  zu  erwähnen,  die  wir  be- 
^^tzen  wollen.  Wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Ebene  mit 
zwei  Punkten  0  und  q  verbindet  und  auf  [den  Enden  von  -40  und 
^^  I^erpendicnlare  errichtet,  so  sind  diese  Geraden  und  die  Polare 
^^^   ^  mit  Bezug  auf  den  Antiradical-Kreis  von  0  und  q  convergent 

Wenn   man   den   geometrischen  Ort  der    Schnittpunkte   dieser 
^'^i'aden  finden  will,  im  Falle  dass  A  eine  beliebige  Linie  beschreibt, 
^^  Senügt  es,  auf  die  folgenden  Umwandlungsformeln  zu  recurriren, 
*^  leicht  zu  erhalten  sind. 
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X  ^  d^  X   .y  «  y 

weon  man  d  den  Abstand  der  Punkte  0  und  q  nennt,  und  als  Car- 
tesianische  Axen  die  Gerade  Op  und  die  in  0  errichtete  Perpendi- 
culare  annimmt. 

Diese  Formeln  machen  ersichtlich,  dass,  wenn  der  Punkt  j1 
eine  Gerade  beschreibt,  welche  durch  0  geht,  auch  der  andere  ent- 
sprechende Punkt  eine  in  0  auf  der  ersten  Perpendiculare  be- 
schreibt; einer  Geraden,  die  parallel  ist  zu  der  Axe  der  Linien  ^, 
entspricht  eine  andre  gleichfalls  parallele  Gerade,  einer  Parallele  zu 
der  Axe  der  Linien  x  eine  Parabel.  Jeder  Kreis,  der  durch  Op 
geht,  entspricht  sich  selbst;  einer  Parabel,  die  zur  Gleichung  hat 

x^  ==  2py 
entspricht  eine  Hyperbel. 

Ist  ein  Kreis  (0,'  gegeben,  so  existiren  auf  einem  seiner  Durch- 
messer nur  zwei  Punkte,  0  und  q  (oder  ihre  symmetrischen  Punkte), 
die  derartig  beschaffen  sind,  dass  der  Antiradical-Kreis  von  0  mit 
Bezug  auf  p(0,)  ist;  man  könnte  die  Punkte,  die  derartig  an  jedem 
Kreis  der  Ebene  gebunden  sind,  dem  erwähnten  Kreise  radical 
associirte  Punkte  nennen. 

Wenn  der  Durchmesser  nicht  fixirt  ist,  dann  sind  die  geome- 
trischen Orte  von  0  und  q  zwei  Kreise,  beide  concentrisch  mit  dem 
gegebenen  Kreise;  ausserdem  haben  sie  den  doppelten  Radius  und 
sind  derartig  beschaffen,  dass  der  Radius  von  (0')  das  geometrische 
Mittel  ist;  diese  Kreise  könnten  wir  auch  zu  (O'J  radical- asso- 
ciirte Kreise  nennen. 

Aus  dem  Obigen  lässt  sich  das  folgende  kleine  Theorem  ab- 
leiten: 

Man  hat  einen  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  seine  beiden  radical- 
associirten  Kreise  und  zieht  einen  beliebigen  Radius   i)ab  (a,  b   und 

c_  sind  die  Punkte,  in  denen  er  nach  einander  die  3  Kreise  schneidet)- 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Ebene  mit  a  und  c  und 

errichtet  Perpendiculare  auf  den  erwähnten  Punkten  der  erhaltenen 
Geraden,    so  sind  diese    Perpendiculare    und  die  Polare  von  A  mv 

Bezug  auf  den  gegebenen  Kreis  convergent. 

Wenn  man  speciell  den  Punkt  A  auf  dem  gegebenen  Kreis  (d 
betrachtet,  so  ergiebt  sich  das  nachfolgende  Theorem: 
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Die  Perpendicularen  errichtet  auf  den  Endpunkten  der  Geraden, 
welche  einen  Punkt   eines   Kreises   mit  den  Endpunkten  eines   und 
desselben  Radius  der  radical-associirten  Kreise   verbinden,   conver- 
giren  in  der  Tangente  des  ursprünglichen  Kreises  in  A,  sodass  diese 
Tangente    aus  diesem   Grunde   der   geometrische   Ort   der  Schnitt- 
punkte aller  Perpendicularen  ist,  die  sich  auf  den  Punkt  A  beziehen. 

Wenn  die  Coordinaten  zweier  Punkte  A  und  A^y  ^  und  b  be- 
ziehungsweise a^  und^'  sind,  so  ist  die  Gleichung  des  Antiradical- 
Kreises  von  A  mit  Bezug  auf  ^4' 

Die  Betrachtung  von  Radical-  und  Antiradical-Kreisen  in  der 
Geometrie  des  Dreiecks  kann ,  wie  wir  schon  bei  anderer  Ge- 
legenheit bemerkt  haben,  zum  Gegenstaud  interessanter  Studien  wer- 
<ieD,  je  nachdem  mau  in  Betracht  zieht,  effective  Kreise  oder  solche, 
die  sich  zu  Punkten  verringern  und  sogar  solche,  die  in  das  Imagi- 
näre übergehen.  Als  eine  der  einfachsten  Anwendungen  wollen  wir 
hier  oberflächlich  clie  Antiradical-Kreise  eines  Scheitels  eines  Drei- 
^ks    mit  Bezug  auf  einen  anderen    betrachten.     Es  sei  ABC  das 

bötreffende  Dreieck,  und  nehmen  wir  an,  dass  sein  Amfang  in  einem 
bestimmten  Sinne  durchlaufen  werde,  z.  B.  in  alphabetischer  Ord- 
^^^gj  so  haben  wir  zu  finden  den  Antiradical-Kreis  von  A  mit  Bezug 

*^^  -ß,  von  B  mit  Bezug  auf  C  und  von  C  mit  Bezug  auf  A^  welche 

^ir    beziehungsweise  nennen  wollen  (^),  (-4j),  {B^). 

Wir  werden  die  Centren  der  Kreise  erhalten,  wenn  wir  die 
Seiten  (in  dem  Sinne  der  in  Betracht  kommt)  um  ihre  eigene  Länge 
verläingern,  und  was  die  Radien  betrifft,  so  werden  wir  zu  Werten  haben 

«  V^,  a  y  2  und  h  y  2. 

Wir  wollen  die  Gleichung  des  Kreises  A^  finden. 

Wir  wissen,  dass  in  der  von  Longchamps  (J.  S.  1886,  Seite  57) 
^^Sedeuteten  Form,  die  Gleichung  des  ganzen  Kreises  ist 

^^i"in  u,  V  und  vo  die  Potenzen  der  Scheitel  des  Dreiecks  sind    mit 
"^^^Ug  auf  den  Kreis,  der  in  Betracht  kommt. 

Im  gegenwärtigen  Falle  haben  wir 

u  =  25*  —  c*         w  =«  2a^         w?  «  —  a^ 

^"^l^Iich  ist  die  Gleichung  des  Kreises  (A{) 
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und  auf  ähnliche  Art  oder  durch  Circular-Permutation  erhält   man 
die  von  (Bj)  und  (Cj). 

Wenn  man  das  Radical-Centrum  von  (^]),  (B^)  und  (C|)  findet, 
so  erhält  man 

d  h.   es   fällt  zusammen  mit  dem   Centrum   des   umgeschriebenen 
Kreises.    Berechnen  wir  den  Radius  des  orthotomischen  Kreises. 

Die  Potenz  von  0  mit  Bezug  auf  (Ai)  ist 


üii  —  2a2 
aber  

es  ergiebt  sich  demgemäss,  dass  der  orthotomische  Kreis  als  Radius 
hat  R  und  mit  dem  umgeschriebenen  Kreise  zusammenfällt. 

Dieses  Resultat  muss  sich  notwendigerweise  ergeben,  denn,  da 
die  Scheitel  die  Grenzp unkte  des  Bündels  sind,  den  die  Anti- 
radical-Kreise  bilden,  muss  der  Kreis,  der  zu  gleicher  Zeit  durch 
die  drei  Scheitelpunkte  geht,  zu  jenen  Kreisen  orthogonal  sein,  d.  h 
orthotomisch  zu  {Ai\  (-B,)  und  (Cj). 

Die  Polaren  des  Centrums  des  umgeschriebenen  Kreises  mit 
Bezug  auf  die  Kreise,  die  wir  betrachten ,  gehen  durch  die  Scheitel 
des  Tangential-Dreiecks  (Lemoine*scheu  Punkte  associirte),  da  die 
auf  den  Geraden   0-0,  OC  und  0-4    errichteten  Perpendicularen    an 

ihren  Enden  sich  in  den  genannten  Punkten  schneiden.  Die  er- 
wähnten Polaren  teilen  die  Seiten  des  fundamentalen  Dreiecks  im 
Yerhältniss  zwei  zu  eins. 

Die  Polare  [des  Scheitelpunkts  z  B.  mit  Bezug  auf  den  Kreis 
[Ai)  geht  durch  den  symmetrischen  Punkt  von  A  mit  Bezug  auf  das 

Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises,  weil  sich  im  erwähnten 
Punkte  die  in   B  und  C  auf  den   Seiten   AB  und  AC  errichteten 

Perpendicularen  kreuzen. 

Da  die  Punkte  B  und  C  invers  sind  mit  Bezug  auf  den  Kreis  Ui), 
so  folgt,  dass  wenn  wir  durch  C  in  dem  erwähnten  Kreise  eine  be- 
liebige Sehne  mn  ziehen,  die  Punkte  m,  n,  B  und  Ä  concyklisch 
sind. 
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Da  die  Punkte  H  und  K  (Punkte,  in  welchen  die  Seite  jBC,  (A^) 

schneidet  harmonisch  zugeordnet  sind  mit  Bezug  auf  B  und  C,   so 
haben  wir 

and  folglich  wird    in   einem  beliebigen  Punkte  n   des  Kreises   (^j) 
sein: 

^*  =  2nC^ 

d.h.  der  erwähnte  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte 
deren  Abstand  von  B  im  Quadrat  erhoben  doppelt  so  gross  als  das 

Quadrat  ihres  Abstands  von  C  ist. 

Die  Polaren  eines  beliebigen  Scheitelpunkts  des  Dreiecks    mit 
Bezog  auf  die  Kreise  (^i),  (i^,)  und  (Cj)  sind  convergent  und  das- 
ist  der  Fall  mit  den  Badical-Axen. 


Die  Polaren  eines  der  Brocard*schen  Punkte  mit  Bezug  auf  die 
Kreise,  die  wir  betrachten,  gehen  durch  den  diametral  entgegen- 
^setzten  Punkt  des  entsprechenden  Bei-Kreises. 

Ein  analoges  Factum   wird  eintreten,   wenn  man  die  isogonen 
I*nnkte  und  die  Zorricheli'schen  Kreise  betrachtet. 

Wenn  man  über   OA^,  OB^  und   OCj    als  Durchmessern  Kreise 

l>e8chreibt,  so  sind  diese  Radical-Kreise  des  umgeschriebenen  Kreises, 
"'md  von  (A^),  (B^)  und  (Cj)  und  gemäss  bestätigt  sich,  dass  die 
Radical-Axen  dieser  letzteren  durch  0  gehen. 

Die  Potenzen  der  Scheitel  des  Dreiecks  mit  Bezug  auf  die  Neu- 
^erg'schen  Kreise  uad  auf  die  Kreise  (^i),  (B^)  und  (Cj)  sind  gleich 
und  haben  Entgegengesetzte  Vorzeichen,  z.  B.  die  Potenz  von  C  mit 
Bezog  auf  (Na)  ist  gleich  (mit  Ausnahme  des  Vorzeichens)  der  von 
O  mit  Bezug  auf  (Ai) ;    so  gehen   die  Eadical-Kreise  der  crwähuten 
Kreise  durch  die  Scheitel  des  Fundamental- Dreiecks.    Die  Gleichung 
^w  erwähnten  Radical-Kreise  z.  B.  des  {Na)  uud  (^,)  entsprechen- 
den ist 

{u+ß+y)[{'2b^  -  c^)ct+3a^ß]  -  2a^ßy  -  üb^ay—^c^aß  =  0 

Wenn  wir  den  Radius  des  Radical-Kreises  finden  wollen,  dessen 
«leichong  wir  notirt,  so  genügt  es  in  der  Formel 

Q=:i  V2{R'  +  R;')  ^H^ 
^^  Verte  zu  ersetzen 

^«k.  4.  mth.  n.  Phys.    2.  Kwhe,  T.  XV.  16 
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R  =  ai2        R  =  ^ycot««ö  — 3        d  «- 1 ^9  +  cot^tö 

und  es  ergiebt  sich  für  den  gesachten  Radius  der   höchst  einfache 

nachfolgende  Ausdruck 

a 
(>  «=  2  cosec  w 

Dieses  Resultat  könnte  man  auch  erbalten,  wenn  man  bemerkt, 
dass  die  Gerade,  die  C  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  vereinigt, 
parallel  und  gleich  ist  der  Hälfte  von  BNg. 

Die  Radical-Axen  der  Neuberg'schen'  Kreise  und  der  Kreise 
(ili),  (B^)  und  (Cj)  gehen  durch  die  Scheitel  des  ersten  Brocard- 
schen  Dreiecks  (semireciproke  Punkte  des  Lemoniu'schen  Punktes) 
und  schneiden  die  Seiten  des  Dreiecks  im  Verhältniss  von  zwei  zu 
eins;  z.  B.  die  Radical-Axe  von  (Na)  und  {A{)  geht  durch  den  Scheitel 
^x,  dessen  Goordinaten  sind 

Die  Polaren  de^  Zarry'schen  Punktes  mit  Bezug  auf  die  Kreise 
(^1)9  {^d  ^^^  (^])  schneiden  sich  in  dem  Steiner'schen  Punkte. 

Das  Dreieck  der  Centren  ^,  ^,  Cy  ist  dreifach  homologisch 
zum  Fuudamental-Dreieck,  und  es  sind  A^  B  und  C  die  Centren  der 
Homologie  und  die  Seiten  des  ersteren  die  Axen  der  Homologie. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  der  Centren  und  des  Fandamental- 
Dreiecks  stehen  in  dem  nachfolgenden  Verhältniss 


d.  h.  die  Total-Potenz  (man  sehe  Progr.  Mat.   Band  lY,    Seite  313) 
des  ersten  Dreiecks  ist  siebenmal  grösser  als  die  des  zweiten. 

Die  Polare  des  Scheitels  B^  mit  Bezug  auf  den  Kreis  (A^)  ist  die 

Perpendiculare  errichtet  auf  BC  im  Punkte  C  und  die  Radical-Axen 

im  Punkte  C,    und  die  Radical-Axen   derselben  Elemente  sind  die 
Mediatrizen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  in  einem  Dreiecke  sich  ergiebt 

c3  =  2i* 

verwandelt  sich  der  Kreis  (Aj)  in  den  AppoUonius'schen. 

Wenn  man  den  Umfang  des  Dreiecks  als  im  entgegengesetzten 
Sinne  durchlaufen  annimmt,  werden  sich  andere   Kreise  (^g),  (B^) 
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nnd  iC^)  ergeben,  die  analoge  Eigenschaften  aufweisen  wie  die  von 

fJi),  (Bj)  und  (C]);  dessen  ungeachtet  lassen  sich  aus  der  Combi- 

nation  der  einen   mit  den  anderen  neue  Eigenschaften  ableiten,   so 

z.  B.  sind  die  Radical-Centren  von  (^a),  (ii«),  {A^)\  (iV*),  {B^\  (B^) 

0.  s.  w.  die  Scheitel  des  ersten  Brocard^schen  Dreiecks. 

Verschiedene  andre  Eigentümlichkeiten  könnten  wir  hier  noch 
anführen;  wir  reserviren  indessen  für  den  dritten  Teil  unserer  Ab- 
handlung die  Nutzanwendung  (besonders  auf  die  Geometrie  des 
Dreiecks),  die  sich  leicht  ergiebt  aus  der  Betrachtung  und  dem 
Stadium  der  Radical-  und  Antiradical-Kreise. 

La  Gornna  (Spanien)  August  1896. 


u" 


i 
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XII. 

Ueber  die  charakteristische  Differentialgleichung 

der  Eaumcurven. 

Von 

R.  Hoppe. 


In  meiner  analytischen  Curventheorie  *)  habe  ich  die  allgemei 
Bestimmung   der  Raumcurve   nach  Elimination  des  LinienelemeiB^  *^ 
und  der  Lage  auf  eine   lineare  Differentialgleichung  2.  Ordnung  z'^^' 
rückgeführt,  deren  Beziehung  zur  Curve  aber  nur,  soweit  es  die  J)^^' 
finition  erforderte,  zum  Ausdruck  gebracht.    Diese  Beziehung  nac^^ 
allen  Seiten  hin  zu  formuliren,  macht  sich  das  Folgende  zur  Aufgab  ^^' 

Eine  Curve  ist  unabhängig   vom  Linienelement,    also  von  de^  ^ 
detaillirten  Dimensionen,  bestimmt,   wenn  die  Richtungscosinus  de^^^ 
Tangente/,  g^  h  gegen  die  Axen  der  x,  y^  z  gegebene  Functione         ' 
eines  Parameters  sind;  sie  ist  überdies  unabhängig  von   ihrer  Lag*:^^, 
bestimmt,  wenn  statt  dessen  zwischen  dem  Krümmungswinkel  t  un 
und  dem  Torsionswinkel  ^  eine  Relation  gegeben  ist. 


Nimmt  man,  wie  hier  stets  geschehen  soll,  r  zur  unabhängige^^^ 
Variabein,  und  bezeichnen  Accente  die  Differentiation  nach  r,  ^^  ^ 
sind  /',  g\  }i  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale.  Die  d^^  — ^^ 
Binormale  mögen  2,  m,  n  sein. 

Für  die  allgemeine  Untersuchung  aber  kann  eine  Axe  a— ^"^ 
übrigen  vertreten.    Wir  wenden  daher  zur  Bestimmung  nur  /,  /         "i  ^ 


*)  Lehrbnch  der  analytischen  Geometrie,  3.  Abschn« 
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als  Richtangscosions  der  Tangente,  Hanptn ormalc,  Binormale  gegen 
die  ac  Axe  an.  Aus  ihnen  lassen  sich  leicht*)  die  entsprechenden 
Grössen  für  die  y  und  z  Axe  bis  auf  eine  willkürliche  Constante 
entsprechend  einer  Rotation  der  Figur  um  die  x  Axe  finden. 

Zerlegt  man  die  Gleichung 

in 

/  cos  IIA  +  f  sin  /lA  =»  1 

/  sin  |iA  —  f  cos  IIA  ==  ü 
und  setzt 

tg  if*  -  — 

so  ergeben  sich  für  letztere  Grösse  2  quadratische  Gleichungen  und 
als  deren  Wurzeln  die  Werte: 

2r '       f  ±il  _  f  +  il 
r    *"     l  +  r^  +  l+'f 

nur  vereinbar  für 
Hieraus  folgt  weiter: 

das  ist: 

r"  +  e^'r*+ Jr  =0  (3) 

Diese  Gleichung,  früher**;  auf  anderm  Wege  hergeleitet,  ist  es,  die 
ich  oben  charakteristische  Differentialgleichung  genannt  habe;  es 
sollen  nun  die  Beziehungen  ihrer  Lösungen  ergänzend  aufgestellt 
werden.  Hierbei  sei  r  diejenige  Speciallösung,  welche  gemäss  Gl. 
(2)  der  Curve  {ff  l)  entspricht.  Eine  zweite  Speciallösuug  q  ist, 
wenn  ^i  den  conjugirten  Wert  zu  q  bezeichnet ,  bekannt  durch  die 
Relation 

r'  =  igie-*^  (4) 

mithin  das  vollständige  Integral 

(r)  ^  Aq+  Br  (5) 


*)  L  c.  §  56.  Aufgabe  4. 
**)  1.  c.  Aufgabe  19 
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§1. 

Sei  von  jeder  coxnplexen  Grösse  JV  der  conjngirte  Wert  be- 
zeichnet durch  N^,    Dann  ergibt  die  Differentiation: 

(n-i  +  4rV, ')'  =  r\  +rr^'l+  4r'V| '  +  ir'r^' 

nach  Gl.  (3),  folglich  ist 

rri  +  4r'ri'  =  2c  (6) 

constant  und  zwar  reell' 

Ferner  sei  der  Kürze  wegen 

"^^^J  T+f 
dann  erhält  man  durch  Integration  der  Gl.  (2): 

für  willkürlich  constante  reelle  a,  5,  woraus: 

^^  -  («2+*»)  a+/);    4rV/  -  (a2+Ä«)(l^/) 

daher  nach  Gl.  (6): 

mithin 

tTj  =  0(1+/);     4r'r/  «  e(l  -/)  (7) 

/«^(rr,-4rV/)«^^~l  (8) 

und  nach  Differentiation: 

f -\{rT^  ^^  tW{)  (9) 

Der  Wert  von  l  geht  eindeutig  aus  Gl.  (2)  hervor,  nämlich 

i  =  i(rr,'-rV,)  (10) 

Durch  Snbstitntion  einer   beliebigen   Lösung   (r)    der   Gl.    (3) 
mögen  /,  f\  /,  ^',  c  übergehen  in  (/)  (y ')  (l)  {&')  (c)  •  dann  ist 

W-(j^{(r)(V)-('-')W} 
Dies  differentürt  gibt: 
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-  (n  (y)  =  (^  {(r)  (r/')  -  (r")  (r, )} 

und  da  (r)  der  Gl.  (3)  bei  anverändertem  O'  genügt, 

—  (4)  lW[»^'(riO  -  i(r,)]  +  (r,)[.^r'(r')  +  J(r)]} 

folglich  ist 

d.  h.  alle  Lösungen  der  Gl.  (3)  ergeben  dieselbe  Gurve  nur  in  ver- 
schiedenen Lagen.  (Vom  Bogenelement,  das  wir  überall  gleich- 
bestimmt  sein  lassen,  sehen  wir  natürlich  ab.) 


§  2. 

In  Betreff  der  zweiten  Lösang  erhält  man  durch  Differentiation 
der  Gl.  (4): 

also 

Demnach  hat  man: 

g  =  2r|'e-^;    <?'  ==  -  Mc-*  (11) 

nnd  nach  den  Gl.  (7): 

g  «  (a  —  th)  ^— Z.*i  c-'(^  *  'y)  (1 2) 

Vi  +/ 

g'  =  —  ^(o  -  ib  yr+f  e-'C^+'y)  (13) 


§3. 

Da  die  Curve  (r)  «  Aq'\-Br  nur  durch  die  Lage  von  der  Curve 
r  yerschieden  ist,  so  bleibt  die  Frage  zu  untersuchen,  wie  durch 
A  und  B  die  Lage  relativ  bestimmt  wird.  Wir  denken  beide  con- 
graente  Curven  zur  Deckung  gebracht,  die  x  Axc,  resp.  (x)  Axe,  die 
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vorher  zusammenfielen,  aber  einzeln  in  fester  Verbindung  mit  der 
einen  und  andern  Curve  bewegt:  dann  werden  beide  Axen  einen 
Winkel  B  bilden.  Dies  ist  dann  derselbe  Winkel,  der  auch  ursprüng- 
lich die  der  x  Axe  in  Curve  r  analoge  Gerade  in  Curven  (r)  mit  der 
X  Axe  bildet,  bestimmt  also  die  relative  Lage  der  2  congrueiiten  Ge- 
bilde bezüglich  auf  eine  Axe  und  dadurch  auch  in  Bezug  auf  die 
beiden  andern  (der  y  und  z)  bis  auf  deren  willkürliche  Rotation  um 
die  z  Axe. 

Nun  ist 

cose  =  /•(/)+/'(/-')+i(z)  = 

+ABMr,^iq!r^')+BA^{rq^^ir'q^)\ 

«  4^)  (BB,^AA,){rr^+^r'r^r  =  f^^  (BB.^AA,) 
wo 

2{c)  «  {Aq+Br){A,q,+B,r,)+i{Aq'+Br'){A^q,'+B,r,') 
=  AA,iqqi+iq'q^')+BB^irr,+ir'r^') 
+  AB,{qr^+Aq'r,')+BA^{rq,+ir'q,') 
—  2c(AAi+BB^) 

folglich 

BBt  —  AA.        AA.  ,  ^  „  ,__ 

Sei  nun 

dann  wird 

tg^e  =  -  < 
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Demnach  ist  die  relative  Lage  der  2  Carven  allein  vom  Yerhältniss 
der  Moduln  der  Coefficienten  der  Lösung  abhängifr.  Insbesondere 
liegen  sie  für  e  =  0  symmetrisch,  für  rf  =»  c  rechtwinklig  zu  ein- 
ander, d.  h.  bzhw.  ist  6  =  2R  und  »  R. 


§4. 

Die  Gl.  (2)  kann  dazu  dienen,  für  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
Functionen  ^*  oder  ^  von  t  lösbare  Differentialgleichungen  (3)  zu 
gewinnen.  Seien  /",/',  i  Functionen  eines  Parameters,  welche  die 
Gleichung  (1)  erfüllen;  dann  hat  man: 

worin  /  als  willkürlich  zu  betrachten  ist ,  ^ ,  (^'  als  Functionen  von 
T  bestimmt  werden.    Hiervon  2  Beispiele. 

1)    f=  —  cos'x;    /'  «  sinx  cosx;    2  =  sinx 

Hier  wird 

T  «  2x;     & logtgix;      ^'  =  -  -j-^ 

dann  nach  Gl.  (2)  und  nach  Integration: 
dr       cosx-f-» 


r  smx 


dx\    r  =  8inx(tgix)* 


cosjc4-2 

r' 2    agw 

woraus  nach  Gl.  (11) 

q  =s  cosx  -^  i]     q'  =  —  ^sinx 
Demnach  hat  die  Gleichung 

r"^  J^  +ir  =  0 

zur  einfachsten  Speciallösung: 

r  =  cos  J-y  —  i 

2)  /■«=  —  cos*x;    /*'  =-  sinx;    Z  =»  sinx  cos  x 
Hieraus  findet  man  ebenso: 

T  =  2sinx;    O  =  —  2cosx  —  logtg^x-,    ly'  «  —  cot2x 
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m 

—  =    (1  +  »COS x) cot X 8«;    r  «  sin Ä(tgi«y  e*^«* 
f 

,       l+«cos«  ,^    ,   ,.  . 

r' -^ (tg  ix)«  e«««8* 

g  —  (1  -  »cos «)e«'c<»>*;    g,  «  —  isinxe«««" 
und  die  Gleichung 

2  — T« 

hat  znr  einfachsten  Speciallösung: 


Für  T  >•  2  wird  die  Gleichung  nebst  ihrer  Lösung  reell ,   dagegen 
die  Binormale,  mithin  die  Gurve  imaginär. 
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xni. 


Regelfläche,  deren  Strictionslinie  auch 
Krümmungslinie  ist 


Von 

R.  Hoppe. 


Die  Aufgabe,  die  RegelfläcLe  von  der  genannten  Eigenschaft 
darzustellen,  ist  bereits  von  Amlgnes  in  Nouv.  Ann.  t.  XIY.  p.  491, 
aber  mit  Bescbränkang  auf  ebene  Strictionslinie  gelöst.  Für  diese 
Specialisimng  ist  kein  Grand  ersichtlich;  überdies  wird  bei  jener 
Behandlangsweise  die  Symmetrie  der  Raumbestimmungen  durchweg 
preisgegeben;  sie  bringt  keinen  Gewinn,  sondern  nur  Verlust  an 
Einfachheit  Jedenfalls  hat  die  Arbeit  von  Amigues  das  Verdienst 
auf  die  allgemeine  Frage  und  so  auf  eine  gewisse  Classe  von  Regel- 
flächen die  Aufmerksamkeit  gelenkt  zu  haben.  Indem  wir  die  Auf- 
gabe allgemein  in  Angriff  nehmen,  kommt  uns  zustatten,  dass  das 
Linienelement  gleich  anfangs  aus  der  Rechnung  herausfällt,  mithin 
jede  Gurve  auf  der  Fläche  von  nur  einer  Function  abhängt,  da  es 
sich  nor  um  Richtungsgrössen,  nie  um  Lineargrössen  handelt. 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen  Regelfläche  sind: 

05  —  «0  +  at>;    y  —  5^0  +  ^1    ^  =  «o  4"  ^ 

wo  äco»  yo>  «0-  «»  ^>  «  Functionen  eines  Parameters  u  sind.  Sei  u 
der  Bogen  der  vom  Punkte  (x^y^z^)  beschriebenen  Curve  «o»  ferner 
a,  6,  c  die  Richtungscosinus  der  erzeugenden  Geraden  der  Fläche. 
Die  Conre  ^  ist  Strictionslinie,  wenn  der  Drehpunktsabstand  der 
Erzeugende»  null,  also 
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dxQ  da  -\-  SyQ  db  -{-  dzf^  Sc  =  0 
ist.    Diese  Gleichung  nehmen  wir  als  ortüllt  an. 


(1) 


Seien  bezeichnet  die  Richtungscosinns  der  Tangente,  Hanptnor- 
male,  Binormale  durch  fgh^  f  g'^\  Imn^  ihre  Coiucidenzwinkel 
durch  8t,  8(T,  8^,  also  der  Krümmungswinkel,  Torsion sbogen,  Tor- 
sionswinkel  bzhw.  durch  r,  er,  ^,  anwendbar  auf  jede  Curve.  Wir 
machen  Anwendung  auf  2  Curven ,  die  wir  durch  die  Indices  0  und 
1  unterscheiden,  nämlich  1)  die  Strictionslinie  s^  und  2)  auf  eine 
Curve  «I,  deren  Tangente  der  Erzeugonden  parallel  ist,    setzen  also 


U  "^  ^f    etc.    /i  =  a,    etc.    f^  = 


da 

8^i' 


etc.' 


Dann  lautet  Gl    (1): 


fofi    +  .    .    .  =  0 


Unbekannt  ist  der  Winkel   w  zwischen   den    Tangenten    beider 
Curven,  und  zwar  hat  man: 

/o  /i  =•  •    •    •  ™  cos  w 
fofi+-    .    .=  0 
foh'h  •    •    .  +  sin  00 

wo  die  letzte  Gleichung  aus  den  beiden  ersten  folgt.    Daher  ist 

/;,  =  /j cos  (o+ly  sin  co  (2) 

Hieraus  berechnet  man: 

^'8T0  =«  (— /jsin  ca+li  cosa))8a)-|-/'i'(cosa)8ri+  sin  «8^1) 
^o^^o  *=  ih  cös  üj  ip  fi  sin  (o)(cos  adr^  +  sin  wS^j)  +  f^' 

und  aus  letzterm  ergibt  sich: 

(hfl  ~l~  •    •    •  )S^o  =  -F  sin  (ö(cos  wSt,  +  sin  cod-^)  (3) 

Bezeichnen    nun   c,  /;  g    (ohne    Index)  die  Fundamcntalgrössen 
erster,  £,  F,  (r  zweiter  Ordnung  der  Fläche,  so  ist  die  Gleichung 


EF 

du^   — 

HE 

du  dv  -f" 

FG' 

ef 

9  ß 

fg 

8^2    = 


0 


notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  unter  der  das  Verhältniss 
dvidu  eine  Hauptkrümmungsrichtung  ausdrückt.  Für  die  Strictions- 
linie ist  aber  v  constant  null,  also  auch  dv  ^  0  Folglich  ist  sie 
Krümmungslinie,  wenn 
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Ef  —  Fe 


0 


ist,  nnd  zwar  hat  man  für  v 

'  -  m + • 

dx  dx 


0. 


/•o»+.    .    .=  1 


fo  ft  -h  '  •  •  "=  cos'o» 


•   •-/i»  +  - 


sin^o) 


J5;  =  - 


8a;  Sa:  d^x 

du  dv  du^ 
•    •     •    • 


1 

t 


/o  A  ^' 


du 


=  +  cos  (ö-ö-  —  sin  (o 


8^1 


m 


?«* 


2?'  = 


1 

t 


dxQ  dx     d^x 
du    dv  du^dv 


1 

t 


fofifi' 


dt, 
dv 


2 


-  7(/o^i  +  -    '    ')  Su 


± 


du 


Nach  Einführung  dieser  Werte  geht  Gl.  (2)  über  in 

+  sin  cöÖT, -f- cos  ö)?^i  =  0 

dir. 
oder,  wenn  man  -w--  --  tgAj  setzt,  so  dass 

ÖTj  ==  ö(?i  cosA|;    ö^j  =^  SJj  sinAj 


wird,  in 


Die  Tangentengleichung  (2)  von  s^  lautet  nun: 


^  =  /i  cos  Aj  —  /j  sin  Aj  = 


/i  8t,  —  /,  8^1 
8äi 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


Das  Doppelzeichen  des  Wertes  von  t  nach  Gl.  (7),  welches  ich  nicht 
berücksichtigt  habe,  und  das  geschriebene  heben  sich  beide  in  Gl.  (2), 
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Fttr  willkttrliches  Linienelement  s  als  Function  von   u  lautet 
nun  die  Coordinatengleichang  derselben: 


- — \      — -C8+f^v\    etc. 


Zar  Constmction  hat  man  eine  beliebige  Carve  s^  anzunehmen,  von 
welcher  nur  die  Richtungen  der  Taugente  und  Binormale  und  die 
Erümmnngsbreite  A,  in  Anwendung  kommen.    Es  resultlrt  der  Satz : 

„Hat  eine  Regelfläche  die  Eigenschaft ,  dass  ihre  Strictionslinie 
zugleich  Ertlmmungslinie  ist,  so  behält  sie  diese  bei  jeder  stetigen 
Parallelverschiebung  der  Erzeugenden,  wenn  der  laufende  Punkt  der 
Strictionslinie  dabei  beständig  tangential  fortrtlckt." 
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XIV. 


Die    SumiTiirung  einer  Gattung  trigonometrischer 

Eeihen. 


Von 

Franz  Rogel 

in  Barmen. 


»rr  Dr.  Otto  Bean^)  leitet  aus  den  bekannten  trigonometri- 
schen   üeihen 

(2)  .     .   .  +S    (_l)H.5i*^  =  ?i5^^    -l<y<l 

i>=-oo  sin«  sinoc'  ^>*  ^^  ^«. 

™*ttel8t  eines  inductiven  Verfahrens  die  Summen  der  Reihen 

(3)  .  ^    sin  y(x+Xn) 

*A=--oo      «  +  ^^ 

(4)  .  +J>     cosyjx  +  kn) 

^^^    aie  Intervalle  (2n,  2n+2),  n  —  0,  1,  2, .   .   .ab  und  erhält  sehr 
eiat^^jj^  Resultate. 

^       ^S^inder  umständlich  und  dir  e et  kommt  man  auf  dem  folgenden 
^^'^^^   zum  Ziele. 


^)  1893.  Programm  Nr.  87    Sorau,  Druck  v.  Earras  in  Halle  a.  S. 
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Schreibt  man   in    obigen   Formeln   (1)  und   (2)    1— ^  statt  y, 
multiplicirt  mit  i  und  addirt  sie  zu  (1),  so  entsteht 

(5)  .   .    .    £      — :— : —  =»  — — ,    0<^y  <Cz 

A=-oo  «  +  ^TT         sin«'       ^-«  ^  ^-« 

Wird  jetzt  y  durch  y  —  2n,  n  =  0  oder  ganzzahlig  ersetzt  und  beider- 
seits mit  e^*^*^x  multiplicirt,  so  kommt 

+<ao    e«y(*+A7r)       m{2u+i)x^ 

(6)  .    .    .    £    -— j-i : 2n  <  y  <  (2n  +  7) 

woraus  durch  Trennung  des   Reellen   vom   Imaginären  die  ge- 
wünschten Summirungen 


,_.              +cp  sin(27^  +  l)a;  sin(2n+l)a; 

(7J  .     .    .     ^ . =  : 

A=— 00           sina;  sin« 

(8) 


+1?    cos  y(x  -(-  kn)       C08(  2n  +.  1  )x 

,       ,       ,        £t r = ; 


,     2n<y<2n4-2 


A=-(X)      x-\-  In  sin  x 


hervorgehen.  Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  für  n  =  0  die  Nulle  ein 
zulässiger  Wert  ist. 

Durch  fortgesetzte  Integration  der  letzteren  Gleichungen  bezüg- 
lich y  und  Summirung  der  hiebei  auftretenden  Constanten  in  Reihen- 
form findet  Herr  Dr.  0.  Beau  die  Summen  von 

+02      i  sin  ^  y{x  +  \n)  «) 
l^.^   \  cos  )   \x  +  \nY^ 

Dieses  weitläufige  Verfahren  lässt  sich  jedoch  durch  das  einfachere 
einer   (m — 1)  fachen  Differentiation  der  Gleichung  (6)  nach  a 

vorteilhaft  ersetzen,  was  wegen  der  für  jeden  Wert  von  x  und  y  be- 
stehenden unbedingten  Convergenz  der  hierin  auftretenden  un- 
endlichen Reihe  erlaubt  ist. 

Vor  Ausführung  derselben  ist  (6)  mit  e— *^2/  zu  multipliciren,  so 
dass  auf  der  rechten  Seite  die  Function  ä  ^  c*^(^"+^-y)coseca;  her- 
vorgeht; das  Ergebniss  ist  sodann  mit  e*'^  zu  multipliciren. 

Die  Gleichstellung  der  reellen  Bestandteile  einerseits  und  dei 
imaginären  andererseits  liefert  schliesslich  die  im  allgemeinen 
für  2n  <  y  <  2»  +  0  giltigen  Summenformeln : 


*)  Jedoch  nur  für  das  Intervall  (0,  2)  bzhw.  ( — 2,  2j. 
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,Q.  +«    Biny(y:-f  Aar) 

A=-x     (»4- Air)»» 


r-ifw  "^^    C08y(fl;  +  A?r) 


Ml 


.  coseca:} 

(m— 1)1  *  *  * 

.  cosec  ic} 


Dm  die  höheren  Ableitungen  der  Function  zm  independenter 
W^eiee  zn  erhaltest,  betj^aobte  man  dieselbe  als  Function  von  e'^  und 
de  die  biefttr  geltende  einfache  Formel  von  Hoppe  an. 


Ein  übersichtlicberes  Resultat  ergibt  die  recurrente  Berech- 
nnd  zwar 


(11) 


+00      ^y{*+^t)  (_l^m-l  e»(2n+l)* 

*A=-a)  (i+Ä^  ^  ~        ^''   '-       ^ 
sina;, 

eosa;, 


— sin  2, 


— eos  «, 


(m  —  1) !  sin*»»5! 
0,  0, 

sin  r,  0, 

Qsina:, 
—  (^jsina:;    +Qjcosa;, 


© 


cosa;, 


.  1 

.  tu 

.  (iu)' 


•  (««) 


s 


sin^ae+m-l^j,     [^ ^    j  siu  ^aj+m -2  ^  j , 


(m — 1\        /       it  \ 
2    )sin\^x+m-S^j  .   ..  (m)»-' 


«HS 


2n  +  1  —  ä,  —  0 


<^^ 


•      •       • 


(-l)«»-i 


sina;. 


cosa;. 


— siuu*. 


0, 

siux, 
•2 


0, 


.    .   .sin  2»-j-l  X 


6. 


.  MC0s2n-f-l3! 


^^jcosa?,       ^gjsina;,  . 


^m— l)!8iu'»*« 

■^*^li.  d.  Vath.  u   PhyB.    2.  Reibe,  T.  XV. 
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— COSa?, 


/3\    .  /3\ 

—  I.lsma;,     (oleosa;,.    .    . 


—  ti»C0B2n4-la; 


(    2     )8in(a;-|-«i--3^)>  •    •    •  «""* 


m-2 


a 


( 


(— 1)  cos2n-|-la;,    m  gerade 

m — 1 


(  — 1)  sini'n-|--l «,    fn  ungerade 


und 

+f     cos  y(x  +  kn) 

I     sinx 


0, 
cosar,  sinar 


0,      ...  cos2w+la; 


(  -  1)"»  1 1 


(w— 1)!  siu"*u; 


— sinor, 


0,      .    .  —  Msin2M+ly 
(  .  j  cos  0-,     f  j.  j  siua-,  .    .    . 


.2 


m'^cos  2w-f-l  X 


— cosa:, 


.    •  .  -j-M^sin  tin-^ix 


(     2     jsin^aj-fw— S^-jj    •    .    .  ßw^-^ 


m 


hervorgeht. 


(— 1)    siuji+lflf,    m  gerade! 

m— 1 

2  

(  - 1 )         cos  l?n  —  1  a*.    wi  u  n  g  e  r  a  d  0 
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0,    m  gerade 
m — 1 

( — 1)        y^"^^    »»  ungerade 

m 

2 

(  -1)  y'"~^    «*  gerade 

0,    m  ungerade 

in  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  (31),  (32),  (39),  (40)  der  oben 
citirton  Programmarbeit. 

armen,  September  1896. 
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XVI. 

Von  der  elliptischen  Bewegung  eines 
freibeweglichen  Massenpunktes  unter  der  Wirkung 

von  Attractionskräften  *). 

Von 

Paul  Kindel. 

Einleitungr. 

Gegenstand  der  folgenden  Abhandlung  ist  das  Problem  von  der 
elliptischen  Bewegung  eines  frei  beweglichen  Massenpunktes,  welcher 
der  Wirkung  von  einer  oder  von  mehreren  nach  gegebenen  festen 
Centren  gerichteten  Kräften  unterworfen  ist. 

Im  ersten  Teile  soll  eine  elementare  Theorie  der  elliptischen 
Bewegung  um  ein  festes  Attractiouscentrum  gegeben  werden,  und 
zwar  um  einen  der  Brennpunkte  (§§  1  und  2)  und  um  einen  belie- 
bigen Punkt  (§  3)  Dieser  Teil,  aus  den  praktischen  Bedürfnissen 
des  Unterrichts  hervorgegangen,  beansprucht  nur  pädagogisch-didak- 
tisches Interesse;  überdies  ist  er  freilich  auch  die  Grundlage  für  die 
folgenden  Untersuchungen. 

Im  zweiten  Teile  werden  die  von  Hamilton  durch  Anwendung 
von  Quaternionen  und  das  von  Darboux  direct  gefundene  Theorem 
durch  directe  Integrationen  abgeleitet  und  aus  denselben  neue  Lehr- 
sätze tlber  die  Natur  der  Bahnen  gefolgert  (§§  4  und  5). 


*)  Dissertation.     Halle  1884. 
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0,  m  gerade 

m — 1 

2 
( — 1)    y"*"S  rn  ungerade 

m 

2 
(  -1)  y"*~\  m  gerade 

0,  m  ungerade 

iu  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  (31),  (32),  (39),  (40)  der  oben 
citirten  Programmarbeit. 

Barmen,  September  1896. 
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dieselbe  Curve  durchlanfen,  und  wenn  in  einem  gewissen  Punkte 
{A)  derselben  die  Geschwindigkeiten  sämtlich  ttbereinstimmen ,  so 
liegen  die  Endpunkte  derjenigen  geraden  Linien,  welche  die  Kräfte 
darstellen,  in  einer  geraden  Linie,  welche  zur  Tangente  in  A  pa- 
rallel ist. 

Ferner  darf  als  bekannt  voransgesetzt  werden,  dass  bei  einer 
gleichförmigen  Geschwindigkeit  (c)  in  einer  Kreisbahn,  deren  Radius 
a  ist,    die  nach  dem  Mittelpunkte  (M)   gerichtete   Centralkraft  die 

c« 

Grösse  -  habe. 
a 

Wenn  nun  ein  frei  beweglicher  Punkt  sich  in  einem  Kreise  be- 
wegt, und  wenn   das    Attractionscentrum  sich  in  einem   beliebigen 
Punkte  (F)  der  Ebene  der  Kreisbahn  befindet,  so  wird  die  nach  F 
gerichtete  Kraft   (7)   in  jedem  Punkte  (P)   der  Bahn   dem  obigen. 
Hilfstheoreme  gemäss  durch  folgende  Proportion  bestimmt:  (s.Fig.l 

c«      


q>  : P  A:  a 

a 

wenn  MA  skr.  PM  ist  und  c  die  Geschwindigkeit  in  P  bedeutet 

Bezeichnet    T  die  Umlaufszeit,   so  ist  wegen  der  Constanz 
Flächengeschwindigkeit  (*)  des  Radius- Vectors: 

a%  =»  J  cos  r 

wenn  s  die  von   F  auf  die  Tangente  in  P  gefällte  Senkrechte 
deutet. 

Die  vorige  Proportion  ergiebt: 


c 


«  -,:r-^       4a*n*  P  A 


Endlich  entnimmt  man  der  Figur  unmittelbar: 


folglich  erhält  man 


PA       r 2a 

a     ■"  «  '~'  PE 

4o27r2  r_        3?a«7t«    ^L 


Diese  Gleichung  giebt  die  Lösung  der  obigen  Nowton'scfc»  ^° 
Hilfsaufgabe  in  zwei  verschiedenen  Formen  (*).  Um  aber  folge  ^cm  ^6 
Hauptaufgabe  {^)  Newton 's  zu  lösen: 
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Reoolvaiur  corpus  in  Ellipsi:  requiritur  lex  vis  centripetae  tendentis 
ad  umbilicum  ElUpseos^ 

öiUBs  man  die  vorher  betrachtoto  KreisbeweguDg  auf  eine  Ebene 
projiciren,  welche  die  Kreisebene  längs  il/F  unter  einem  Neigungs- 
winkel (a)  schneidet,  der  durch  die  Gleichung 

e 

sm  a  —  - 

a 

bestimmt  ist  Q)  (e  ==  MF  gesetzt).    Die  für  die  Projectionsbewegnng 
ei-fbrderliche  Kraft  (y,)  ist  ebenfalls  nach  -F  gerichtet  und  durch  die 
-Proportion 

1  mmt    (r,  bezeichnet  die  Projectiou  you  r.) 

In  dem  Beweise  endlich    (^),   dass  durch  die  Projection   in  der 
eine  Ellipse  entsteht,  deren  Brennpunkte  F  und  F^  sind,   wird 
sigt,  dass  GF  oder  «  «=  r,  ist. 

Somit  ergiebt  sich 

9>i  =  — ^72-  ^  =-  -  Y^-  '   ;^ 

^-    li.:    Newton's   Gravitations-Gesetz    und    zugleich     das    dritte 
^  ^  X>  1  e  r '  sehe  Gesetz. 

§  2. 
Die  von  Newton  gestellte  Aufgabe:  (') 

MwÄo,  quod  vis  centripeta  sit  reciproce  proportionale  quadrato 
distantiae  locorum  a  centro  et  quod  vis  ilUus  quantitas  absoluta  sit 
cognäa:  requiritur  linea^  quam  corpus  descuibit  de  loco  dato,  cum 
data  vehcitate,  secundum  datam  rectam  egrediens. 

i^t  von  ihm  selbst  nicht  elementar  gelöst  worden.  Es  ist  aber  für 
4ie  praktischen  Bedürfnisse  von  grösster  Bedeutung,  eine  elementar 
^u  begründende  y  einfache  und  anschauliche  Construction  zu  kenneu. 
^ine  solche  ergiebt  sich  fast  unmittelbar  aus  der  Gleichung:  (^) 

g{2a  -  r) 

v^  =»  

ar 

^n  welcher  r  die  Entfernung  des  bewegten  Punktes  vom  attrahirenden 
Brennpunkt,  v  die  Geschwindigkeit,  g  die  Beschleunigung  in  der 
%titfei*ntingseinheit  und  a  die  lialbö  gt*osse  Axe  bedeutet. 
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Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  a  ergiebt  sich 

2a  =      -,,     wobei  k  = 


gesetzt  ist. 

k  bedeutet  denjenigen  Wog  (^),  welchen  der  bewegliche  Körper 
von  einem  Punkte  (A)  seiner  Bahn  aus,  geradlinig  und  mit  der  An- 
fangsgeschwindigkeit =  0  durchlaufen  müsste,  um  seine  Geschwin- 
digkeit V  zu  erreichen,  wenn  die  Beschleunigung  constant  gleich  der- 
jenigen (g  :  r^)  ist,  welche  er  in  diesem  Punkte  (A)  erleidet. 

Diese  Grösse  (h)  ist  für  die  Anfangsstellung  gegeben.  Die  obige 
Gleichung  für  2a  kann  auch  in  folgende  umgeformt  werden : 

2a  —  r  Ä 


r  r  '  h 

und  alsdann  lehrt  sie  folgende  Gonstruction :  (s.  Fig.  2.). 

Das  gegebene  Attractionscentrum  (F)  wird  mit  der  Anfangsstel- 
lung in  A  verbunden,  und  an  die  über  A  verlängerte  Bewegungs- 
richtung (AE)  d  h.  an  AE^  wird  der  Winkel  FAE  angelegt.  Ferner 
wird  h  auf  der  so  erhaltenen  Richtung  ^L  von  A  aus  (AD)  und 
auf  FA  von  F  aus  (FC)  abgetragen.  Endlich  wird  C  mit  D  ver- 
bunden, und  FFi  il  CD  gezogen.    F^  ist  der  zweite  Brennpunkt. 


§3. 

In  ganz  entsprechender  Weise,  wie  in    §  1.,  kann  aus  dem   für 
die  kreisförmige  Bewegung  gefundenen  Gesetze 

2 


4:71^        fa\ 


das  für  die  elliptische  Bewegung  um  ein  beliebiges  Attractionscen- 
trum geltende  Kraftgesetz  elementar  abgeleitet  werden. 

Man  muss  nur  -  durch    ein  Verhältniss  zwischen  zwei    solchen 

Linien  im  Kreise  ersetzen,  dass  es  gleich  demjenigen  zwischen  den 
entsprechenden  Linien  in  der  durch  Projection  entstehenden  Ellipse 
ist.    Dazu  benutzt  man  die  Gleichung 

8  Q 

in  welcher  q^  und  q  die  resp    vom  Kreiamittelpunkt  und   voiq  be 
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weglichen  Punkt  (F)   auf  die  Polare   des    Attractionscentrums  (F) 
gefällten  Lote  bedeuten. 

Eine  zweite  Umformung  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

in  welcher  pj  und  p^  die  Lote   vom   beweglichen  Punkt    P  auf  die 
Yom  Attractionscentrum  F  gezogenen  Tangenten  bedeuten. 

Letztere  Gleichung  kann  au^h  in  folgende  Form  gesetzt  werden 
(8.  Fig.  3) 


2)    --  _  i/puEi, 


MF 
Q,       r  p,»p,^MD 


und  zwar  bedeuten  Pi^p^^  die  vom  Mittelpunkt  auf  die  obigen  Tan- 
genten gefällten  Senkrechten  (welche  beim  Kreise  mit  den  Radien  a 

MF 
zasammenfallen),  und  77^   ist    das  Verhältniss    zwischen    der    Ent- 
fernung vom  Mittelpunkt  (M)    und  Pol  {F)  zu  dem  Abschnitte  der- 
selben vom  Mittelpunkt  bis  an  die  Polare  von  V. 

Sowol   —  als  auch  die  rechte  Seite  der   Gleichung  2)  behalten 

bei   der  Projection   ihre  geometrische   Bedeutung    und   ihren  Wert 
unverändert  bei,  so  dass  man  für  die  elliptische  Bewegung  erhält 


''  =  W'/Kg)    -W\V^j;  MF) 
Setzt  man  noch 

s)   g=  -jf"    und  ir,  =  ^,,-  {ypty,» .  j^-p) 

so  erhält  man 

4)  

g   ^'       gi  Ky'^'^'     MF) 

Die  Kraft  (q>)  ist  also  proportional  der  Entfernung  (r)  des  be- 
weglichen Punktes  vom  Attractionscentrum  und  umgekehrt  propor- 
tional der   dritten   Potenz:  entweder   der  Entfernung   {q)  von  der 
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Polare  des  Attractionscentroms  (Umkehrung  des  Satzes  vou  Hamil- 
ton) (^)  oder  der  mittleren  Proportional  (VpjPa)  zwischen  den  Ent- 
fernnneen  von  demjenigen  Tangenten,  welche  von  Attractionsccntrum 
an  die  Ellipse  gezogen  werden,  (Umkehrang  des  Satzes  von  Dar- 
be ux).    (*) 


Zweiter  Teil. 

§4. 

Dass  aus  der  in  §  3  bewiesenen  Umkehrung  des  Satzes  von 
Hamilton  der  Satz  selbst  gefolgert  werden  könne,  ist  von  Dar- 
boux  bemerkt  worden  (•).  Interessanter  jedoch  als  diese  Methode 
(der  Constantenzählung)  ist  der  directe  Beweis,  besonders  auch  darum, 
weil  er  weitere  Schlüsse  über  die  Art  und  die  Constru€tion  der  Bahn 
zulässt. 

In  dem  Lehrsatze  von  Hamilton  wird  die  Centralkraft 

proportional  gesetzt  mit  der  Entfernung  (r)  von  F  (dem  Attractions- 
centrum)  und  der  reciproken  dritten  Potenz  der  senkrechten  Ent- 
fernung (p)  von  einer  festen  Ebene  (E), 

Dass  die  Bahn  zunächst  selbst  in  einer  gewissen  Ebene  (E^) 
liegt,  welche  den  Punkt  F  enthält,  folgt  schon  aus  Newton^s 
Theorie  der  Centralkräfte  Wird  der  Neigupgswinkel  beider  Ebenen 
(E,  E^)  mit  «,  ihre  Schnittlinie  mit  L  und  die  senkrechte  Entfer- 
nung  des   bewegten   Punktes    von  der   letzteren   mit  q   bezeichnet, 

so  ist 

p  ^=z  (p  cos  et 
und  also 

(p  =  Ql  cos**«  -2 

d.  h.  die  Kraft  ist  in  allen  Punkten  einer  Ebene  E^  ausser  mit  s 
auch  mit  der  reciproken  dritten  Potenz  der  senkrechten  Entfernung 
(q)  von  einer  gegebenen  geraden  Linie  {L)  proportional.  Es  genügt 
somit,  den  Satz  für  diesen  Fall  nachzuweisen. 

Man  nehme  die  Ebene  {E^)  als  a;^-Ebene,  F  als  Anfangspunkt, 
die  von  F  auf  L  gefällte  Senkrechte  habe  die  Länge  a,  ihre  Rich- 
tung werde  als  die  negative   x-Axe,  und  also   eine  zu   L    durch  F 
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parallel  gezogene  Gerade  als  y-Axe  genommen  f«.  Fig.  2);  die  nach 
F  gerichtete  Centralkraft  sei 

^         (a  +  xY 

Wenn  g  einen  positiven  Wert  hat,  so  ist  q>  eine  Attractionskraft 
auf  der  positiven  Seite  von  7t,  und  eine  Repulsionskraft  auf  der 
negativen. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind: 
\\    —        —  gx  .     ^         — gy 

Die  erste  Integralgleichung  derselben  drückt  die  Gonstanz  der 
Flächengeschwindigkeit  {c)  aus: 

2)     ydx  —  xdy  ^^  e  ,  dt 

dx 

Durch  Mnltiplication  der  ersten  Differentialgleichung  mit  2  j- 
and  naehherige  Integration  erhält  man 

"^^     \dt)    -  ^(a  +  x)^  ~  h 

(worin  b  eine  In tegrationscon staute  bedeutet). 

Durch  Elimination  von  dt  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  er- 
giebt  sich 

dx{a  -\-  oj) 
4)       .  — •  =  y  (ydx  —  xdy) 

wobei  zur  Abkürzung 

/3  —  &  —  a 


\v\ 


gesetzt  iBt,  y  also  reell  oder  rein  imaginär  sein  kann.  Um  die  Glei- 
chung 4)  zu  integriren,  wird  eine  neue  Yariabele  u  durch  die 
Gleiehnng 

y    =    ttiC 

eingeführt.    Man  erhält  dadurch 

5)     y^fti  «.  g  d  (-  V^  +  2/JaJ  —  «2 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Bahn 
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fx  -t-  ßyy  «  "^aß  +  ^ß^  ~"  ** 

(/'ist  eine  Integrationsconstantey  welche   zugleich  mit   y  reell  oder 
rein  imaginär  sein  mass),  oder 

6)    a;«(l  +  /*)  +  2fßyxy  +  /5«y*y*  -  2/3«  —  a/3  =  0 

Die  Polare  des  Anfangspunktes  hat  die  Gleichung 

jB  BSE  —  a 

(entsprechend  dem  Lehrsatze  von  Hamilton). 

Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  hat  die  Coordiuateu 

»To  =  p,  yo  ■==*  —  ■ 
Das  Product  seiner  Axeu  ist 


^  g 


und  also  erhält  man  für  die  Umlaufszeit 

f    9        Vflf    " 
(in  Uebereinstimmung  mit  §  :^). 

Endlich  ist  die  Bahn  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem 

< 

ist.   Die  Annahme  j?  ^  U  kann  ausgeschlossen  werden,  weil  sonst  die 
Gleichung  der  Bahn  sich  auf 

x^(l  +  P)  =  Ü 


reduciren  würde. 

Es  ist  somit 

positiv,  und  da  ferner 

|3«  -  (&  -  aY 

.2        1       9 

ist,  so  vereinfacht  sich  das  Kriterium  über  die  Art  des  Kegelschnitts 
zu  folgendem 
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od6r  endlich  zu 


*  < 


.(« +  2)  >  gy  ^,^ 


(a  +  xy 


< 


Es  werde  nun  g  als  positiv  voraasgesetzt.  Alsdann  gelten  fol- 
gende Lehrsätze: 

Wenn  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  auf  der  negativen  Seite 
einer  geraden  Linie  Li)  liegt,  welche  in  der  Milte  zwischen  F  und 
und  L  mit  L  parallel  läuft,  d.  h.  wenn  a-^-'lx  negativ  ist,  so  ist  die 
Bahn,  wie  auch  sonst  die  Anfangsbedingungen  sein  mögen,  hyper- 
bolisch. 

Von  einem  Punkte  der  Geraden  L^  aus  ist  die  Bahn  eine  Pa- 
rabel, wenn  die  Richtung  mit  der  a;-Axe  zusammenfällt ,  sonst  aber 
eine  Hyperbel. 

Von  einem  Punkte  auf  der  positiven  Seite  von  Xj,  ist  die  Bahn 
bei  hinreichend  kleiner  a;-C6mponeDte  der  Anfangsgeschwindigkeit 
elliptisch;  bei  grösserer  wird  sie  parabolisch  und  hyperbolisch. 

Endlich  ist  die  Art  des  Kegelschnitts  von  der  Grösse  der  x. 
Componente  der  Geschwindigkeit  und  von  der  ^-iüoordinate  des 
Anfangspunktes  unabhängig. 

Um  die  Bahn  zu  construiren  (s  Fig.  5),  beachte  man,  dass 
wenn  F^  i,  P  (der  Anfangspunkt  der  Bewegung)  PA  (die  Anfangs- 
richtung) gegeben  sind,  auch  der  zweite  Schnittpunkt  (P, )  der  Bahn 
mit  der  Geraden  PF  als  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  F,  -ß,  P 
bekannt  ist,  dass  ferner  A  der  Pol  von  PP^  ist,  und  dass  also  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  in  derjenigen  geraden  Linie  liegt, 
welche  A  mit  dem  Halbirungspniikte  C  von  PP,  verbindet.  Da  end- 
lich durch  die  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  (der  Gleichung  3) 
entsprechend)  die  Gonstante 

gegeben  ist,  und  da  a-}-/5  die  senkrechte  Entfernung  des  Mittel- 
punktes von  der  Geraden  L  bedeutet,  so  ist  der  Mittelpunkt  (M) 
des  Kegelschnitts  vollständig  bestimmt;  damit  kennt  man  auch  die 
Schnittpunkte  QQj  der  Bahn  auf  der  Geraden  MA  (weil  MQ!^  = 
MC .  MA)  und  endlich  noch  den  zu  R  symmetrisch  gelegenen  Punkt 
Pg.     liie  fünf  Punkte  PP^^  QQ^^^  Pg  reichen  zur  Construction  hin. 
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§5. 

Der  zweite  io  §  2.  aufgestellte  Lehrsatz,  dass  |bei  elliptischer 
Bahn  die  Centralkraft  proportional  sei  mit  der  Entfernung  <r)  wd 
mit  der  reciproken  dritten  Potenz  der  mittleren  Proportionale 
zwischen  den  Entfernunge^n  p„  p^  yon  zwei  festen  geraden  Linien 
Z|,  X3,  welche  die  vom  Attractiouscentrum  an  die  Bahn  gelegten 
Tangenten  sind,  lässt  sich  ebenso  wie  der  vorige  Lehrsatz  um- 
kehren. Wieder  erscheint  die  directe  Integration  nicht  fiberflttssig 
zu  sein.    (*) 

Die  beiden  Richtungen,  welche  die  Winkel  Xj  und  L^  halbiren, 
nehme  man  als  die  Coordinatenaxen,  l  sei  die  Neigung  der  Geradon 
L^  gegen  die  x-kxe     Man  findet 

Pi  «  a?  sinA  —  y  cosil 
Pj  -«  a;  sia  X  -f-  y;CQ8 1 

In  demjenigen  Scheitelwinkelraum,  in  welchem  dje  (b-^x^  ^i^gt, 
haben  p^^  p^  gleiche  Vorzeichen,  in  diesem  ist  also  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  p^  und  p^ 

p  •=  Va:*sin*A  —  a?*cos*iL 
reell,  und  die  nach  F  gerichtete  Attractionskraft  hat  die  Grösse 

Um  aber  die  Integration  in  grösst  möglicher  Allgemeinheit  aus- 
zuführen, werde 

p^  =  x^  sin^il  -  y*  cos^il 
durch 

ersetzt    Alsdann  heissen  die  Bewegungsgleichungen 

^'     dt*  ~         Q»'      dt^  ""         q^ 

und  ihre  erste  Integralgleichung 

2)     ydx  —  xdy  ««  ccfi 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  nehmen  die  in  (1)  folgende  Forna  an: 

by  -\-  kx' 


dx        ^  gx(ydx—xdy)        g 

dt  cq^  '^  c{ab^1c^) 


1 
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.  ^  ^  __  gyiydx  -—xdy)  ^        —g [ax-\-ky 

dt  eq^  c{ab  —  k^) 


odej  durch  Integration: 


^ g  r&y  +  kx  ^  .  1 

dt  ^  c(ah  -  ik«)  L       q  '"J 


"•    ''  '"^"--'l 


3) 
und  durch  Substitution  in  (2)  erhält  man  die  Gleichung  der  Bahn 


worin 


c« 


y  «=  -  (a&  —  k^) 
9 
gesetzt  ist. 

Für  die  nähere  Untersuchung  der  Bahn  ist  es  vorteilhaft,  die 
ursprüngliche  Lage  der  Goordinatenaxen  zu  nehmen  und  also  ^  =  0 
zu  setzen.    Alsdann  heisst  die  Gleichung  der  Bahn 

4)     xW-'a)  +  2aßxy  +  yHa^  ^h)  +  2ßyx  +  2aYt/  +  y^  =  0 
und  dieselbe  ist  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem 

> 

A  «■  iß^       a)(a2  —  &)  —  a2/3«  =  0  ist. 

< 

Zur  Elimination  von  cc  und  ß  dienen  die  Gleichungen  (i).  Mit 
Benutzung  derselben  erhält  man: 

2an^c^       aH^e^  /    dy^    .         dx^\ 


/    dy^  dx^ 


gq  g^       y  dt^     '     ^  dt*  / 

Wenn  ferner  die  Geschwindigkeit  mit  v,  ihre  Neigung  zur  a;-Axe 
mit  fc  und  die  zur  Erreichung  der  Geschwindigkeit  v  notwendige 
Fallhöhe  mit  h  bezeichnet  wird,  so  ist 

dx  dy  v*      ,  • 

-«t^cos^,     ^-««sin^,    *— 2^3' 

und  wenn  endlich  noch  zur  Abkürzung 

6  ^  h  sin*|i*  -j-  a  cos  V 

gesetzt  wird,  so  erhält  man 

5)     A=^ (l 5-) 

▲reli.  d.  Matk.  u.  Phye.    2.  Beihe,  T.  XY.  IB 


j 
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Die  CoordinäteD  des  Mittelpunktes  sind 

bßy  aety 

und  für  das  Prodact  der  Axen  des  Kegelschnitts  findet  man: 

» I« 


so  dass  die  Umlaafszeit 


(-V) 


^>  -MM" 


sich  ergiebt. 

Durch  diese  Formel  ist  die  Umlaufszeit  unmittelber  durch  die 
gegebenen  Anfangsbedingungen  bestimmt.  Eine  leichte  Umformung 
ergiebt  übrigens  die  Uebereinstimmung  mit  dem  in  §  3.  angegebenen 
Resultate. 

Für  New  ton 's  Gentralbewegung  hat  man 

2tf« 


a 


1,     ä:=0,     q^r,     <J  «  1,     ^  «  -  ^1- -j 


'"^^(•-;) 


tt 


Wenn  die  beiden  geraden  Linien  L^^  L^  reell  sind,  und  wenn 

q  r^  p  =:^  Va;*sin*A  —  y*cos*A 
gesetzt  wird,  so  ist  die  Kraft 

bei  reellem  g  nur  in  demjenigen  Scheitelwinkelraum  (X4,  i,)  reell, 
in  welchem  die  a:-Axe  liegt,  und  in  demselben  ist  9  eine  Attractions- 
oder  eine  Repulsionskraft,  je  nachdem  g  und  7)  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben. 

Es  mögen  nun  im  folgenden  g  und  p  als  positiv  vorausgesetzt 
werden.    Dann  ist  die  Bahn  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nach- 

hrö  ^ 

dem  —^=1  ist,  und  da 
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ö  —  bB\n*fi'\-a COS* fi  ««  sin'JlcosV  — cos^AsinV  —  sin'A  — sinV, 


v^ 


zo  setzen  ist,  so  kaon  da?  Kriterium  über  dio  Art  der  Bahn  anch  in 
folgende  Form  gesetzt  werden: 

y«     / < 

^  ya;*sin*A  —  y^cos'il  (sin^A  —  sinV)  °"  ^ 

Hierans  folgt: 

Diejenigen  Anfangsrichtnngen,  für  welche  von  einem  Punkte  1% 
aus  bei  einer  gewissen  Geschwindigkeit  vq  die  Bahn  eine  Parabel 
ist,  liegen  za  den  Coordinatenaxon  symmetrisch.  Dieselben  bestim- 
men zwei  Scbeitclwinkelräame;  iu  dcmjoingeu,  welcher  die  a*-Axe 
enthält,  sind  die  Bahnen  (cet.  par.)  hyperbolisch,  und  in  demjenigen, 
welcher  die  Richtung  der  y-Axe  enthält,  sind  dieselben  elliptisch. 

Wenn  die  Anfangsrichtung  mit  der  von  L^  oder  X,  überein- 
stimmt (d.  h.  wenn  fi  »  +  ^))  oder  wenn  dieselbe  sich  noch  mehr 
der  Richtung  der  ^-Axe  nähert  (sin V  ^  siu^A) ,  so  ist  die  Bahn 
elliptisch,  weiches  auch  sonst  die  AnfaugsbcdiuguDgen  sein  mögen. 

Wenn  bei  gewisser  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  vq  die 
Richtung  derselben  fQr  die  parabolische  Bahn  mit  derjenigen  der 
c-Axe  flbereinstimmt,  so  sind  von  demselben  Punkte  aus  bei  der- 
selben Geschwindigkeit  vq  nur  elliptische  Bahnen  möglich.  Die  Lage 
dieser  Grenzpunkte,  durch  welche  für  v  =  vq  nur  eine  parabolische 
Bahn  hindurchführt,  sind  durch  die  Gleichung 


xUm*X  -  »»cos'A  =  („TTlfe)' 


bestimmt,  dieselben  liegen  also  auf  einer  Hyperbel,  welche  die  Ge- 
raden Zr|,  L^  zu  Asymptoten  hat,  und  deren  Axen  mit  dem  Quadrate 
der  Anfangsgeschwindigkeit  umgekehrt  proportional  sind. 

Darch  diese  Hyperbel  wird  die  ganze  Ebene  in  zwei  Teile  ge- 
teilt; in  demjenigen  Teile,  welcher  die  ^-Axe  enthält,  liegen  dio 
Punkte,  von  denen  aus  für  v  ^  c^y  nur  elliptische  Bahnen  möglich 
sind;  im  anderen  Teile  ist  die  Art  des  Kegelsschnitts  erst  durch  die 
Anfangsrichtung  bedingt. 

18* 
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Endlich  ändert  sich  die  Art  des  Ken^elschnitts  nicht ,  wenn  (cet. 
par.)  der  Anfangspunkt  sich  auf  ir^^end  welcher  Hyperbel  verschiebt, 
welche  die  Geraden  Xj,  L^  zu  Asymptoten  hat  (weil  auf  derselben 
a;*sin*A  —  y^eosH  «=  const). 


Dritter  Teil. 


§6. 

Die  Frage,  ob  Newton's  Voraussetzungen  —  elliptische  Bahn  ^ 
und  constante  Flächengeschwindigkeit  des  von  einem  Brennpunkte 
ausgehenden  Kadius-Yectors  —  beide  durchauß  notwendig  seien,  um  m 
den  Schluss  auf  das  Gravitationsgesetz  zu  ermöglichen,  ist  zuerstzil 
von  Bertrand  gestellt  und  durch  den  Satz  beantwortet:  (') 

Si  Kepler  n'avait  d^duit  de  ses  observations  qu'une  seule  de^ 
ses  lois:  Les  planstes  d^crivent  des  ellipses  dont  le  SoleiK 
occupe  le  foyer,  on  aurait  pu  de  ce  seul  resultat,  ^rige  e 
principe  gen^ral,  conclure  que  la  force  qui  les  gouverne. 
est  dirigee  vers  de  Soleil  et  inversemeut  proportionneli 
au  carr6  de  la  distance. 

Der  wol  nicht  ganz  correcte  Zusatz  „ce  seul   resultat  6rig6 
principe  gen^ral"  bedeutet  die  Annahme,  dass,  welches  auch  die  An 
fangsbedingungen  der  Bewegung  hätten  sein  mögen,  stets  eine  ellip 
tische,  parabolische,  hyperbolische  oder   geradlinige  Bewegung    er 
folgt  wäre. 

Es  ist  von  Interesse  zu  sehen,   dass   bei   dieser  Yoraussetzun 
das  Newton'sche  Gesetz  sich  ohne  jede  Rechnung  ergiebt. 

Zunächst  stellt  Halphen  den  Satz  auf:  (^) 

Si  une  force,  d^pendant  seulement  de  son  point  d'appli-  — 
cation,  fait  döcrire  ä  ce  point,  quelles  que  soient  les  cir-  — 
constances  initiales,  une  trajectoire  plane,  cette  force^ 
passe  par  un  point  fixe  ou  est  parallele  ^  une  direction.-^ 
fixe. 

Halphen  beweist  seinen  Satz  nach  den  Principien  derVariations 

rechnung.    Dasselbe  leistet  auch  folgende  geometrische  Betrachtung  ^^ 

Wenn  ein  frei  beweglicher  Punkt   sich  in  einer  Curve  bewegt^^ 
so  liegt  die  Kraft   iu  jedem  Augenblick   in   der   Schmiegungseben^^ 
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wcuii  also  die  Curve  eine  ebene  ist,  so  werden  alle  Kraftrichtungen 
in  ibrer  Ebene  liegen.  Nach  der  Annahme  von  Halphen  wird  also 
jede  iEraftrichtung  im  ganzen  Räume  von  jeder  unendlich  nahen  ge- 
schnitten, und  je  zwei  unendlich  nahe  Kraftrichtungen  bestimmen 
eine  !Ebene.  Denkt  man  sich  nun  einen  dritten  beiden  unendlich 
nahen  Punkt  ausserhalb  der  Ebene,  so  muss  die  ihm  zugehörige 
Kraftrichtung  die  vorigen  beiden  schneiden ,  d.  h.  auch  diese  muss 
darcli  den  vorigen  Schnittpunkt  Hindurchgehen.  Dieser  Schluss  gilt 
von  Punkt  zu  Punkt  durch  den  ganzen  Raum ,  und  somit  ist  der 
Satz    von  Halphen  bewiesen. 

lAiit  Hilfe  dieses  Satzes  folgt  aus  den  Voraussetzungen  von 
Bei:*  t;rand,  dass  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  aller  elliptischen 
Bahnen  das  Attractionscentrum  ist;  und  nun  kann  man,  wie  Ber- 
ti'a  r\  d  selbst  ('),  auf  Newton^s  Rechnung  verweisen.  Aber  man 
darf  nicht  übersehen,  dass,  während  bei  New  ton 's  Voraussetzung 
^^^  ^Rechnung  notwendig  war,  wie  sie  bei  Bertrand's  Voraus- 
setzungen überittssig  wird. 

^enn  nämlich  ein  beliebiger  Punkt  (P)  im  Räume  angenommen 
^''*^,  so  würde  von  diesem  aus  dor  Massenpunkt  eine  gerade  Linie 
be&<ij,j.0iijen^  wenn  seine  Anfangsgeschwindigkeit  0  ist;  er  würde,  wenn 
^"^'^  «ine  hinreichend  kleine  Geschwindigkeit  in  senkrechter  Richtung 
^^S^n  den  Radius-Vector  erteilt  wird,  eine  Ellipse  beschreiben,  in 
^^^  filier  P  das  Aphelium  ist,  und  wenn  die  Geschwindigkeit  allmäh- 
1^^^  wächst,  so  würde  die  Bahn  in  einen  Kreis,  dann  in  eine  Ellipse, 
^*^  ^ivclcher  P  das  Perihelium  ist,  endlich  in  eine  Parabel  und  zuletzt 
^^  ^^ine  Hyperbel  übergehen.  Es  ist  nämlich  der  Parameter  (p)  der 
^^i^'^e  oder  der  Krümmungsradius  im  Perihel  oder  Aphel  durch  die 
^^^ichung 

^^Btimmt,  in  welcher  y  die  in  P  wirkende  Kraft  bezeichnet;  und  es 
^^äebst  also  der  Parameter  wie  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit. 

Wenn  nun  r  und  r|    beliebige    Längen  sind,    so  kann  man  die- 
selben also  als  Perihel-  und  Apheldistanzen  einer  der  unendlich  vielen 
.  elliptischen  Bahnen  ansehen.    Im  Perihel  und  Aphel  aber  verhalten 
^ich  die  Kräfte  wie  die  Quadrate  der  Geschwindigkeit  und  also  auch 
—  nach  dem  Flächensatz  -—  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Ent- 
fernungen r  und  r|.    Somit  ist  Newton 's  Satz  abgeleitet.  (^) 

Bertrand  hat  selbst  die  oben  angegebene  Voraussetzung  modi- 
ficirt  und  folgende  Aufgabe  gestellt: 


278         Ktndei:    Von  der  elh'pfischen  Bfwegung  eints  freibewtgliehen 

En  mchant  que  les  plankes  dScrivent  des  sedions  coniques  et  sans 
rien  supposer  de  plus:  trouver  tixpression  des  composantes  de  la 
farce  qui  les  sollicite,  expritn^es  en  fonivm  des  coordarmes  de  son 
point  d'application. 

Diese  Aufgabe  ist  von  Darboux,.  (^)  HalpheD,  (^)  Imche- 
netsky,  (7)  Glaisher  (^)  behandelt  nod  gelöst  worden. 

Man  darf  aber  trotz  des  von  Bertrand  gemachten  Zusatzes 
„sans  rien  supposer  de  plus''  nicht  übersehen,  dass  Bertrand  an 
die  Stelle  von  Newton*s  durch  die  Beobachtung  festgestellten  Vor- 
aussetzungen unendlich  viele  andere  setzt,  die  sich  der  Controlc  durch 
die  Erfahrung  entziehen.  Denn  so  viele  elliptische  Bahnen  auch 
beobachtet  sein  mögen,  es  hindert  a  priori  nichts,  den  Aufangszu- 
stand  der  Bewegung  als  eine  wesentliche  Bedingung  für  die  Mög- 
lichkeit der  elliptischen  Bahn  anzusehen. 

Im  folgenden  wh*d  nun  die  Bertrand 'sehe  Voraussetzung  grund- 
sätzlich ausgeschlossen. 

§7. 

Durch  den  Lehrsatz  von  Hamilton  ist  zwar  für  jede  beliebige 
Stellung  des  Attractionscentrums  in  der  Ebene  der  elliptischen  Bahn 
sofort  auch  das  Attractionsgesetz  gegeben,  aber  dasselbe  wird  im 
allgemeinen  Consequeuzen  ergeben,  die  jeglicher  Erfahrung  wider- 
sprechen. Es  enthält  nämlich  der  Lehrsatz  von  Hamilton  ausser 
der  Entfernung  (r)  vom  Attractionscentrum  noch  die  variabele  Ent- 
fernung (p)  des  bewegteil  Punktes  von  der  festen  Polare  des  Attractions- 
centrums. Wenn  nun  dieselbe  (g)  nicht  eine  eindeutige  Function 
der  Entfernung  (r)  ist,  so  ist  auch  die  Kraft  nicht  eine  eindeutige 
Function  der  Entfernung  ir). 

Hoppe  (')  setzt  voraus,  dass  das  Potential  der  Kraft  (und  so- 
mit 'diese  selbst)  durch  die  Entfernung  eindeutig  bestimmt  sein 
müsse.  Er  findet,  dass  bei  dieser  Voraussetzung  das  Attractions- 
centrum —  abgesehen  vom  Ellipsenmittelpunkt  —  auf  diejenigen 
Teile  der  Axen  beschränkt  ist,  welche  ausserhalb  der  Evolutenfläche 
liegen.  Seine  Resultate  leitet  er  durch  ermüdende  Rechnungen  aus 
den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  der  Centralbe^egung  her. 
Aus  dem  Satze  von  Hamilton  ergeben  sie  sich  unmitelbar: 

Wenn  nämlich  das  Attractionscentrum  (F)  (s.  Fig  6)  zunächst 
ausserhalb  der  Axen  stünde,  so  wäre  der  zu  MF  conjugirte  Durch- 
messer (MB)  schief  gegen  MF,  also  ebenso  auch  die  Polare  von  F 
(d.  h.  GE)^   und  je     zwei  Ellipscupunkte    (A^   A^),  welche   von    der 
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Polare  gleiche  Abstände  (p,  Qi)  haben,  würden  von  P  verschiedene 
Entfernungen  (r,  r, )  haben,  und  umgekehrt.  In  diesem  Falle  wäre 
also  die  Kraft  eine  mehrdeutige  Function  der  Entfernung. 

Wenn  ferner  das  Attractionscentrum  zwar  in  einer  der  Axen, 
aber  innerhalb  der  Evolutenfläche  und  nicht  im  Ellipsenmittelpunkte 
stände,  so  könnte  man  von  ihm  ans  eine  Normale  auf  die  Ellipse 
fällen,  deren  Fusspunkt  in  keiner  der  Axen  liegt  .(^j.  Im  Endpunkte 
dieser  Normalen  (A)  (s.  Fig.  7)  wäre  die  Bewegungsrichtuug  schief 
gegen  die  Axen  und  also  auch  schief  gegen  die  Polare  (GE)  des 
Centrnms  (F)  gerichtet.  In  je  zwei  unendlich  nahen  Punkten  (B^ 
Bi)  zu  beiden  Seiten  des  Fusspunktes  (^),  für  welche  die  Entfer- 
nungen (r,  T])  gleich  gross  sind,  würden  also  die  Entfernungen  (jq, 
p,)  von  der  Polare  verschieden  gross  sein. 

Das  Attractionscentrum  ist  somit  auf  solche  Punkte  der  Axen 
beschränkt,  von  denen  es  andere  Normalen  als  die  Axenrichtungen 
nicht  giebt,  d.  b.  es  ist  der  Mittelpunkt  oder  ein  Punkt  der  Axen 
anioerhalb  der  Evolutenfläche. 


§8. 

Die  Voraussetzungen  von  Hoppe  sind  vom  physikalischen  Stand- 
punkt aus  ganz  unbedenklich,  aber  sie  führen  nicht  zur  vollständigen 
Bestimmung  des  Attractionsgesetzes.  Um  dies  zu  erreichen,  muss 
man  sie  durch  andere  ersetzen.  Zunächst  wird  man  es  als  selbst- 
verständlich ansehen  dürfen,  dass  nur  solche  Attractionscentren  vor- 
kommen können,  für  welche  sich  ein  derartiges  Attractionsgesetz 
ergiebt,  dass  für  alle  reellen  Entfernungen  (r),  auch  wenn  dieselben 
in  der  zu  Grunde  gelegten  speciellen  Ellipse  nicht  vorkommen,  die 
Kraft  einen  reellen  Wert  besitze.  Es  soll  nun  untersucht  werden, 
auf  welche  Lagen  das  Attractionscentrum  durch  diese  Annahme  be- 
schränkt wird. 

Zu  diesem  Zwecke  muss  zunächst  in  der  Gleichung  (§  2.) 

4t7t^  r 


'""■&J 


—  als  Function  der  Entfernung  (r)  ausgedrückt  werden. 

Die  Coordinaten  des  Attractionscentrums  (F)  seien  /,  k;  die  des 
beweglichen  Pnnktes  xy;  die  irgend  eines  Punktes  der  Polare  des 
Attractionscentrums  ^i?;  dann  gelten  folgende  Gleichungen: 
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^    ,    y*        - 
o«  -r  j2  -  1 

^s  -r  j2  =  -^ 

und  nach  den  Regeln  der  analytischen  Geometrie  ist 

Ans  dieser  und  den  beiden  folgenden 

2)  ^  =  1^0-^-!^ 

3)  r»  =  (aj-/)2+(y-A:)« 

mnss  X  und  v  eliminirt  werden.    Alsdann  findet  man  —  als  Function 

Po 

von  r  ausgedrückt,  und  es  soll  dieselbe  für  jeden  positiven   Wert 
von  r  einen  reellen  Wert  besitzen.    Es  mnss  also  auch 


reell  sein. 

Nun  ergiebt  sich  aber  aus  der  zweiten  Gleichung,  dass  y  und  x 
gleichzeitig  unendlich  gross  werden,  und  daher  kann  man  ans  der 
dritten  Gleichung  schliessen,  dass  mit  r  zugleich  sowel  a;  als  auch  y 
unendlich  werden.    Für  r  =od  erhält  man  demnach: 


und 


x^ 

= 

a2 

2 

x^ 

= 

9* 

=- 

r 

9o 

:  r 

- 



f 

x 
»  r 

— 

k    x 
h^  r 

X  t/ 

Da  aber  -  reell  und  -   imaginär  sich  ergeben  hat,  so  folgt,  dass 
r  r 

Q 

der  Grenzwert  von  -« :  r  reell  ist,  nur  dann,  wenn  k  =  0  genommen 

Q 

wird.    Hiermit  ist  das  Attractionscentrum  zunächst  auf  die  grosse 
Axe  der  Ellipse  beschränkt. 

Ferner  ergeben  die  beiden  letzten  Gleichungen  dnrch  Elimi- 
nation von  y: 
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-,««  —  2/*«  +  ft«  +  /«  -  r«  =  0 


also  ist 


X 


trw^y.-^^'^ 


Aus  dieser  Gleichung  kann  ferner  geschlossen  werden,  dass  das 
.A.t:t.Taction8centrum  night  zwischen  dem  Mittelpunkt  und  einem  Brenn- 
pixxikt  stehen  darf. 

Wäre  dieses  nämlich  der  Fall,  so  wäre 

xxr\^  für  hinreichend  kleine  Werte  von  r  würde  x  imaginär  und  mit 

o;    zugleich  auch   —  (nach   der  ersten    Gleichung)   und   endlich    also 

Po 

auch  die  Kraft  «p. 

Wenn  dagegen  entweder  /  =  0   oder  /^  «  c*  oder  f^  >*  e*  ist, 


Q_ 
«lermit  zugleich  auch  tp. 


so    hat  —  für  alle  positiven  Werte  von  r  einen  reellen  Wert,   und 
Po 


In  dem  Falle,  dass  /*  ^  e'  ist ,  lässt  sich  auch  das  Vorzeichen 

^^r    in  dem  Ausdruck  für  x  vorkommenden  Wurzel   bestimmen     Da 

näraiici^   dieselhe   niemals    durch   null   hindurchgeht,   so    tritt  kein 

^wisdieii^ecligel  ein,  wie  sich  auch  r  ändern  möge     Da  nun  während 

der    Bewegung  auch  a;  «  ü  vorkommt,   so  muss  das  Zeichen  immer 

aem     von  /  entgegengesetzt  sein.     Sieht  man  also  /  als  positiv  an, 
so 


USB 


X 


ß^Botzt  werden;  und  alsdann  ist 


^  =  1  — — 
Po  «' 

'^^^    also  auch  9  eine  eindeutige  reelle  Function  von  r. 

Hierdurch  ist  folgender  Lehrsatz  bewiesen: 

Wenn  unter  der  Wirkung  einer  nach  einem  festen  Centrum 
gerichteten  Attractionskraft  eine  elliptische  Bewegung  er- 
folgt, 80  ist  die  erstere  für  jede  beliebige  Entfernung  eine 


282        Kind  eil  Von  dfr  ^lliptücben  Bew0gung  einet  freiheweyUeken 

reelle  Function  nur  unter  der  Bedingung,  dass  der  attrs 
hirende  Punkt  entweder  der  Mittelpunkt  oder  einer  de 
Brennpunkte  oder  ein  Punkt  der  grossen  Axe  ausserbal 
der  Brennweite  ist 


§9. 

Der  im  vorigen  gewonnene  Ausdruck: 
4  71*  r 


(*  = 


hat  für  alle  Entfernungen  r  einen  reellen  Wert,  wenn  die  absolute 
Entfernung  (/)  des  Attractionscentrums  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse 
entweder  0  oder  gleich  e  oder  grösser  als  e  ist. 

Wenn  zunächst  /  =  0  ist,  so  wird 

« 

Wenn  aber  f  ^  e  ist,  so  wird,  je  grösser  r  wird,  die  Gleichaog 
sich  mehr  und  mehr  der  Form 

nähern,  die  freilich  nur  in  dem  Falle,  dass  f  =  e  ist,  das  Gesetz 
genau  darstellt.    Aber  wenigstens   für    unendlich  grosse  Werte  von 

r  wird  <p  verschwinden,  sobald  f e  vorausgesetzt  wird. 

Im  übrigen  ist  die  Natur  des  Attractionsgesetzes  wesentlich  da- 
von abhängig,  ob  das  Attractionscentrum  sich  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  Ellipsenfläche  befindet. 

Wenn  erstens  sich  das  Attractionscentrum  ausserhalb  der  Ellipse 
befindet,  d.  h.  wenn  />  a  ist,  so  lassen  sich  von  demselben  zwei 
Tangenten  an  die  Ellipse  ziehen.  In  den  Berührungspunkten  ist  die 
Geschwindigkeit  unendlich  gross,  weil  sie  ja  der  senkrechten  Ent- 
fernung des  Attractionscentrums  von  der  Bewegungsrichtung  umge. 
kehrt  proportional  ist.  Mit  der  Geschwindigkeit  wird  aber  zugleich 
die  Kraft  (qp)  unendlich  gross,  während  r  gleich  der  Tangentenlänge 
(vq)  ist.  Für  r  =  ro  verschwindet  also  der  Nenner  des  Ausdruckes 
für  ^  *,  für  r  <^  tq   wird  der  {feuner  negativ,   d,  h.  tp  ist  nun  eine 
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KepQHjionskrnft ,  und  dieselbe  wird  kleiner,  je  kleiner  r  wird,  bis 
dieselbe  fttr  r  «-  0  vorscb windet.  Dagegen  ist  der  Nenner,  in  <p  für 
^y^^o  positiv,  d.  b.  q>  ist  unn  eine  Attractionskraft  und  dieselbe 
wird  kleiner,  je  grösser  r  wird,  bis  dieselbe  für  r  »  oo  versch windet 

Wenn  zwfscben  sieb  das  Attractionscentrum  in  einem  Endpunkte 
der  grossen   Axe  befindet,    d.  h.  wenn   /'»a   ist,   so  wird  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Kraft    q>  in   diesem  Punkte,  also  fttr   r  =  0, 
onendiich  gross,  bei  wachsendem  r  fiudct   endliche  Attraction  statt, 
die  erst  für  r  =  oo  verschwindet. 

Wenn  dritttens  sich  das  Attractionscentrum  innerhalb  der  Ellip- 

seufläche  befindet,  wenn  also   e  <^f  <C^a   ist,  so    wird  zuuächst  der 

in  q>  enthaltene  Nenner  für  keinen  reellen  Wert  von  r  verschwinden. 

Denn  gesetzt,  er  wäre  null,  so  müsste 

(s-'r=Ä[-+Ks-)j 

n^  also 


ae 
^Wiaginär  sein. 


rK(^-o(S-') 


Hieraus  folgt,  dass  für  r  «»  0  auch  (p  verschwindet,  dass  ferner 
^to  wachsende  Werte  von  r  stets  endliche  Attraction  stattfindet,  die 
bis  zu  einem  gewissen  Maximum  ansteigt,  dann  aber  wieder  abnimmt 
bis  dieselbe  für  r  «  oc  verschwindet. 

Wenn  nun  z   B.  durch  Beobachtung  festgestellt  ist,  dass  gewisse 

£drper   in    allen  Entfernungen    eine    Anziehung   ausüben ,    die  mit 

wachsender  Entfernung  lortwährend  abnimmt,  so  sind  um  dieselben 

nur  derartige  elliptische  Bewegungen  möglich,  dass  sie  in  einem  der 

Brennpunkte  oder  der  Endpunkte  der  grossen  Axe  stehen,  und  wenn 

die  Anziehung  mit  wachsender  Entfernung  fortwährend  zunimmt,  so 

müssen  sie  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  stehen. 


§  10 

Es  werde  Jerner  vorausgesetzt,  dass  um  ein  und  dasselbe 
Attractionscentrum  zwei  verschiedene  Bewegungen  erfolgen,  und  dass 
die  ans  beiden  Bewegungen  abgeleiteten  Attractionsgesetzc  für  alle 
reellen  Werte  der  Entfernungen  reelle  und  übereinstimmende  Werte 
fOr  die  Kraft  ergeben.  (')  Es  soll  untersucht  >v erden,  wie  durch 
diese  Annahme  die  Lage  der   Centren  beschränkt  wird. 
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Aus  den  gemachten  Voraussetzungen  folgt  nnmittelbar,  dass 
Centren  in  den  grossen  Axen  der  elliptischen  Bahnen  stehen  müss 
und  während  in  der  einen  Bahn  a,  6,  e,  /*,  rdie  frtlheren  Bed 
tangen  haben,  mögen  a,,  6,,  e, ,  /i,  T^  die  entsprechende  Bedenti 
fttr  die  andere  elliptische  Bahn  haben.  Ferner  folgt  ans  der  Y 
aussetznng,  dass  für  jeden  reellen  Wert  von  r 

_4^ r 


(,-S +  £(/,,. ...+'V!y 


4n' 


sein  muss,  also  folgt  auch 


■>  -(-s+.^i/'— +'-^> 


v'-o-^^+^j/:^  v+f 


also  auch  (durch  Difforcntiatiou) 


und  hieraus  ergiobt  sich,  wenn  /  von  0  verschieden  ist, 


"('-^)-v(.-s-:) 

und  aus  1) 

Diese  Gleichungen  sind  zunächst  für  f=e   und  /i  =  «|  erfil 
wenn 

(drittes  Kepler'sches  Gesetz)  ist. 

Wenn  nun  aber  die  bekannten  Fälle 

/  =  0,   /,  =  0 
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ausgeschlossen  werden,  so  folgt  aus  den  obigen  Gleichungen,  wenn 

3 

/  n 
1 


'=i/i 


£^esetzt  wird 

2)    r  =  \^ 


/.  =r«-^ 


da  ferner 
seixm  muss,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösen  beider  Gleichungen: 


3) 


Bei  der  oben  gemachten  Annahme  können  also  zwar  die  Formen 
^^^^  beiden  elliptischen  Bahnen  selbst  beliebig  angenommen  werden, 


»T  alsdann  ist  das  Yerhältniss  der  Umlaufszeiten  und  die  Stellung 
Attractionscentrums  und  somit  das  Attractionsgesetz  selbst  durch 
^^^    Gleichungen  2)  und  3)  völlig  bestimmt. 

Eine  bemerkenswerte  Folgerung  ist  ferner,  dass,  wenn  der  obigen 
^      ^ahme  noch  das  dritte  K  e  p  p  1  e  r  *sche  Gesetz  als  Voraussetzung 
^^*^  angefügt  wird,  sich  das  Newton 'sehe  Gesetz  als  Folgerung  ergiebt. 

Wenn  nämlich 
"ausgesetzt  wird,  so  folgt 


^  somit 

/ 


=|/f'-K? 


d  ebenso 


e  *  r    aai  {a  —  aj) 


«1 


1 

Also    muss   die    Attraction   dem   Newton'schen    Gesetz    ent- 
xecheu,  d.  h.: 
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WeoD  uih  das  nämliche  AttractiODScentrom  zwei  ellip- 
tische Bewegungen  erfolgen,  und  wenn  die  Quadrate  der 
Umlaufszeiten  sich  wie  die  Kuben  der  mittleren  £ntfemangen 
verhalten ,  so  ist  das  Attractionscentrum  notwendig  der 
gemeinschaftliche  Brennpunkt,  (da  sonst  die  ans  beiden 
Bewegungen  abgeleiteten  Ausdrücke  fttr  die  Centralkraft 
nicht  identische  reelle  Functionen  der  Entfernung  wären). 


Vierter  Teil. 


§  11. 

Wenn  die  Kraft,  welche  einen  frei  beweglichen  Punkt  durch 
eine  gegebene  Curve  treibt,  stets  nach  einem  festen  Centrum  ge- 
richtet ist,  so  ist  durch  den  Satz  von  der  Constanz  der  Flächen- 
geschwindigkeit des  Radius-Vectors  auch  die  Geschwindigkeit  eine 
gegebene  iFunction  der  Goordinaten,  und  es  ist  also  die  Aufgabe, 
unter  den  angegebenen  Bedingungen  die  Kraft  zu  bestimmen,  nur 
eine  Specialisirung  der  allgemeineren  Aufgabe: 

Es  soll  diejenige  Kraft  bestimmt  werden '),  loelche  einen  frei 
beweglichen  Ihinkt  durch  eine  gegebene  Cuvoe  treibt  und  ihm  eine 
beliebig  gegebene  veränderliche  Geschwindigkeit  erteilt. 

Diese  Aufgabe  ist  schon  durch  die  von  Huyghens  (*)  für  die 

normale  und   tangentiale  'Componente   angegebener    Ausdrücke     — 

dv 
und  v~-  gelöst  worden. 

d  s 

Es  können  aber  zwei  der  Richtung  und  Grösse  nach  bestimmte 
Kräfte  auf  unendlich  viele  Weisen  durch  zwei  andere  ersetzt  werden. 

Man  kann  zunächst  z.  B.  die  tangentiale  (^)  Richtung  fttr  eine 
der  beiden  Componenten  beibehalten,  und  um  über  die  zweite  Richtung 

dv 

frei  zu  verfügen,  kann  man  zu  der  tangentialen  Kraft  v  —  eine  ganz 

(t  s 

willkürliche  Kraft  (— v)  addiren,  und  endlich  die  tangentiale  Kraft 
(+ilO  und  die  normale  Kraft  -    zu    einer   Kraft    (Fj)   eusatnmen 

setzen.  Durch  passende  Bestimmung  der  Kraft  (i}^)  kann  man  er- 
reichen, dass  diese  Resultante  (F^)  durch  einen  gegebenen  festen 
Punkt  geht  oder  einer  gegebenen  Richtung  parallel  ist,  oder  mit  der 
Tangente  einen  gegebenen  Winkel  bildet  etc.  (^). 
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Man  kann  ferner  auch  die  Richtnngen  beider  von  Huyghens 
beatimmten  Componenten  ändern,  so  dass  die  eine  Componente  (F| ) 
nach  einem  festen  Punkte  (O)  gerichtet  ist,  die  andere  (F^)  auf  der- 
selben senkrecht  steht.  (5). 

Bezeichnet  a  den  Wiukel  zwischen  der  Beweguugsrichtnng  und 
dem  Radius'Vector  (r  oder  POjf,  so  ist 

V*   .  dv 

Fl  «=  —  sm  «  +  V  —  cos  a 

if  da 

v^  .      dv    . 

Fo  = cos  «  +  V  3-  sm  « 

*  Q  *       ds 

Bezeichnet  femer  D  die  von  O   auf  die  Bowegungsrichtung  ge- 
fällte Senkrechte,  so  ist 

D 
sin  a  =  — 

Endlich  hat  mau  noch  die  Gleichungen 

—  dr 

COS«  —  — 3— 
ds 

rdr  -=  gdD    (6) 

Snbstituirt  man  diese  Werte  in  die  vorigen  Ausdrücke,   so  er- 
hält man  nach  wenigen  Rednctionen: 


w*r       V    dr  d(Dv( 
^^'^qD"  D  ds    "d^ 

V  d{Dv) 
^        r      ds 


Wenn  die  gesamte  wirkende  Kraft  nach  O  gerichtet  ist,  so  folgt : 

T^  =  0,    und  also 
Dv^  const. 

F,  =  cons«  ^ 

d.  h    es  gilt  der  Satz  von  der  Constanz   der  Flächengeschwindigkeit 
und  der  Satz  von  Moivre. 

Die  obigen  Formeln  enthalten  ausserdem  folgenden  allgemeinen 

Satz: 

Eine  beliebige  ebene  Curve  werde  mit  beliebig  veränder- 
licher Geschwindigkeit  von  einem  frei  beweglichen  Punkte 
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durchlaufen.  In  jedem  Punkte  (P)  der  Curve  ist  die  Kraft 
nach  solchen  Punkten  (O)  gerichtet,  für  welchen  die  Flä- 
chengeschwindigkeit des  Radius-Yectors  in  F  einen  Maxi- 
mal- oder  Minimalwert  erreicht. 


§  12. 

Anstatt  die  Richtungen  der  Componenten  dadurch  zu  bestimmen, 
dass  die  eine  durch  einen  festen  Punkt  geht,  die  zweite  aber  auf 
der  ersten  senkrecht  steht,  kann  man  auch  verlangen,  dass  beide 
Richtungen  je  durch  einen  Punkt  (O,  O,)  hindurchgehen.  Die  zu 
lösende  Aufgabe  ist  dann  folgende: 

Es  soUen  diejenigen  nach  zwei  festen  Centren  (O.  Oj)  gerichteten 
Attractionskräfte  bestimmt  werden^  welche  einen  frei  beweglichen 
Massenpunkt  durch  eine  gegebene  Curve  treiben  und  ihm  eine  ge- 
gebene veränderliche  Geschwindigkeit  erteilen. 

Die  nach  O,  Oj  gerichteten  Kräfte  seien  resp.  P,  P^.  Mit  An- 
wendung der  früheren  Beziehungen  erhält  man: 


1) 


^  «  —  «  Psina  +  -^i  siß«! 

ST 

dv 
T=  V  -j-     «=  Psiiia  +  F^  COg«, 

-  COS«,  -  V  -j    smofi  «»  Psinja  —  «i) 
p  *  a«         *  7  1/ 

V^  dv     .  r»       .     /  V 

—  cos  a  —  V  —  sin  a  =   P-*  sinia^  -  a) 

Q  ds  1         V   1  / 

—  dr  D 

COS«  =       -    ,      sin  a  =  — ,     rdv  =--  qdD 

—  dr.  Z>,  ^ 
cos«,  =  — ^^»      sin  «7  =  — ,     r^c/ri  =  gdD^ 

ist,  so  folgt: 

PsinK-«)  =  -  —^^ 


oder  da 


I  PiSin(a,  —  a) 


—  V  d(vD) 
r  ds 
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Bezeichnet   man  endlich  den  Ahstand  der  beiden  Gentren   mit 
2«,  so  folgt 


2e  r f^ 


und  also 


8in(arj  —  a)       sin(r|  e)       sin(re) 


P2«  8in(rü(  -«  v 


2) 


f  Pj  2ü  8in(r, «  =:  —  » 


£29 


d« 


P8iD(r«)  nnc  P^8in(r|e)  sind  diejenigen  Coroponenten  Q,  Q,,  deren 
Richtungen  anf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Attractionscentren 
senkrecht  stehen. 

Für  diese  folgt 

-R:  Q,  —  d(vD^):  -  d(vD) 

d.  h.  die  genannten  Gomponenten  stehen  im  umgekehrten  Verhältniss 
der  Flächenbeschleunignngen. 

Femer  enthalten  die  Gleichungen  2)  den  Lehrsatz: 

Wenn  in  einem  Punkte  der  Bahn,  welcher  nicht  zugleich 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Attractionscentren 
liegt,  eine  der  um  die  beiden  Centren  vorhandenen  Flächen- 
geschwindigkeiten einen  Maximal-  oder  Minimalwert  er- 
reicht, so  muss  in  diesem  Punkte  die  nach  dem  andern 
Centrum  gerichtete  Kraft  verschwinden. 

Wenn  die  Gleichungen  2)  im  besonderen  auf  eine  elliptische 
Bahn  angewendet  werden,  bei  welcher  die  Brennpunkte  die  Attrac- 
tionscentren sind,  so  erhält  man  aus  ihnen: 

av^         V  dv 

av^         V  dv 
^*  ^  2^  ■"  2  ^1 

Diese  speciellen  Formeln  erhält  man  freilich  leichter  direct  in 
folgender  Weise: 

Die  normale  und  tangentiale  Componente  seien  (s.  Fig.  8) 

v^  — 

A^  =   -  =  AC 
9 

ttcK  d.  Math.  u.  Phys.    2.  Reihe,  T.  XV.  19 
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dv        

T^  v^  ^  AB 

ds 

Jede  derselben  werde  in  zwei  nach  den  Brennpunkten  -F,  F^  ge- 
richtete Componenten  zerlegt,  80  dass  AC  durch  AD  und  AE,  AB 
durch  AG  und  AK  ersetzt  werden  dürfen. 

Dadurch  erhält  man  die  gesuchten  nach  dem  Brennpunkte  ge- 
richteten Kräfte  P,  P,,  nämlich 

P  ^  AD--  AG 
P^  =  AE-\'  AK 

Da  ferner  die  Kräfteparallelogramme  gleichseitige  sind,  (weil 
Wkl.  EAC  =  Wkl.  CAD  ==  ß\  so  folgt 

T 

AD  =  AE  — 


2C0S/3 

T 

AG  ==  AK  =  n — ' — 5 

2sinp 

In  den  für  die  Ellipse  gebräuchlichen  Bezeichnungen  ist  nun: 

.     ^        dr        —  dr-i 

sin/5  =  y  =  —r^ 
•^         ds  ds 

cos  0  =  -7=1  —  — 
Yrr^        ag 

Durch  Substitution  ;dieser  Werte  erhält  man  das  oben  ange- 
gebene Resultat. 

§  13. 

Die  zuletzt  behandelte  Aufgabe  ist  wiederum  eine  Specialisirnng 
von  folgender: 

Es  werde  eine  gegebene  Curve  von  einem  frei  beweglichen 
Massenpunkie  unier  der  Wirkung  beliebig  vieler  CentrcUträfte 
durchlaufen^  die  nach  gegebenen  Punkten  gerichtet  sind.  Es  soU 
die  Bedingung  angegeben  werden,  welche  diese  Centralkräfie  er- 
füllen müssen. 

Diese  Aufgabe  ist  von  Curtis  (*)  behandelt  worden.  In  die 
von  ihm  gegebene  Lösung  gehen  auch  diejenigen  Attractionskräfte 
{O)  ein,  welche  einzeln  einen  frei  beweglichen  Massenpunkt  bei 
passenden  Anfangsbedingungen  durch  dieselbe  Curve  treiben  würden. 
Es  werden  aber  häufig  diejenigen  Kräfte,  welche  einzeln  die  gegebene 
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Bahn  zulassen  würden,  complicirtere  Functionen  der  Entfernung 
sein,  als  die,  welche  bei  ihrem  Zusammenwirken  dieselbe  Bahn  her- 
vorbringen. 

Wenn  z.  B.  beliebig  viele  Attractionscentren  verschiedener  Masse 
(m)  einen  Punkt  mit  einer  der  Entfernung  (L)  und  der  eigenen 
Masse  proportionalen  Kraft  {mL)  anziehen,  und  wenn  sie  so  verteilt 
sind,  dass  ihr  Schwerpunkt  in  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  fällt,  so 
ist  bei  passenden  Anfangsbedingungen  die  gegebene  elliptische  Bahn 
möglich.  (^)  In  diesem  Falle  sind  die  Attractionskräfte  ((Z>)  compli- 
cirtere Functionen  als  die  Kräfte  (F),  welche  bei  gemeinsamem 
Wirken  die  elliptische  Bahn  ermöglichen. 

Im  übrigen  findet  man  die  gesuchte  Bedingung  nach  der  Methode 
von  C  urtis  sofort: 

Es  seien  xy  die  Goordinaten  des  bewegten  Punktes, 

/i  ^1^  /i  *2  .   •   .  die  der  Attractionscentren, 

Z«|,  Z>2       ...  ihre  Entfernungen  von  xy, 

ili ,  q^       ...  ihre  senkrechten  Entfernungen  von  den 

Bewegungsrichtungen, 

Pj,  P^     ...  die  einzelnen  Attractionskräfte, 

N^^  iVg    .   .   .  ihre  normalen, 

Tj,  ^2    ...  ihre  tangentialen  Componenten. 

Nach  den  oft  gebrauchten  Bewegungsgleichungen  ist: 

Q  ^ 

pv         ^PdL 
ds  as 

und  zwar  erstreckt  sich  die  Summation'  über  die  verschiedenen 
Attractionscentren. 

Die  letzte  Gleichung"  wird  integrirt  und  der  für  ?;'  erhaltene 
Wert  in  die  erstere  eingesetzt.  Man  erhält  alsdann  die  gesuchte 
Bedingung: 

P5 
qZ  —  ^  2Z  f  PdB  ===  const. 

Wenn  im  speciellen 

P  «  eD' 
angenommen  wird,  so  ist 

19* 
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/ 


PdL 


n  +  1 


ZU  setzen,  und   bei  die8er  Annahme  erhält  die  Bedingungsgleich  ^:k.  -»g 
die  Form: 


2?eL»»-i  ]^Q  +  ^-j-jj  —  const 


und,  wenn  diese  Gleichung  auf  eine  elliptische  Bewegung  angewerm.  <3et 
werden  soll,  so  mnss 

h    , 

y  =  -  y  a*  —  x^ 


pq 


=,.._...,(i_y_« 


i«  «.  6«  4-  /«  4-  ifc2  _  2/a;  +  ««««  -  2ky 
gesetzt  worden. 


Fttnfter  TeU. 

§  14. 

Im  vorigen  §  ist  eine  gewisse  Verteilung  der  Attractionscent-^^o 
erwähnt,  unter  deren  Wirkung  eine  elliptische  Bewegung  mög^l-  ^^^ 
ist,  wenn  die  Attractionsgesetze  sämtHch  der  Gleichung 

F  ^  cK 

entsprechen.  Es  muss  aber  noch  untersucht  werden,  ob  diese  V^^^" 
teilung  die  einzig  zulässige  ist.  Zu  diesem  Zweck  wird  in  der  a^  ^^" 
gemeinen  Bedingungsgleichung  des  vorigen  §  n  =  1  gesetzt.  MT-^^ 
erhält  somit: 

Zu  jedem  Werte  von  x  gehören  zwei  einander  entgegengeset^  *^ 
Werte  y.  Wenn  nun  die  obige  Summe  einen  constanten  Wert  hab^^^ 
soll,  so  muss  derjenige  Teil,  welcher  mit  y  sein  Zeichen  wechs^  ^^ 
verschwinden,  d.  h. 

Echy p +2j  »0 

Hieraus  folgt,  dass 
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sein   muss;  und  da  nun  auch  das  Zeichen  von  x  beliebig   geändert 
werden  kann,  so  ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  dass  auch 

Ecf  =^  0 
sein   muss.    Es  reducirt  sich  also  die  obige  Bedingungsgleichung  auf 

wodurch  bloss  der  Wert  der  Constanten  C  bestimmt  ist.  Die  Gloi- 
chaugen 

lehren^  dass,  wenn  die  Attractlonskräfto  proportional  der  Masse  und 
der  Entfernung  sind,  die  Ceutreu  so  verteilt  sein  müssen,  dass  der 
EUipsenniittelpunkt  ihr  Schworpunkt  ist. 


F 


§  15. 

Es  werde  ferner  vorausgesetzt,  dass  alle  Attractiousceutrcn  iiacli 
Gravitationsgosetzcn  anziehen.  Die  Bediuguugsgleichuug  für  ellipti- 
sche Bewegung  reducirt  sich  dann  auf 


c 


Zunächst  soll  hieraus  der  bekannte  Satz  abgeleitet  werden,  dass, 
wenn  nur  eine  Gravitationskraft  vorhanden  ist,  diese  nach  einem 
ßreuiipaukto  gerichtet  sein  muss. 

In   diesem  Falle  heisst  die  obige  Gleichung: 

Durch  Quadriren  der  Gleichung,  durch  Ordnen  nach  der  Irra- 
tionalität 

und  abermaliges  Quadriren  erhält  man  hieraus  eine  ganze  Function 
von  a-,  die  für  alle  Werte  von  x  zwischen  4~  ^  und  —  a  verschwin- 
den muss.  Hieraus  folgt,  dass  dieselbe  identisch  verschwinden  muss, 
dass  also  auch  a;  ==  x  gesetzt  werden  darf.  Für  x^^  ^  erhält  ms^n 
aber 
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-  c,  «  — ^—     und      ö  =  £* 

und  aus  der  obigon  Bodingungsgleichung: 

C  L^ 


(f    .  ^-  y\      c 


Da  nun  hierin  -  der  einzige  imaginäre  Wert  ist,  so  folgte       2u- 

X 

nächst,  dass   ^•  =  0   sein  rauss.     Hierdurch  vereinfacht  sich  die      ^^' 
dingungsgleichung  zu: 

in  welcher 

zu  setzen  ist. 

Nun  verschwindet  aber  L  höchstens  für  zwei  verschiedene  Wf 
von  a;,  folglich  darf  auch 


(a2-e^x2)(l-^^) 


höchstens    für   zwei  verschiedene   Werte   verschwinden,   und  da--- 
muss  entweder  /  «  0  oder 

a^  a 

d.  h.  f=  +  e  sein.  Die  Annahme  ^«0  ist  aber  nicht  statth 
weil  sonst  L  nur  für  imaginäre  Werte  von  x  verschwinden  wü 
nicht  abGr  für 

a;  =  H — 
—  e 

Es  bleibt  also  nur  die  einzige  Annahme  /"=  ic,  für  welche 
Bodingungsgleichung  erfüllt  ist,  wenn 

c  =  --' 

a 

gesetzt  wird. 

§  16. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingun 
die  Summe  der  Functionen 


rt< 


e\ 
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L  Z2  LA 


^9 
constant  sein  könne. 

Man  denke  sich  für  irgend  einen  Anfangswert 


einen  der  zugehörigen  Werte 


Vo 


^A^-V 


berechnet;  damit  ist  auch  der  Anfangswert  für  jedes  L^  eindeutig 
bestiimmt.  Um  nun  y  und  L^  in  eindeutiger  Weise  über  die  ganze 
Et>Giie  der  Variabein  x  auszubreiten,  denke  man  sich  zunächst  eine 
si^h  von  +a  bis  — a  erstreckende  Linie  ausgeschieden.  Wenn 
*  'Vcn  aro  aus  sich  über  die  ganze  Ebene  ausbreitet,  ohne  jedoch  die 
^^ecgebene  Grenze  zu  überschreiten,  so  wird  y  und  damit  auch  Z* 
®iti<3eutig  über  die  ganze  Ebene  ausgebreitet.  Dadurch  wird  aber 
öooli  nicht  der  ganze  Wertvorrat  beider  Functionen  erschöpft.  Um 
^^cii  dieses  zu  erreichen,  denkt  man  sich  unter  die  erste  Ebene  noch 
^^*^e  zweite  geheftet  und  ordnet  jedem  x  der  unteren  Ebene  das- 
J^^^lge  y  zu,  welches  dem  vorigen  gerade  entgegengesetzt  ist.  Beide 
"Et^^nen  werden  längs  der  Grenzlinie  kreuzweise  aneinander  geheftet, 
^Ji<i  alsdann  sind  y  und  L^  eindeutig  und  stetig  über  die  zweiblättrige 
-^^Äche  ausgebreitet  Im  oberen  Blatte  mögen  die  Werte  mit  y  und 
•^^^    und  im  unteren  mit  y*  und  L'^'  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  x  sich  in  einem  geschlossenen  Teile  bewegt,  der 
^^inen  Nullpunkt  von  L^  enthält,  so  ist  in  demselben  auch  L  ein- 
^^o.tig,  wenn  aber  in  demselben  ein  Nullpunkt  vorkommt,  so  kann 
^^^  der  Umkreisung  desselben  ein  Zeichenwechsel  eintreten.  Im 
^^^^teren  Falle  möge  der  Nullpunkt  als  singulare  Stelle  bezeichnet 
^^i:*den.  Um  nun  die  singulären  Stellen  von  L^  zu  finden,  müssen 
^^^  Nullpunkte  von  Z.*  bestimmt  werden.  Dieselben  mögen  mit  g 
"^^€ichet  werden;  sie  genügen  der  biquadratischen  Gleichung: 


Diese  Gleichung  zerfällt  nach  einigen  Reductionen  in  die  beideu 
^^adratischen 
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die  Function  L*  hat  also  im  allgemeinen  vier  NoUpunkte  ^i,  Ss^fs, 
li>  ^8  genügen  den  Gleidiongen 

und  £3  und  §4  sind  zu  ||,  ^2  conjugirt.     Die  Nullpunkte  ^|   und 
sind  von  einander  verschieden,  ausser  wenn 

d.  h.  wenn 

^  —  0    und    /*  =  e* 

ist;  und  die  Nullpunkte  §1;  |g  sind  auch  von  $3,  S4  verschieden,  aus 
wenn  die  obigen  beiden  quadratischen  Gleichungen  eine  Wurzel 
meinschaftlich  haben,  wenn  dieselbe  also   auch  der  Differenz  bei 
Gleichungen  

zukommt,  wenn  also  entweder  ^•  =  0  oder  /*  ==»  ^  ist. 

Wenn  aber  /"»-  S  eine  Wurzel   der  biquadratischen   Gleichu 
sein  soll,  so  muss 

b^+f^  —  P  -  2p  +  «V*  =  0 
d.  h. 

sein;  es  muss  also  der  Punkt  (fk)  ein  Punkt  der  Ellipse  sein. 

§11  Sa»  ?2»  §4  sind  also  sämtlich  von  einander  verschieden,  auss 
wenn  ä;  -=^  0,  oder  wenn  {fk)  ein  Punkt  der  Ellipse  ist 

Wenn  aber  (Jk)  ein  Punkt  ausserhalb  der  grossen  Axe  und    : 
norhalb  des  Ellipsenumfanges  ist,  so  ist 

li   -  ?2  =  / 
dagegen  ist  ^*|  nach  der  Gleichung 


-ji- 
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imaginär  and  also  sowol  von  li  wie  auch  von  dem  conjugirten  Werte 
^4  verscliieden.  In  diesem  Falle  sind  also  zwei  Nullpunkte  einander 
gleich,  die  beiden  anderen  aber  von  diesen  und  unter  sich  verschieden. 

Wenn  endlich  ä  —  0  ist,  so  reducirt  sich  L^  auf  ^•+/«-2/| 
-f-f*S*>  und  diese  Function  hat  zwei  Nullpunkte  i*j,  Sg,  welche  von 
einander  verschieden  sind,  ausser,  wenn  /*  —  e*  ist. 

^ie    obige  biquadratische  Gleichung  hat  also: 

1)  vier  verschiedene  Wurzeln,  wenn  fk  ein  Punkt  ausserhalb 
der  grossen  Axe  und  ausserhalb  der  Ellipse  ist; 

2)  zwei  Wurzeln  (=/)  und  zwei  verschiedene  einander  con- 
jugirte,  wenn  (fk)  ein  Punkt  ausserhalb  der  grossen  Axe 
und  innerhalb  des  Eilipseuumfauges  ist; 

3)  zwei  Paare  von  gleichen  Wurzeln,  wenn  fk  ein  Punkt  der 
grossen  Axe  ausserhalb  der  Brennpunkte  ist; 

4)  vier  einander  gleiche  Wurzeln,  wenn  fk  einer  der  beiden 
Brennpunkte  ist 

Ferner  sind  die  Wurzeln  von  ±^0  vorschieden,  ausser  wenn 

f  b^^fi  ^  ]^i  iji  2/a  +  £2a«  =  0 

d.  h. 

a  «  ±  /    und    Ä  —  0    ist 


§  17. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  welche  der  Nullpunkte  §  siu- 
galäre  Stellen  der  Function  L  sind.  Die  linke  Seite  der  biquadra- 
tischen Gleichung  für  §  ist  das  Product  L^  .  L'^.  Man  hat  also 
nach  der  Theorie  der  Gleichungen: 

Wenn  nun  g  ein   Nullpunkt   erster   Ordnung   ist ,   so    wechselt 

Va? — 1%    bei    der   Umkehrung   von    gj    das    Vorzeichen,    während 

V(aj  —  Si)  («  —  §«(«  —  I3)  zu  dem  ursprünglichen  Werte  zurück- 
kehrt; es  muss  aber  auch  diejenige  der  Functionen  Z»,  L'  das  Vor- 
zeichen wechseln,  welcher  Sj  als  Nullpunkt  angehört.  Jeder  Null- 
punkt erster  Ordnung  ist  also  zugleich  ein  singulärer  Punkt. 

Wenn  dagegen  fj  ein  Nullpunkt  zweiter  Ordnung  ist,  so  tritt 
bei  seiner  ümkehrung  ein  Vorzeichen  in 
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V(x-h)(^-^i)  - « - 1 

nicht  ein,  also  werden  L  und  V  entweder  beide  das  Zeichen  weck 
sein    oder  beide  zum   ursprünglichen  Werte  zurückkehren.     Wen 

nun  L  und  L'  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  wenn  k  ^Ois 

so  gehört  Ij  nur  einer  der  beiden  Functionen,  z.  B.  L   als  Nullpun 
an;  alsdann  muss  L'  zu  seinem  ursprünglichen  Werte  zurückkehre 
somit  muss  auch  L  zum  urspünglichen  Werte  zurückkehren,  und  i 
diesem  Falle  ist  i'i  nicht  singulärer  Punkt. 

Wenn  dagegen  ä  «  0  und  also  L '=*  L'  ist,  und  wenn  Si  e 
Nullpunkt  zweiter  Ordnung  der  biquadratischen  Gleichung,  also  e^ 
Nullpunkt  erster  Ordnung  von 

r^^b^^fi^  2fx  +  B^x^ 

ist,  so  ist  es  zugleich  singulärer  Punkt  von  Z»,  und  wenn  Cj  ein  Ni»^  11- 

punkt  vierter  Ordnung   ist,   so  ist  L  eine  eindeutige   Function  ol^  ue 

singulare  Stelleu. 

Somit  sind  folgende  Sätze  bewiesen: 

1)  Wenn  fk  ein  Punkt  ausserhalb  der  grossen  Axe  und  auss 
halb  des  EUipsenumfanges  ist,  so  hat  L  vier  getreu 
singulare  Stellen. 

2)  Wenn  fk  ein  Punkt  ausserhalb  der  grossen  Axe  und  inim  ^:=^r- 
halb  des  EUipsenumfanges  ist,  so  hat  L  zwei  verschied^^  ^^^ 
singulare  Stellen. 


3)  Wenn   fk  ein   Punkt  der  grossen  Axe  und  ausserhalb    <i  ^^ 
Brennpunkte  ist,   so  hat   L  verschiedene  singulare  Stell  ^^^"• 

4)  Wenn  fk  ein  Brennpunkt   ist,  so  hat   L  keine  singulä-X^^" 
Stelleu. 

Uebrigens   sind   die    singulären   Stellen  sämtlich   von    ia   v 
schieden,  ausser  wenn  /"  =  i  «  und  k  =  0  ist. 


§  18. 

Endlich  muss  noch  folgender  Lehrsatz  bewiesen  werden: 

Wenn  zwei  Functionen  L  und  X,,  welche  sich  auf  cJ^^ 
Attractionscentren  fk,  f^k^  beziehen,  alle  singulären  Stella" 
gemeinschaftlich  haben,  so  sind  sie  identisch. 
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1)  X  and  Xj  mögen  zunächst  yier  singulare  Stellen  gemeinschaft- 
lich haben;  dann  müssen  die  biquadratischen  Gleichungen,  welche 
aus  ihnen  abgeleitet  sind,  identisch  übereinstimmen  ,  also  auch  die 
daraas  abgeleiteten  quadratischen,  und  also  auch 

Die  beiden  Punkte  fk  und  f^kj^  könnten  sich  also  höchstens  im 
Vorzeichen  von  k  unterscheiden.  Aber  auch  dieser  Unterschied  ist 
nicht  möglich,  da  sonst  L  und  L^  durchaus  von  einander  verschieden 
wären,  also  die  Nullpunkte  nicht  gemeinschaftlich  haben  könnten. 

2)  L  und  X|  mögen  ferner  ihre  beiden  singulären  Stellen   ge- 
mein haben. 

Unter  dieser  Voraussetzung  liegen  die  Punkte  fk  und  f^k^  ent- 
weder in  der  grossen  Axe  oder  im  Ellipsenumfange. 

Liegen  sie  beide  in  der  grossen  Axe,  so  müssen  nach  der  Glei- 
chung 

,2  2 

f  1  +  §2  =■  ^  ^  •=    ~ifl 

die  Functionen  L  und   X|    übereinstimmen;    liegen    sie   beide   im 
Ellipsenumfange,  so  müssen  nach  den  Gleichungen 

da,  wie  schon  oben  bemerkt,  ein  Unterschied  im  Zeichen  k  unmög- 
lich ist,  die  Functionen  L  und  L^  ebenfalls  übereinstimmen. 

Die  Annahme  endich,  dass  einer  der  Punkte  (fk)  in  der  grossen 
ixe,  der  andre  (fik^)  ausserhalb  derselben  im  Ellipsenumfange  liegen 
ist  nicht  statthaft,  weil  wennX^  und  X,*  in  einem  der  beiden  Blätter 
einen  Nullpunkt  gemeinsam  haben,  der  im  andern  Blatt  entsprechende 
Punkt  ebenfalls  Nullpunkt  von  L'^  ist,  aber  nicht  von  X'j*  verschie- 
den ist,  während  L^  und  X'*  mit  einander  übereinstimmen. 


§  19. 

Mit  Hilfe  dieser  Lehrsätze   lassen    sich   nun    die   Bedingungen 
finden,  unter    denen 
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constant  ist. 

Der  obige  Ausdruck  besteht  aus  so  vielen  Summanden ,  als 
Attractionscentrcn  vorhanden  sind.  Ftlr  jeden  Summanden  denke 
man  sich  die  singulären  Stellen  der  in  ihm  enthaltenen  Function  L 
bestimmt.  Nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  haben  keine  zwei 
Summanden  sämtliche  singulären  Stellen  gemein.  Es  lässt  sich  nun 
zuletzt  zeigen,  dass  Summanden  mit  je  vier  singulären  Stellen  nicht 
vorkommen  können. 

Gesetzt  nämlich,  s  wäre  ein  solcher  Summand  mit  den  singu- 
lären Stellen  g|,  H2,  ^3,  H4,  so  könnte  man  die  Variabele  x  von  xq 
aus  auf  irgend  einem  Wege  zuerst  in  die  Nähe  von  ?i  führen.  Es 
hätten  dann  alle  Summanden  in  S  gewisse  bestimmte  Werte ;  würde 
man  x  um  'lE^  herumführen  (welches  von  +a  verschieden  ist),  so 
würden  in  S  nur  diejenigen  Summanden  «,  «j  .  .  .  ihr  Zeichen  än- 
dern, welche  die  singulare  Stelle  S^  mit  s  gemeinsam  haben.  Es 
muss  also  gleichgültig  sein,  ob  die  Summanden  s,  s^  ,  .  .  mit  posi- 
tivem oder  negativem  Zeichen  genommen  werden;  in  beiden  Fällen 
muss  S  denselben  Wert  annehmen. 

In  der  Umgebung  von  i\  muss  also  «  +  «i  +  .  -  .  verschwin- 
den.   Hieraus  folgt,  dass  diese  Summe  identisch  verschwinden  muss 

Jetzt  denke  man  sich  die  Variabele  x  auf  irgend  einem  Wege 
in  die  Nähe  von  Jj ,  dann  um  i'g  herumgeführt  und  wiederhole  für 
die  Summe  « +  «i  +  .  .  .  den  vorigen  Schluss.  Man  erhält  als 
Resultat,  dass  die  Summe  aller  derjenigen  Functionen  verschwinden 
muss,  welche  die  beiden  singulären  Stellen  ^5,  ^'2  gemeinsam  haben. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  man  zuletzt  die 
Folgerung,  dass  der  eine  Summand  s  mit  den  vier  singulären  Stellen 
?n  §2?  ^3?  ?4  identisch  verschwinden  muss. 

Es  ist  aber  schon  bewiesen  worden,  dass  ein  Summand  einen 
Constanten  Wert  nur  dann  haben  kann,  wenn 

ist,  wenn  also  singulare  Stellen  überhaupt  nicht  vorkommen. 

Hiermit  ist  zunächst  bewiesen,  dass  Summanden  s  mit  vier  sin- 
gulären Stellen  in  S  nicht  vorkommen  dürfen. 
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Anf  die  Summanden  mit  je  zwei  singulären  Stellen  kann  man  nun 
f^en&n  dieselbe  Schiassfolgerang  anwenden.  Jedesmal,  wenn  die 
^ariabele  x  einen  singalären  Punkt  amkreist,  tritt  im  zagehörigen 

-C  ein    Zeichenwechsel  ein,  and  damit  anch  im  zugehörigen  Samman- 

^en    ^,   aach  in  dem  Falle,  dass 

und    also  a  eine  singulare  Stelle  ist,   weil  ja   dann  y  in  dem   Sum- 
mand^n  nicht  mehr  vorkommt. 


3  dürfen  also  aach  Summanden  mit  je  zwei  singulären  Stellen 

niclüt:     "vorkommen.    Es  bleiben  somit  nur  Summanden  ohne  singulare 

Stell exx,  in  denen 

f='±e,    k  ^0 

ist;    solcher  Summanden  giebtves  aber  höchstens  zwei.    Damit  ist  der 
Satz     "fc>  ^wiesen : 

Unter  der  Wirkung  von  Gravitationskräften  ist  eine  ellip- 
tische Bewegung  nur  dann  möglich ,  wenn  ^  dieselben  nach 
den  Brennpunkten  gerichtet  sind. 


§  20. 

er  Schluss,  dass,  wenn  iSconstant  sein  soll,  auch  die  einzelnen 
Sann  mannen  s  constant  sein  müssen,  kann  ohne  jede  Veränderung 
geirio.clit  werden,  auch  wenn  zu  S  noch  JSe(qQ-^L^)  hinzugenommen 
wird.  £g  fQigi;  also,  dass,  wenn  S-^-Seiqg-^L^)  constant  sein  soll, 
'S  Und  Ze(qQ-\-L^)  einzeln  constant  sein  müssen;  und  hieraus  folgt 
^®^    allgemeinere  Satz: 

Unter  der  Wirkung  von  Gravitationskräften    f^j    und 

Elasticitätskräften  (mL)  ist  eine  elliptische  Bewegung  nur 
dann  möglich,  wenn  die  ersteren  nach  den  Brennpunkten 
gerichtet  sind,  und  wenn  die  Centren  der  letzteren  so  ver- 
teilt sind,  dass  ihr  Schwerpunkt  der  Ellipsenmittelpunkt 
ist. 
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Anmerkungren. 

§  1. 

1)  Unter  einer  elementaren  Behandlungsweise  ist  eine  solche 
verstanden,  welche  weder  die  Kenntniss  der  Kegelschnitte  voraussetzt 
noch  auch  Verhältnisse  unendlich  kleiner  Grössen  benutzt 

In  diesem  Sinne  scheint  eine  elementare  Ableitung  des  Gravi- 
tationsgesetzes noch  nicht  gegeben  zu  sein.  Die  meisten  derjenigen 
Autoren,  welche  eine  solche  zu  geben  beabsichtigen,  scheitern  an 
der  elementaren  Berechnung  des  Krümmungsradius,  so  z.B.  Schell- 
bach (Neue  Elemente  der  Mechanik  S.  267),  der  den  Krümmungs- 
radius nach  einem  Verfahren  berechnet,  das  von  dem  der  Differen- 
tialrechnung nur  in  der  Bezeichnungsweise  abweicht;  Rodet,  der 
wegen  des  Krümmungsradius  auf  Salmon  verweist  (Nouv.  Ann.  de 
math.  XII  1883),  und  Helm,  der  zwar  ausdrücklich  erklärt,  den 
Krümmungsradius  vermeiden  zu  wollen,  der  aber  wenigstens  den 
Begriff  desselben  nicht  entbehren  kann.  (Grunert's  Archiv  Bd.  63, 
S.  326.  1879.).  Vermieden  ist  der  Krümmungsradius  in  der  ele- 
ganten Methode  von  Resal,  die  aber  nicht  elementar  ist,  weil  die 
Beschleunigung  durch  einen  unendlich  kleinen  Bogfen  dargestellt  ist, 
und  der  Satz  benutzt  wird,  dass  die  Beschleunigung  in  der  Bahn 
gleich  der  Geschwindigkeit  im  Hodographen  ist.  (Resal,  traite  de 
cin^matique  pure.    1892.     S.  31.) 

Whitworth   endlich    (The    messenger   of  math.   Vol,  S.    160. 
1871)  benutzt  die  Methode  der  orthogonalen  Projectiou  und  legt  seiner 
Betrachtung  die  von  Newton  gegebene  Lösung  des  Problemes  vo 
der  kreisförmigen  Bewegung  um   ein  beliebiges   Attractionscentru 
zu  Grunde;  aber  eine  solche  kreisförmige  Bewegung  selbst  ist  bishe 
elementar  nicht  behandelt  worden. 

Es  ist  auffallend,  dass,  während  die  meisten  elementaren  Leim 
bücher   der   Physik    die  elliptische    Bewegung   um    den  Mittelpun 
nach  der  Methode  der  orthogonalen  Projection  behandeln,   sich 
entsprechende  Behandlungsweise  für  die  Planetenbewegung  in  kein 
derselben  findet. 

Newton.     Principia.    Prop.  VII     Probl.  II. 

Dieselbe  Aufgabe    wird   von    Jullien    gestellt.      (Problömes 
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möcanique  rationnelle  1866.  S.  340.)  Er  giebt  aber  das  Newton- 
sche  Resultat  in  algebraischer  Form.  Dass  dasselbe  auch  von 
Whitwortb  übernommen  wird,  ist  bereits  erwähnt. 

3)  Dieses  Hilftstheorem  ersetzt  folgendes  schwierigere  Hilfs- 
theorem Newton's  (Prep.  VII.    Probl.  II.    Cor.  3) : 

Vis  qua  corpus  P  in  orbe  quocunque  circum  virium  centrum 
8  revolvitur,  est  ad  vim  qua  corpus  idem  P  in  eodem  orbe, 
eodemque  tempore  periodico  circum  aliud  quodvis  yirium 
centrum  R  revolvi  potest,  ut  SPy<,BP^^  contentum  utique 
sub  distantia  corporis  a  primo  virium  centro  S  et  quadrato 
distantiae  eins  a  secundo  virium  centro  Jß,  ad  cubum  rectae 
SG,  quae  a  primo  virium  centro  S  ad  orbis  tangentem  PG 
ducitur  et  corporis  a  secundo  virium  centro  distantiae  RP 
parallela  est. 

4)  Principia.    Prep.  I.    Theor.  I.: 

Areas  quas  corpora  in  gyros  acta  radiis  ad  immobile  cen- 
trum virium  ductis  describunt,  et  in  planis  immobilibus 
consistere  et  esse  temporibus  proportionales. 

5)  Die  erstere  dieser  beiden  Formen  enthält  den  für  die  kreis- 
^Örmige  Bewegung specialirten  Moivre'schen  Satz;  die  zweite  wird 
"^  abgesehen  von  dem  constanten  Factor  —  von  Newton  ange- 
geben. 

Dass  auch  der  allgemeine  Moivre'sche  Satz  selbst: 

Sit  MPO  curva  quaecunque  data,  PG  radius  concavitatis 
.   .   .  erit  vis  centripeta  ubique  proportionalis  quantitati 

SP 
POTST*    (8  Fig.  9.) 

^^  derselben  Weise  für  jede  beliebige  Curve  abgeleitet  werden  kann, 
^enu  man  unter  dem  im  Texte  angenommenen   Kreise  den  Krüm- 
^tingskreis  einer  beliebigen  Gurve  versteht,   —   ist  selbstverständ- 
lich.   Mo i vre  selbst  beweist  einen    Satz  (Moivre  Miscellanea  ana- 
^ytica.    Lib.  VIII,  1790)  nach  zwei  Methoden.    Die  letztere  war  ihm 
^on  Job.  Bernoulli  brieflich  (1706)  mitgeteilt  worden.    In  derselben 
Wsst  es:  .   .   .  notum  est  radium  concavitatis  PG  esse  ad  PQ  ut 
^Q  ad  QL.    Man   wird  nicht  übersehen ,    dass    an   Stelle   von    PG 
stehen  müsste  ^PG. 

Ein  anderer  —  freilich  sehr  umständlicher  ~  Beweis  des  Moi- 
Tr ersehen  Satzes  findet  sich  bei  Schell  (Theorie  der  Bewegung 
nnd  der  Kräfte,  1879,  Bd.  I,  S.  S.  375).  üebrigens  kann  den  ver- 
schiedenen (z.  B.  bei   Schell  1.  c.  zusammengestellten   Ausdrücken 
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derjenigen  Ceutralkraft,  unter  deren  Wirkung  ein  frei  beweglicher 
Punkt  eine  gegebene  Curve  durchläuft,  noch  folgender  einfache  Aus- 
druck hinzugefügt  werden: 


^  «»       dn* 

y 
in  welchem  n  »  -  gesetzt  ist.    Man  findet  denselben,  wenn  man  aus 

den  Bewegungsgleichungen 

mit  Hilfe  der  Gleichung 

ydx   ^  xdy  ■«  cdt 

die  Zeit  eliminirt.    Es  wird  nämlich 

cd  I  -T-^^ — 7- 1  «  xP^- — ^^^^^^ — -     oder 


\__dx__\ 
\_ydx  —  xdy\ 


Vdn\ 


x^Pdn 


c« 


also 


d^ 


© 


—  c 

x^  dn^ 

6)  Newton.    Princ  Prop.  XI,  Probl.  VI 

7)  Whitworth,  welcher  (1.  c.)  ebenfalls  die  orthogonale  Projectioi 
anwendet,   bestimmt   nicht   die   Lage   der  Projectionsebene;   dtihG>^mo 
braucht  er  den  Satz 

AAi  .  Fl\  =  BB^    (s.  Fig.  10). 

8)  Führt  man  die  im  Text  angegebene  Projection  aus,  so  erh.^^^^ 
man  eine  bei  F^  rechtwinklige  Ecke   (s.   Fig.  11)   (F—BFiP)  «."■c^-d 

also  ist  (a  =  FBPi ) 

sin  FFPi 

s\n{FFB) 

und  da  nach  Voraussetzung 

.       _  e  _  sin  (MPF) 
sm  «  -  ^  —  g.^  ^^^^^ 

ist,  so  folgt 

sin  PFPj  =  sin  MPF 

und  also  A  ^^^i  25^  A  P^G ;  folglich 

FG  =  FFj     und     FG  -  PP,     (q.  e.  d.) 
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§2. 

1)  Principia.    Prop.  XVII.    Probl.  IX. 

Newton  nimmt  eine  Bahn  als  gegeben  an,  und  aus  dieser  lehrt 
er,    bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  die  gesuchte  linden. 

3üoivre's  Gonstruetion  (Mise.  Lib.  YIII)  ergiebt  sich  leicht  aus 
dea  im  Texte  gegebenen  Gleichungen.  Er  nimmt  diejenige  Ge- 
sell i^indigkeit  {vq)  als  gegeben  an,  bei  welcher  der  Körper  einen 
Krois  beschreiben  würde,  und  da 

IBt^     SO  folgt 


Wenn  diese  Gleichung  auf  die  Anfangsstellung  bezogen  wird,  so  ist 
r,  die  einzige  Unbekannte. 

Besal's  Construction  (M^canique  g6n^rale  I,  S.  67.  1873)  ent- 

liält  zwar   in   ihrer  Begründung  alle   die  Resultate,   welche  die  im 

Texte  gegebene  Construction  ermöglichen,  aber  dieselben  sind  nicht 

elementar  abgeleitet,   und  die  aus  ihnen  geschlossene  Gonstruetion 

ist  wenig  elegant. 

Scbellbach's  Construction  (Grelle  Bd.  80,  S.  194,  1875)  ist 
ausserordentlich  einfach  und  elegant.  Die  Begründung  derselben  ist 
aber  nicht  elementar.    Ausserdem  hat  die  von   ihm  benutzte  Hilfs- 


^1  9  ^  ~in 

keine  physikalische  Bedeutung. 

Schell  (1.  c.  S.  376)  zerlegt  die  nach  dem  Brennpunkt  (F)  ge- 
achtete Beschleunigung  -^   in    zwei    Componenten.     Die    normale 

Komponente:  (s.  Fig.  12)   -^co8/5  ist  gegeben,  und  da  sie   auch 

«nrch  ^  ausgedrückt   wird ,   so   kennt  man   auch    MqC  ■=  p;    und 

anreh    zweimalige   Projection    findet   man   denjenigen  Punkt   Q  auf 
0^»  Welcher  zugleich  der  grossen  Axe  FQ  angehört 

^)  Elementar  lässt  sich  diese  Formel  folgendermassen  beweisen ; 
^ig.  11.) 

•^Ilr  die  Beschleunigung  (o)    in  der  kreisförmigen  Bewegung  hat 
^ie  Proportion: 

*-    ^.  Math.  u.  Phji.    3.  Reihe,  T.  XV.  20 
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1)     q>:PF'^'';^iFG.     (J  1.) 

Bezeichnet  man  die  Projection  von  v  mit  vj,  so  ist 

2)    v.v^^PD:  P^D 

Da  uan,  wie  oben  bewiesen 

PP^  =  PG  (=  LF) 
ist,  so  folgt 

PPi  :  PD  ^  ML  i  MP    und 

{S^PPiDc^  {S^  MLQ,    also 
3)    PD  :  P^D  ^  a  :  LQ 
also  ergiebt  die  Gleichang  2): 

4)     v^:vj^=:a^:FG  .  F^Gi' 
und  da  das  Verhältniss  <3P  :  PF  bei  der  Projection  seinen  Wert  nie 

ändert,  so  kann  es  durch  -^  ersetzt  werden ,   wenn  unter  r  der 

dius-Vector    FP^^   verstanden  wird.    Endlich  ist  zu  bemerken,   da^- 

PG==  r(«  FPi)     und     JF\G^i  «  r^  (—  FiP^) 

gesetzt  werden   muss.    Somit  ergiebt  die   Gleichung  1)  durch  SuB' 
stitntion  aus  4): 

h  =  -\-    oder 

^t  ^^     (g.  e.  d) 
ar 

3)  Die  Wichtigkeit  dieser  Hilfsgrösse  (Je)  scheint  Schellba-oli 
nach  der  Veröffentlichung  seiner  Arbeit  erkannt  zu  haben      Wenig- 
stens findet  sie  sich  in  dem  Eeferat  über  seine  Arbeit  (Fortschri^^ 
der  Math.   Bd.  7,  S.   566),    und  nach  den  dort  ohne  Beweis  ange- 
gebenen Formeln  ergiebt  sich  die  im  Text  angegebene  Construction 
unmittelbar. 

§3. 

1)  Diese  fttr  den  Kreis  geltende  Gleichung  kann  nach  derselben 
Methode  bewiesen  werden,  wie  sie  Glaisher  auf  die  entsprechende 
für  die  Ellipse  geltende  Gleichung  anwendet.  Monthly  Notices  of 
the  royal  astron.  Soc  1878.    Bd.  39,  S.  79.) 

2)  Diese  Gleichung  lässt  sich  am  leichtesten  trigonometrisch 
beweisen:  (s.  Fig.  3.) 

PE  -«  9  =  a(cos j5  +  cos if)  =  2a  ces  iiß-^-tp)  cos  l  (ß  —  <p) 

PG^  —  Pj  =  a  (1  +  cos  /?  —  cp)  =  2ö  cos*^  (ß  —  g>) 

PG^  <;>2  —  «  (1  +  cos  /?  —  9))  =  2a  C08*i  (ß  +  q>) 
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yp^Pt  —  2a  cos  ^-ö— cos  -- 2     —  Q    (q.  ©•  d.) 

Ffillt  man  noch  vom  Attractionscentram  (F)  aaf  die  Tangente 
in  P  die  Senkrechte  FC  (oder  >)  und  von  M  die  Senkrechte  MÄ^ 
aaf  lY^j  so  erhält  man 

»  —  a  + JPJIf  cos  g>    oder  da    FM^ 5    ist, 

'  ^  cos  p 

*  =  ::::n9(^8  /?  +  cos  ©)  —  rr^,    also    cos  /5  d.  h.  -  —  - 
cos  p       '^  *        ^       cos  p'  '^  a       » 

Dies  ist  die  erste  Gleichung  des  Textes. 

3)  Proceedings   of  the  royal    Irish  Academy,   vol.  III,   p.  308 
IIov.  1847. 

Sir  'William  R.  Hamilton  stated  the  following  theorems  of 
central  forces,  which  he  had  proved  by  bis  calculus  of  quaternions, 
hüt  whicli,  as  he  remarked,  might  be  also  deduced  from  principles 
inore  elementary : 

If  a  body  be  attracted  to  a  fixed  point,  with  a  force  which 
varies  directly  as  the  distances  from  that  point,  and  in- 
versely  as  the  cube  of  the  distance  from  a  fixed  plane, 
the  body  will  describe  a  conic  section,  of  which  the  plane 
intersects  the  fixed  plane  in  a  straight  line ,  which  is  the 
polar  of  the  fixed  point  with  respect  to  the  conic  section. 

Im  Text  ist  die  Umkehrung  dieses  Satzes  bewiesen,  jedoch  unter 
der  Voranssetzung ,  dass  die  Bahn  auf  eine  Ebene  beschränkt  sei. 
Dieselbe  specielle  UmkehruDg  ist  geometrisch  aber  nicht  einfach  und 
nicht  elementar  von  Casey  bewiesen  (Quarterly  Journal  of  math. 
1862  p.  233)  und  von  Glaisher  (1.  c.)  mit  Anwendung  des  schon 
in  §  1  nnter  3)  citirten  Satzes  von  Newton  (Prep.  VII.  Probl.  II). 

Die  von  Hamilton  angedeuteten  „principles  more  elementary'^ 
iden  sich  für  den  directen  und  allgemeinen  Satz  selbst  in  §  4  an- 
heben. 

4)  Comptes  Rendus.    Bd.  84.    S.  760. 

Darbaux  legt  der  Berechnung  derjenigen  Gentralkraft,  unter 
i  Wirkung  ein  frei  beweglicher  Punkt  einen  Kegelschnitt  durch- 
die  Formel  von  Binet 

1 


ide.    Dasjenige  seiner  zwei  Resulate,   auf  welches  im  Texte 
enommen  wird,  spricht  er  in  folgender  Weise  aus: 

20* 
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Nous  aaroDS  poar  Texpression  de  la  force 

^^    ^  ^  r2(acos2(ö+'/?8in2Q)  +  Ä)^ls 
et  pour  6quation  de  la  trajectoire: 
1 

r 


a  COS  ©  +  Ä  sin  w  H-^  Vacos  2©  +  |S  sin  2©  +  ä 


Cette  formale,  contenaut  trois  constantes  arbitraires  a,  ä,  ^,  ne 
figurant  pas  dans  Texpression  de  la  force,  est  donc  r^quation  la 
plus  generale  de  la  trajectoire,  quand  la  force  est  repr^sentee  par 
r^quation  51). 

Dass  das  im  Text  angegebene  Kraftgesetz  auch  durch  D  arboux 
Gleichung  5)  ausgedrückt  wird,  erkennt  man  am  leichtesten  aus  den 
weiteren  Entwicklungen,  in  denen  es  heisst)  S.  938): 

Enfin  si  Ton  exprime  les  deux  lois  trouvees  en  introduisant  les 
coordonn6es  rectilignes  au  lieu  des  coordonn^es  polaires,  on  obtient 
les  deux  formules: 

g\    2^*8= ^— - 

Eine  elementare  Ableitung  des  Satzes  von  Darboax  scheint 
nirgends  versucht  worden  zu  sein.  Daher  kommt  es  auch,  dass  die 
einfache  Formel  für  die  Umlaufs^eit  sich  nirgends  findet. 

§4. 

1)  Comptes  Rendus.    Bd.  84.    S.  762. 
L'^quation: 

-  «=  a  cosif; +  isin©+ yi4cos2©4" -^  s^^^2^^  +  ^ 

contenaut  trois  constantes  A^  J3,  H  ne  figurant  pas  dans  Texpression 
de  la  force 


( a  COS  ©  —  i  Sin  a>  j 


r2 


repr^sente  la  trajectoire  la  plus  g^n^rale  qu'un  point  raat6riel  paisse 
d^crire  sous  l'action  de  cette  force. 

2^  Bat^aglini    (Giornale  di   matematiche;   vol.  XVII.      1879. 
S.  49 j  leitet  aus  der  Gleichung  des  Kegelschnitts: 
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fi^x^+v^y^  «  (ax+ßy+y)^  (=  P^) 

die  Kraft 

Kr 

ferner  die  Geschwindigkeitscomponenten  '^tj  ab;  er  drückt  dann  die 
Constanten  des  Kegelschnitts  (av  durch  die  gegebenen  Anfangsbedin- 
gungen aus  und  findet  als  Kriterium  ftlr  die  Art  des  Kegelschnitts: 


Eine  Deutung  dieses  Resultates  wird  von  ihm  nicht  versucht 

§5. 

Das  in  diesem  §  angegebene  Integrationszeichen  lässt  sich  auf 
N^ewton's  Centralbewegung  übertragen  und  giebt  alsdann  eine 
Methode,  welche  schneller  als  die  sonst  übliche  zum  Ziele  führt. 

Die  Sätze  von  Hamilton  und  von  Darboux  durch  directe 
Integrationen  nachzuweisen,  und  die  Art  des  Kegelschnitts  zu  bestim- 
nien,  welcher  unter  den  von  Darboux  angegebenen  Bedingungen 
durchlaufen  wird,  —  scheint  nirgends  versucht  zu  sein. 

§  6. 

1)  Comptes  Rendus.    1877.    Bd.  84.    S.  671. 

2)  Comptes  Rendus.    1877.    Bd.  84.    S.  939. 

3)  1.  c  :  La  Solution  du  probl^me  rentre  d^s  lors  dans  la  th6orie 
^l^ssique. 

4)  Freilich  setzt  der  im  Text  gegebene  Beweis  voraus,  dass  die 
•^ttraction  eine  Function  der  Entfernung  sei.  Man  braucht  aber 
^^i'  zu  berücksichtigen,  dass,  wie  im  Texte  angegeben  ist,  unter  den 
^-Uipsen  sich  auch  alle  die  Kreise  befinden  müssen,  deren  Mittel- 
P^nkt  mit  dem  Attractionscentrum  zusammenfällt;  und  man  weiss, 
dasa  in  solchen  Kreisbahnen  die  Centralkraft  constant  ist.  Folglich 
^®^t  dieselbe  nicht  sowol  eine  Function  von  den  Coordinaten,  als 
^ölmehr  blos  von  der  Entfernung  (r).  Somit  ist  auch  unter  der 
^Wgemeinen  Voraussetzung,  die  Bertrand  aufstellt,  das  Gesetz  von 
"^^^ton  ohne  jede  Rechnung  nachgewiesen. 

6)  Comptes  Rendus.    Bd.  84,  S.  760  und  936. 

€)  Comptes  Reodus.    Bd.  84,  S.  939. 


310         Kindel:    Von  der  elliptischen  Bewegung  eines  freibewegUehen 

7)  M^moircs  de  la  Soci6t6  des  sciences  phys.  et  nat.  ä  Bordeai 
IV  (2).    S.  31-40. 

8)  Monthly  Notices  of  the  royal  Astr.  Society.     Bd.  39.    187^ 
S.  79. 

§  7. 

1)  Grüne rt's  Archiv.    Bd.  66.    S.  107.    („Eine  weitere  F»» 
derung  ist,  dass  v  eindeutige  Function  von  r  sei.)    Man  wird  nie- 
übersehen,  dass  der  Formel  für  das  Potential  (v)  als  Nebenbedingn 
für  ihre  Giltigkeit  irrtümlicher  Weise  hinzugefügt  ist  (in  Formel 

-ä<''<ä 

Dieser  Zusatz  sagt  gerade  das  Gegenteil  aus  von  dem,  was 
gesagt  werden  sollte.    Es  hätte  heissen  müssen: 

t\2 


'•  >  id 


Uebrigens  ist  das  Resultat  nachher  (S.  329)  richtig  gedeutet. 

2)  Legendr e.    Trait6  des  fontions   elliptiques.    1825.    Bd.        X 
p.  349: 

D'un  point  quelconque  pris  dans  l'intdrieur  de  la  d^velopp^^ 
de  Tellipse  il  est  toujours  possible  de  mener  quatre  normales  k  1^ 
circonference  de  Tellipse;  de  tout  point  pris  hors  de  l'aire  de  cet'fc« 
courbe  on  n'en  pourra  mener  que  deux  et  d'un  point  pris  sur  1* 
contour  de  cette  courbe,  on  pourra  toujours  faire  passer  trois  nox*- 
males. 

§  10. 

1)  Diese  Voraussetzung  lässt  Hoppe  (1.  c.)  nicht  zu.  Bei  dö« 
grossen  Planeten  z.  B.  sind  die  Intervalle,  in  denen  dieEntfernunf?^^ 
von  der  Sonne  variiren,  von  einander  getrennt  und  (S.  329) 

obgleich  das  Anziehnngsgesetz  wegen  Ungleichheit  d^' 
Constanten  in  Bezug  auf  beide  verschieden  formulirt  ist:, 
so  lässt  sich  die  eine  Function  ohne  Widerspruch  als  For*^" 
Setzung  der  andern  ansehen 

Dieser  Satz  ist  nur  dann  richtig,  wenn  von  zwei  Function©"' 
die  in  getrennten  Intervallen  irgend  wie  definirt  sind,  stets  die  ei«^^ 
als  Fortsetzung  der  andern  angesehen  werden  darf,  wenn  also  d^^ 
Begriff  der  analytischen  Function  in  physikalischen  Untersuchung^^ 
nicht  zugelassen  wird. 
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Greifen  hingegen,  wie  vielfach  hei  den  kleinen  Planeten, 
die  Intervalle  für  r  ttber  einander,  so  bildet  die  Identität 
der  Ansdrttcke  in  den  sich  deckenden  Intervallteilen  eine 
nene  Bedingung,  an  deren  Erfüllung,  so  lange  irrationale 
Wurzeln  darin  vorkommen,  gewiss  nicht  gedacht  werden 
kann. 

Durch  diesen  Satz  scheint  eine  Schwierigkeit  mehr  verschleiert 
als     beseitigt  zu  werden. 

Für  die  im  Texte  gemachte  Voraussetzung  kann  man  sich  auf 
ST©  vrton's  Autorität  berufen,  der  das  aus  einer  oder  mehreren 
^Ulptisehen  Bewegungen  abgeleitete  Gesetz  auch  für  diejenigen  Ent- 
Teirxkungen  gelten  lässt,  die  sich  der  Beobachtung  entziehen. 

§  11. 

1)  Giornale  di  matematiche.    Bd.  XVIIL    S,  272. 

Dainelli  stellt  die  Aufgabe: 

Conoscendo  la  trajetoria  di  un  punto  mobile,  irovare  le  comjxh 
nenti  \della  forza.  che  la  sollecita  espresse  in  fumione  delle  coor- 
dinate  del  mobile. 

Diese  Aufgabe  ist  unbestimmt,  da  noch  die  Geschwindigkeit  be- 
liebig angenommen  werden  darf.  Daher  geht  in  die  Lösung  der- 
selben eine  willkürliche  Function  ein. 

2)  Sturm.    Cours  de  mecanique.    Legen  20  (256). 

3)  Comptes   Rendus.    Bd.  88,    S.   909  —  911,    oder   Atti   di 
o  r in 0.  Bd.  XIV,  1879.    S.  750. 

Siacci  stellt  folgenden  Satz  auf: 

Quando  un  punto  percorro  una  linea  piana,  se  si  decompono 
la  forza  in  due,  Tuna  passante  per  un  punto  fisso  qua- 
lunque,  l'altra  secondo  la  tangente  della  curva  etc. 

Die  tangentiale  Richtung  für  die  eine  Componente   wird  auch 
Battaglini    beibehalten   (Giorn.   d.   mat.    1879,   Bd.  XVII), 
2her  die   von   Siacci   gestellte  Aufgabe   für    einen  Kegelschnitt 
dessen  Gleichung 

fi*«*  +  v*y^  =  (ctx  +  jJy  +  y)*  ist. 

Siacci,   Battaglini   und  Dainelli   scheinen  sich  die  Rech- 
en dadurch  zu  erschweren,   dass  sie  nicht  die  Geschwindigkeit 
olbst  als  willkürliche  Function  annehmen.    Freilich  muss  man 
'  als  eine  solche  Function  der  Coordinaten  denken ,  die ,  wenn 
die  Coordinaten   zu  ihren  Anfangswerten  zurückkehren,  nicht 
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notwendig  selbst  ihren  ursprünglichen  Wert  wieder  erreicht,  da  jsk. 
sonst  die  Bewegung  in  einer  geschlossenen  Gurve  periodisch  sein 
müsste. 

Siacci  setzt 

xdy  —  ydx  «=   T4t 

Hier   ist   T  die  willkttrliche  Function.     Die  Componenten   der    Be  — 
schleunigung  findet  er: 

r     T^  ^      „         T    dT  (  T\ 

wo  Fl  die  nach  dem  festen  Punkte  O  gerichtete,  f^  die  tangential 
Componente  bedeutet. 

Dieses  bei  Battaglini  und  Dainelli  wiederkehrende  Result 
kann  man  fast  ohne  Rechnung  folgendermassen  ableiten: 

Nach  dem  in  §  1.  gegebenen  Hilfssatze  wird  F,  durch  eine  Ge- 
rade  dargestellt,  deren  Endpunkt  mit  dem  von  —  auf  einer  zur  Tan- 
gente parallelen  Geraden  liegt,  also  ist 

F,  :-  =  r:A     d   h      F,--p 

Durch   diese  Componente  F^  allein   würde  v  so  geändert!   (um 

oav)  dass 

vdD  +  Dd^v  =  0 

wäre.     Wenn  sich  nun  die  Geschwindigkeit  um  do  ändert,  so  muss 
der  Ueberschuss 

4jt;  ^  dv    -    d^V  =:  rtl?  -| ß^ 

durch  eine  tangentiale  Kraft   hervorgebracht  werden,  deren  Grösse 
(wie  in  der  Hu yghen 'sehen  Formel): 

d^v        ci    d{vD) 

^^'^'''ds  ^D  ~dr 

sein  muss. 

Battaglini  setzt  für  den  von  ihm  behandelten  Kegelschnitt- 
P  =  aa;  +  jSg^  +  y,     ^x  =  Pcos^,     vy  =  Psin^ 

und  sieht  ^  als  willkürliche  Function  der  Zeit  an.  Durch  zwei- 
maliges Differentiiren  der  Coordinaten  nach  der  Zeit  findet  er  die 
Componenten  Z,  F,  jede  als  eine  Summe  zweier  Kräfte  ausgedrückt. 
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£s  erscheint  also  wie  ein  Zafall,  dass  sich  die  Summanden  so  er- 
geben haben,  dass  zwei  sich  zu  einer  Kraft  zusammensetzen, welche 
nach  dem  Goordinatenanfangspunkte  gerichtet  ist,  während  die  zwei 
anderen  eine  tangentiale  Kraft  ergeben. 

Dainelli  definirt  die  willkürliche  Function  /  durch  die  Glei- 
chungen: 

dt^  ^^  dy^'    dt   ^  '^^  dx' 

in  denen  ^ajy  ««  0  die  Gleichung  der  Curve  ist. 

Dass  diese  Wahl  nicht  eine  glückliche  war,  scheint  sich  im 
Verlaufe  der  Rechnungen  an  der  Stelle  zu  zeigen,  wo  es  heisst 
(Bd.  XIX,  S.  171 ) 

„Prendiano  ora  la  fuuziono  arbitraria  /  della  forma  seguente : 

T 

dg>        dq) 

dove  T  indica  una  funzione  pure  arbitraria  delle  coordinate  xy.^' 
Da  nämlich 

ist,  so  ergiebt  sich: 

kT 

und  diese  Function  T  ist  dieselbe  wie  bei  Siacci  und  freilich  nicht 
wesentlich  complicirter  als  die  Geschwindigkeit  selbst.  Aber  der 
lange  Umweg  wäre  vermieden,  wenn  die  Geschwindigkeit  selbst  von 
vornherein  als  die  willkürliche  Function  genommen  wäre. 

4)  Alle  diese  Aufgaben  sind  ausführlich  von  Dainelli  (1  c.) 
behandelt  worden.  Es  tritt  aber  bei  seiner  Behandlungsweise  nicht 
hervor,   dass  dieselben  sämtlich  darauf  hinauslaufen,   die  normale 

Kraft  —    in   gewisse   zwei   Compononten     zu    zerlegen.     Die   von 

Huyghens  gegebenen  Componenten  findet  er  nach  ziemlich  um- 
ständlichen Rechnungen  (BdJ  XIX,  S.  179).  Nach  der  im  Texte 
gegebenen  Methode  lassen  sich  die  Aufgaben  von  Dainelli  sehr 
leicht  behandeln. 
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5)  Diese  Aufgabe  findet  sich  bei  Schell  (1.  c.  S.  324>.  Aber 
das  daselbst  angegebene  Resultat : 

ist  im  Sinne  des  Textes  keine  Lösang  der  Aufgabe,  da  die  Zeit  noch 
nicht  eliminirt  ist.  Uebrigens  erhält  man  ans  dem  Resultate  des 
Textes  die  von  Schell  gegebenen  Gleichungen,  wenn  man 

ds  r^dd"  rdr 

"""^  dV       ^'^'ds^       ^  =  dD 
setzt 

6)  Schell.    1.  c.  S.  375. 

§  13. 

1)  The  messenger  of  mathematics.    X.    S.  3. 

2)  Der  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  bei  Schell     S.  375. 

3)  Diese  Gleichungen  bilden  auch  bei  Curtis  den  Ausgangs- 
punkt. Im  übrigen  hat  seine  Methode  mit  der  des  Textes  nichts 
gemein.  Als  Bedingung  dafür,  dass  unter  Wirkung  der  Kräfte  F 
die  gegebene  Bahn  möglich  sei,  findet  er: 


SeOd 


(D- 


§§  14—20 

Die  in  diesen  §§  behandelte  Frage  scheint   nirgends  aufgestellt 
worden  zu  sein. 
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XVII. 

Miscellen, 
1. 

Lineare  Relationen  zwisehen  Mengen  relatirer  Primzahlen. 

1. 

Aus  der  einfachen  Beziehung  zwischen  den  Mengen  relativer 
Primzahlen  9>(0 

oder 

-  JS(p(t)  «  1  (1) 

n 

WO  sich  die  Sammirung  auf  alle  Teiler  <  —  ^  n     von    n    bezieht, 

lassen    sich   sehr  allgemeine   Relationen   ableiten,   in   welchen    die 
Stellenvariable  die  natürliche  Zahlenreihe  durchläuft 

Zufolge  (1)  besteht  nämlich  die  Identität 

-4j  "T"  -^1  i  "^3  •     •     .  "T"  -^1 


^m 


<P(1).     ,    v(l)+9.(2)  (p(l)+9>(3) 

=   —j      ■"!  T  2  -^8  "1 g  -«8  •     •     • 

.  ^  y(0  .  .   2-  qp(0  , 

•       •       •    ~t"  ■"»*    •       •       •    ~1~  illW 

'        n  '        f» 

woraus  nach  Ordnung  nach  den  9  der  aufeinander  folgenden  Zahlen 
die  allgemeine  Relation 


jA^  -j-  A^  "P  "^8  •     •     •     I     ^»* 
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+  (f  +  t...)^(3) 


(An         A2n  \      ,     ^ 


hervorgeht. 

Das  Bildungsgesetz  der  als  Factor  irgend  eines  qp(n)  auftretenden 
endlichen  Beihe  ist  ein  leicht  erkennbares:  es  erscheinen  als  Glieder 

nur  solche  A,  deren  Zeiger  Vielfache  von  n  und  ^  m  sind. 

Werden  den  A  bestimmte  Werte  erteilt,  so  gehen  speciello  Relatio- 
nen hervor,  von  welchen  einige  die  Eigenschaft  der  Summirbarkeit 
der  Coefficienten  von  <p  besitzen. 

Es  zeigt  sich  unter  anderem,  dass  manche  bekannte  Beziehung 
zwischen  den  q>  aus  der  gemeinsamen  Quelle,  der  Formel  Nr.  2.  her- 
stammt 

2. 

An   =    1. 

"•^i  +  ^  +  s-  •  • 


•  • 


+  (•+-1+1  ■•  +  p)'^' 


+  ?i^J  (H) 


wo 


-    die  grösste  in  -  enthaltene  ganze  Zahl  vorstellt. 

n  n 


Misceüen. 
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3. 

An  =  n. 


m* 


m 


mrp{l)  + 


m 
2 


9(2)  + 


m 
3 


<p(3)  ... 


.    .    .  +  (p(k)  -|-  g>(fc  4-  1]  .     .  .  +  g>(m) 


7  ^  ^ 


(4) 


Wird  f»  der  Reihe  nach  =-  1,  2,  3,  .    .   .  ,  r  genommen,  so  ent- 
ste  lüt  ein  System  von  r  Gleichungen,  aus  welchen  sich 


9>C«) 


1,    0,    0,    .    .    .  0,    0, 


2,    1,    0,    .   .   ,0,    0, 


3, 


3 


JL,  •  .  •       «7,  KJm 


n, 


n 


•   •  1,  0, 


Q 


9 


r 
i3 


n  +  1 


■m 


(5) 


®^Siöht,  womit  die  zahlentheoretische  Function  „g>"  durch  die  zahlen- 


toeoiretische  Functionen 


ausgedrückt  erscheint ;  p  =  g  durchlaufen 


^i  alle  Werte  von  1  bis  r. 


4. 

i4n  ==•  w»*     r  >  1  ganzl.  Zahl 

iJf  +  2'*  +  3'-  .    .    .  4-  rwr 

«  (l«-i  +  2'-i  .  •    .  +  m'-i)(p(l) 

+  (2r-l  +  4r-l.     .     .)y(3) 

-|_  (3r+4  ^  e»--!   .     .     .)(p(3)    +.     .     . 

US  nach  Summirung  der  Potenzen  mittelst  der  Bornoulli'schen 

C5ti0D  B 
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AlüeiUtn. 


r+1 


Br+l{m  +  l)-Br(m-\-l)  -=  2"-^  Br  (|j|  +l)  9>(2) 
+  Z^-^Br  (|J|  +l)v(3)+4-lÄr(|j|+l)  <)P(4)  .     . 

hervorgeht. 


(6) 


5. 


'■ = (.-.)• 


2»»+i 


2m+l  .- 1 


+  H=i  0)  "^^""^ 

Beiderseits  mit  m  +  1  multiplicirt  und  m  —  1  für  i»  geschrieben, 
ergiebt 

l  +  („-l)2".-(g)  +  (7)..   .)^(2) 


+ O  ^("»  - 


1) 


(7) 


Werden  die  Coefficionten  der  g>  mittels  der  Formel 

r)  +  (2r;  +  (3r)-    "    '   =  -  £^  CO»«  -  COS  -  +  --1 

summirt,  wodurch  sie  des  zahlentheoretiscchen  Charakters  entkleidet 
werden,  so  findet  sich 


(2"-i-)9(2)  + 


+ 


r:m    2 


7t?^ 


Ttvm   .    2»" 


-    2;     COS"»  -r  COS  — i — 
_4    »=i  4  4 


()p(3) 


.    2»»         1 


g)(4) 


+    —  2?     cos«  —  cos  — -  +  —  — 1  hp(r) 


Fd 

nli 

kill 


(8) 


t 


nor 
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["2"»  "•-l             Ttv         Trmt;    .    2**        1      , 
+    —    E  COS*"   —  COS h 1    (pim)  (8) 

-  l+(w  -1)2»».    .    . 

Nimmt  man  diese  Relation  für  m  »  2,  3,  .  .  .  ,  r  in  Ansprach, 
so  erhält  man  r  —\  Gleichungen ,  worans  sich  fp{r)  in  Form  einer 
aus  stetigen  Fanetionen  gebildeten  Determinante  ergiebt. 


6. 

An  =  -yi  w  —  00,  r  ganze  Zahl. 

woraus  die  bekannte  Beziehang 

hervorgeht 

7. 

il»  — «»,    m  =  QOQO,      I  a  I  <  1, 
2  1  1 

flT^  —  log  Y3^  9(1)  +  log  f-Z^  9>(2)  .   .   .  , 

hl<i 

oder 


S     (l-«f)y(«)  =  «     ^     ''^     |«|<1, .   .   .  (11 


8 
il«  —  n»*«»,    wi  — .  00,      I  «  I  <  1,    r  >  1  positiv  und  ganz. 

==  iV-.iW  i)p(l)  +  2''~i Pr-i  («»)  g>(2)  +  S'^-i  P.-i  («»)  y(3)  +  .    . 
oder 


Pr(x)=      £     vr-l  Pr^i  (p(v)  .    .     .  (12) 

U ;  <  1. 

Die  Reihen   PrC«)*)    können  snmmirt  werden,   wenn  man   sich 
dieselben  als  Nullwerte  des  rten  Differentialquotienten  vor 

denkt.    Für 

findet  sich  mit  Benutzung  einer  bekannten  Formel  von  Hoppe  ein 
Ausdruck,  der  auf  gleichen  Nenner  gebracht  die  Form 

annimmt.    Schreibt  man  diese  Gleichung 

(l»i8  +  2*'22  +  3'-«8.    .    .  )  (1  —  «)''+^  =  ci»  +  cg;?«  .    .    .+  cr»*' 

differentiirt   X;-mal  bezüglich   z,  und  setzt  z  »  0,   so  findet  sich  füa 
den  beliebigen  Coefficienten  Ck  der  Ausdruck 

«'-(t>-Ct')"'+(1>-^-- 

•    •    •+('-^)'"'G"^l)^"     A:<r,  .    .    .  (14 

Cur  ==  1 

welcher  die  bemerkenswerte  Eigenschaft  besitzt  für  7c  ^  r    zu  ver- 
schwinden. 

Die  Relation  erhält  jetzt  folgende  Gestalt 

^  ^  CV2*  =      -S      V-^-^,      'S     C*,,._l^^  .    .    .  (15. 


»•  >  1,         I  2  l<    1. 


*)  Allgemeinere  Reihen  dieser  Reihen  wnrden  vom  Verfasser  summirt  i'  -^^  ^° 
der  Abhandlung:    „Die    Nullwerte   höherer   Ableitungen    gewisser    zusammei 
gesetzter  Functionen".     Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  (2).     T.  XI.     p.  60  ff. 
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9. 

i4n  —  ^,    fii  — "  00,      I  «  I  <  1,    k  positive  ganze  Zahl. 

^'^'>  ^  .=xl.. .-»  -  ;u=l.  ?M  «*+^  («^),     I « l<  1, .  .  .        (16) 


10. 
cos  2ir  nx^ 

-j —     fii  «  X ,    k  positive  ganze  Zahl. 


00    cos'2nvx ^      q>(k)       ^       cos2ycAva; 

«=1Ä..'  ^        ""  A=l,2,...  ^*"*'^     a=l,2,...  V*+t 


(17) 


Die  zweite  Samme  rechter  Hand  läset  sich  für  ungerade  k 
aammiren  mittelst  der  Function  |  «  |  ,  welche  einen  echten  Bruch 
(die  Nulle  inbegriffen)  bezeichnet,  der  entweder  zu  o;  addirt  oder 
von  X  snbtrahirt  werden  muss,  um  eine  ganze  Zahl  zu  erhalten 

Es  ist 

^      cos 2n vx  nÄ«i  (27iPp        /i      ,x        «  na\ 

.=i5,...  ~^^  ^  ^""  ^        2(2Xri    '*^  I  aj  I  )  -  52A,  .    .    .         (18) 

wo  B2h  das  Functionszeichen  für  die   BernouUi'sche  Function 
2hter  Ordnung  bedeutet. 

Zufolge  (9)  ist  aber 

2       -. S2h  —  iS2Ä-l 

A=l,2,...    A2* 

daher 

.   .   .      (19) 
wo  A  >  1  sein  muss,  weil  sonst  S2h-i  divergirt. 

Die  linksseitige  Beihe  kann,  wie  es  der  Verfasser  in  dem  Auf- 
satze:  9,üeber  harmonische  Reihen  ungerader  Ordnung"  [Archiv,  (2) 
T.  VIII.  p  320  ff.]  zeigte,  in  eine  Potenzreihe  umgewandelt  werden, 
wenn 

0  ^x  ^i 

ist.     Tritt  an  die  Stelle  von  «  die  Function  [aj]„  welche  die  kle  ins  to 
Zahl    daritellt,  die  entweder  zu  x  addirt  oder  von  x  subtrahirt 

^^h.  ä.  lUth.  TL.  PI178.    8.  Beihe,  T.  XV.  21 
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werden  muss,  ?um  eine  ganze  Zahl   zu   geben,  so  gilt  diese  Trans- 
formation für  jedes  rc;  es  ist  dann 

27C'  OD         (p(l) 

=  ^-^)^2!W-t^^'-   •   •  +  (2Äl4V2^^  M"^" 


(2Ä-4)  1  (27r)2 

(111  1  \  ra;12Ä-2 


11. 


cos  2?r  nx 


Än^ ÖÄ — 1    wungerade,    m  «  oo 
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<»       cos  2n  vx öo       q>(k)^       <»      cos  2ji;  Avx 

,  OK  ^2Ä       —  ,    ^-f-     I^Ä+7      ,7'-         v2/»in 

v=l,3,5,...  ^  A=l,3,6,...  '*'     *     j>=l,3,o,...        V     ' 

Für  die  linksseitige  Reihe  erhält  man  mittelst  der  vom  Ver- 
fasser in  seiner  „Theorie  der  Euler' sehen  Functionen"  (Sitzgs.-Ber. 
d.  königl.  böhmischen  Ges.  d.  Wiss.  1893)  abgeleiteten  Formel  (120) 
die  Summe 

1         /tc  \2* 

(-1 ''-'  .5(-2Ä— 1)  I  (2-;      ^'^*-^  (^  -  ^  W> 


A2A' 


WO  [»]  die  obige  Bedeutung  hat;  somit  gilt 
OD        cos  27C  vx  __  (  -l)A-i    /n\^       ^       <p( 

v=l,3,6,...    "l^2X=r-  -  2(2Ä-Tr!  U)      A=l,3,5,...   ~^' 

.  i!;2Ä-i(l  ~4[Aaj])  .    .    .  (21) 

—  00   <  a;  <  +  00 . 
Für  Ä  =  1  ist  die  iiuksseiti(?e  Reihe  summirbar  und  zwar  ist 

Qg        C0s2;ci/a; 

-2^ =  i  log  cot  Tix 

»=1,3.5,...  V 


n  <       <  1 


folglich  besteht 


i 


wo 
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.\     ^  ^1  -  ^^^J)  -  äloK«:»*  «W  •    •   .  (22) 

0  <  «  <  +  00 

a;  =.  m  +  {«},    »»  positive  ganze  Zahl, 

£fi]t!s   also  für  alle  positiven  a;-Werte,  welche  höchstens  um  \  grösser 
sind    sIs  eine  ganze  Zahl. 

armen,  Decemher  1896.  Franz  Regel. 


lieber  rationale  Blchtangrscosinas. 

Sind 

die  I^ichtungscosinus  einer  Geraden  gegen  3  rechtwinklige  Axen,  so 
lassen  sich  (wie  in  Tl.  LXI.  S.  438  bewiesen)  die  ganzen  Zahlen  a;, 
y^  ^«     -91,  allgemein  in  4  ganzen  Zahlen  a,  2>,  c,  d  wie  folgt  darstellen: 

«  -•--2(ac  +  &rf)-,     y=^2{ad-hc)]     2  =  a^  +  t«  -  c«  —  <^2  (1) 

w.=  a2  +  i2^c2^d2  (2 

und    iJrücken  demnach  alle  Lösungen  der  Gleichung 

a;2  4-y2^;32_^2  (3) 

^^  ganzen  Zahlen  aus.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

^,Kennt  man  die  Zerlegung  einer  ganzen  Zahl  u   in  die  Summe 
^on  4  Quadratzahlen,  so  ist  auch  die  Zerlegung  von  u^  in  die  Summe 


r 


I      ^Oü  3  Quadratzahlen  bekannt." 


Nun  hat  Jacobi  bewiesen,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von 
^  Quadratzahlen  ist.  Folglich  ist  jede  Quadratzahl  die  Summe  von 
^  Quadratzahlen;  die  Zerlegung  selbst  bleibt  noch  Problem. 

I  Dm  indes  für  gegebene  u  alle  Lösungen  zu  erhalten,  ist  es  nicht 


/ 


^^tig  die  geraden  u  zu  berücksichtigen.     Denn  da  x  und  y  gerade 
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sind,  so  ist  es  aach  z,  und  Gl.  (3)  lässt  sich  durch  Division  rednciren 
nnd  zwar  wiederholt,  his  u  ungerade  wird. 

Steht  die  Anzahl  der  Lösungen  für   ein  ungerades  u  in  Frage, 
so  ist  diese  zunächst,  wenn  a,  i,  c,  d  von  —  Vw  bis  yu  variiren, 

<  {2Vu  +  D* 

Da  ein  Vorzeichenwcchsel  von  a,  J,  e  oder  d  nur  einen  Vorzeichen- 
wechsel und  Ycrtauschung  von  x,  y  bewirkt,  so  brauchen  deren  Werte 
nur  von  0  bis  Vt*  gezählt  zu  werden. 

Weitere  Reductionen  ergeben  sich,  wenn  man  die  Combinationen 
der  a,  6,  c,  d  für 

a  ^  h  ^  c  ^  d 

bildet  und  von  deren  Permutationen  alle  äquivalenten  in  a;,  y,  z  aus- 
schliesst.  Aequivalent  zeigen  sich  die  gleichzeitigen  Permutationen 
je  zweier  Pare  von  Elementen,  so  dass  die  24  Permutationen  6  Gruppen 
zu  4  äquivalenten  ergeben.  Die  dann  übrig  bleibenden  6  Lösungen 
aus  jeder  Combination  findet  man  leicht,  indem  mau  ein  beliebiges 
der  4  Elemente  unverändert  lässt  und  nur  die  3  übrigen  permutirt. 
Die  6  Permutationen  fallen  parweise  in  3  zusammen,  wenn  2  Ele- 
mente gleich  sind;  alle  fallen  zusammen,  wenn  3  Elemente  oder  2 
Pare  von  Elementen  gleich  sind.  Andre  Reductionen  der  Anzahl 
sind  speciellen  "^Wertsystemen  eigen.  Ich  lasse  eine  Tabelle  der 
Lösungen  der  Gl.  (3)  folgen,  welche  aus  der  Tariation  der  Elemente 
von  0  bis  4  hervorgehen,  und  gebrauche  dabei  die  Abkürzung: 

(«,  ft  y)«V(«2  +  /**  +  y') 

Tabelle. 

1  =  (0,  0,  1)  27  =  (2,  14,  23) 
3  =  (1,  2,  2)  =  (2,    7,  26) 

5  =  (0,  3,  4)  =  (7,  14,  22) 

7  =  (2,  3,  6)  29  =  (3,  16,  24) 
9  =  (1,  4,  8)  =  (11,  12,  24) 

=  (4,  4,  7)  =  (12,  16,  21) 

11  =  (2,  6,  9)  31  =  (5,  6,  30) 

=  (6,  6,  7)  33  =  (1,  8,  32) 
13  =  (0,  6,  12)  =  (8,  8,  31) 

=  (3,  4,  12)  =  (4,  17,  28) 
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15 

(2,  10,  11) 

33  —  (7,  16,  28) 

17  = 

(0,  8,  15) 

35  —  (1,  18,  30) 

— 

(8,  9,  12) 

=  (15,  18,  26) 

19- 

(1,  6,  18) 

37  =  (3,  8,  36) 

— 

(6,  6,  17) 

=  (3,  24,  28) 

— 

(6,  10,  15) 

=  (8,  24,  27) 

21- 

(4,  5,  20) 

41  =  (9,  24,  32) 

(4,  8,  19) 

=  (23,  24,  24) 

■ — T 

(4,  13,  16) 

43  -  (6,  7,  42) 

— 

(8,  11,  16) 

45  =  (5,  8,  44) 

23  - 

(3.  6,  22) 

-  (8,  19,  40) 

— 

(3,  14,  18) 

49  =  (15,  24,  40) 

' — 

(6,  13,  18) 

67       (7,  8,  56)« 

25  = 

(0,    7,  24) 
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ngen,  die  sich  durch  Division  mit  einem  Factor  von  u  re- 
sind hier  nicht  aufgenommen,  da  sie  durch  Multiplication 
;hungen  leicht  hinzugefügt  werden  können. 

r  den  aufgeführten  Lösungen  tritt  eine  sehr  einfach  fort- 
ie  Reihe  hemerklich  hervor  und  führt  zur  Entdekung  der 


(h^+h  +  1)«  =  ä2  +  (Ä  +  1)»  +  {h{h  +  1)}« 

ch: 

h^  +  h  +  1   =  1  +  2(1  +  2  +  3  +  .    .   .h) 


(4) 


er  zeigt  die  Tabelle,  dass  die  meisten  Pare  verschiedener 
ür  dasselbe  u  eine  der  3  Zahlen  x,  y^  z  gemeinsam  haben, 
kus  ihrer  Verbindung  jedesmal  eine  Lösung  der  Gleichung 


lt. 


«*  +  y*  =  «1«  +  yi« 


(5) 


ist  bekanntlich  jede  Primzahl  4n  +  1  zerlegbar  auf  eine 
eine  Art  in  die  Summe  zweier  Quadrate.  Ist  daher  a;*+y* 
,  so  ist  Gl.  (5)  unmöglich  (wo  nicht  identisch). 


also  p^  q  zwei  Primzahlen,  so  hat  man: 
l  =  ia^  +  ß^)  (y2  +  (52)  =  («y  ±  ßd)^  +  (aJ  +  ßyY 


(6) 


erfüllen  die  2  Werte  der  rechten  Seite  die  Gl.  (5)  ein- 
ach  derselben  Formel  ist,  wenn  r  =-  «'  +  J*,  weiter  pqr  in 
edeueu  Darstelluuj^eu  eine  Summe  zweier  Quadrate,  nämlich 
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pgr  «   {(«y  ±  ßö)B  ±  (aö  +  /?y)J)« 

(7) 

u.  8.  f.  allgemein  ein  Product  von  m  Primfactoren  4n  +  l  in  2"-^ 
Darstellungen,  und  man  findet  aus  einer  Lösung  von  61.  (3)  alle 
auf  diesem  Wege  zu  ermittelnden  Lösungen  in  a  priori  bekannter 
Anzahl,  indem  man  aj'+y*,  dann  a;^4"«^  ^^^^  y*+«*  in  Prim- 
factoren zerlegt,  dann  jeden  Primfactor  als  Summe  zweier  Quadrate 
darstellt  und  die  Producte  nach  Gl.  (6),  (7)  etc.  transformirt. 

Kommt  ein  Factor  4ii-  1   in  einem  der  Producte  vor,  so  ist 
dieses  von  der  Operation  auszuschliessen. 

Ein  Factor  2  hat  für  die  Operation  knine  Wirkung,  da 

2p  =  (12+ 1«)  (««  +  /?2)  =  («  +  /?)«+(«- /?)« 

nur  ein  Besultat  ergibt. 

R.  Hoppe. 


3. 

Zum  Beweise  des  Satzes,  dass  Jede  unbegrenzte  arithmetische 
Reihe,  in  welcher  das  Anfangsglied  zur  BifTerenz  relativ  prim  is'i:^ 

anendlich  viele  Primzahlen  enthält. 

In   unserem  Beweise  des   oben*  genannten  Satzes   (im  12.  Teü 
der  2.  Beihe  dieses  Archivs ,    Seite  439—441)  haben  wir  behauptet» 
dass  die  in  einer  arithmetischen  Reihe  mit  constanter  Differenz,  ifl 
der  das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim   sei,  etwa  vorkom- 
menden Zahlen  von  der  Form  6n  4^  1    nie  alle  teilbar  sein  könnten. 
Diese  Behauptung  wollen  wir  hier  noch  besonders  beweisen. 

Die  Doppelreihe  6n^l   enthält,  nach  Absonderung  der  mit  5 
endigenden  teilbaren  Zahlen,  die  folgenden  Zahlen: 

6,    11,    17,    23,    29, .   .   . 

Die  in  dieser  Doppelreihe  vorkommenden  teilbaren  Zahlen  lassen 
sich  dadurch  ermitteln,  dass  man  für  jede  Primzahl  ^  ]>  5  eine  mit 
p^  anfangende  Doppelreihe  .mit  der  Differenz  6p  bildet  und  dabei 
die  mit  5  endigenden  Zahlen  überspringt.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
dass,  wenn  p  die  Form   6n — 1   hat,  die  Differenz  zwischen    ein^ 
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oberen  und  einer  unteren  Zahl  der  Doppelreihe  =  ^p  und  die  Dif- 
ferenz   zwischen    einer  unteren     und   der    nächstfolgenden    oberen 
Zahl  «  4p  ist.    Hat  p  aber  dio  Form   6^/-f"l>  so  ist  die  Differenz 
zwischen  einer  oberen  und  einer  unteren  Zahl  =-'■  4tp  und  die  Diffe- 
renz zwischen  einer   unteren  und   der  nächstfolgenden  oberen  Zahl 
=  2p.    Für  die  Vielfachen  der  Potenzen  von  p  sind  die  Zahlen  in 
den  Eeihen  für  die  Vielfachen  von  p  mit  enthalten. 


Beispiel : 


P  -  7' 


49,      91,    133,  .   .   . 
77,    119,    161,.    .    . 

Diese  Reihen  sind  arithmetische  Reihen,  bei  denen  das  Anfangs- 
glied und  die  Differenz  den  gleichen  Teiler  p  haben.  Sie  stellen  alle 
teilbaren  Zahlen  der  Reihe  Qn'^1  in  gleichmässig  fortschreitender 
Weise  dar.  —  Sollen  nun  andere  Reihen  mit  bestimmter  Differenz 
dieselben  teilbaren  Zahlen  darstellen,  so  müssen  Anfangsglied  oder 
Differenz  derselben  entweder  Teiler  oder  Vielfache  der  Anfangs- 
glieder und  der  Differenzen  der  ersteren  Reihen  sein.  Dividirt  man 
Anfangsglied  und  Differenz,  bzhw.  nur  das  Anfangsglied  oder  nur  die 
Differenz  einer  der  ersteren  Reihen  durch  den  Teiler  p  bzhw.  durch 
die  Teiler  2  und  drei,  so  trifft  man  wieder  auf  aufeinanderfolgende 
Glieder  der  Reihe  6?i  + 1  oder  man  erhält  Reihen ,  bei  denen  An- 
fangsglied und  Differenz  den  gleichen  Teiler  haben.  Bildet  man  aber 
Vielfache  vom  Anfangsgliede  und  der  Differenz  der  ersteren  Reihen, 
so  kann  man  damit  auch  keine  Reihen  herstellen,  bei  denen  An- 
fangagiied  und  Differenz  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Ist 
*J8o  eine  Reihe  gegeben,  in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz 
deinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  und  enthält  diese  Reihe  un- 
®ödlich  viele  Zahlen  von  der  Form  6n  ip  1 ,  so  müssen  diese  Zahlen 
Jedenfalls  wechselweise  aus  der  Reihe  der  Primzahlen  von  der  Form 
"'^-T^l  und  aus  der  Reihe  der  teilbaren  Zahlen  von  der  Form 
**-Pl  entnommen  werden,  denn  ein  dauernder  Fortlauf  einer  sol- 
chen Reihe  in  der  Reihe  der  teilbaren  Zahlen  von  der  Fom  6n^l 

^^^   nach  den  obigen  Ausführungen  unmöglich.    Eine  arithmetische 

^eihe,  in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  keinen  gemeinschaft- 
^chen  Teiler  haben,  wird  also,  wenn  sie  in's  Unendliche  ausgedehnt 

^^^»  unendlich  oft  eine  Zahl  aus  der  Reihe  der  Primzahlen  von  der 
or^   6f*  +  l   und  unendlich  oft  eine  Zahl  aus  der  Reihe  der  teil- 

^^®u  Zahlen  von  der  Form  6n^l  entnehmen  müssen.  —  Wir 
^^u©n  also  getrost  die  Behauptung  aufstellen,  dass  mit  dem  Nach- 
^^»e,  dass  in  den  Reihen  der  7  Reihenarten 
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AnfangBglied: 

Differenz : 

1)       6nq:i 

2ii 

2)       6n  +  3 

6nT2 

3)        6n 

6nq:i 

4)        6n  :f  2 

6nq:  1 

6)        6n  T  2 

6n  +  3 

6)        6n  T  1 

6n  +  3 

7)        6n  +  3 

6nq:i 

denen  noch  eine  8.  Reihenart  mit  dem  Anfaogsgliede  6n^l  ocz^e:  od 
der  Differenz  6n±l  hinzuzufügen  ist,  unendlich  viele  Zahlen  vc=^  on 
der  Form  6n  :f  1  enthalten  sind,  auch  zugleich  der  Nachweis  gefüh  .^czurt 
ist,  dass  in  jeder  unendlichen  arithmetischen  Reihe  mit  constant^ «i^er 
Differenz,  in  der  das  Anfangsglied  und  die  Differenz  teilerfremc^  ^de 
Zahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sein  müssen. 

Oldenburg  i.  6r. 

G.  Speckmann. 


4. 

UeVer  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate. 

I.    Zerlegung  dor  Zahlen  von  der  Form  4n-|-l 

in  2  Quadrate. 

Diejenigen  Zahlen  Z  von  der  Form  4n-fl9  die  sich  in  2  Qu^  -^' 

drate  zerlegen  lassen,  kann  man  in  Glassen  einteilen,  innerhalb  dere^^^^ 

die  Zahlen   Z  sowol  wie  die  Grundzahlen  der  Quadrate  a^   und  ^^   ^^ 

arithmetische  Reihen  bilden.    Es  mögen  einige  dieser  Glassen  hi^^^  ^^ 

folgen. 

Glasse  1. 


z. 

Quadrate 

a«  +  Ä« 

5 

12-}-  2« 

13 

2« +  3« 

25 

3« +  42 

41 

4« +  5« 

61 

5« +  6« 

85 

6« +  7« 

U     B.  W. 

u.  s.  w. 
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Die  Zahlen  Z  bilden  eine  arithmetische  Reihe  2.  Ordnung  nach 
der  Formel  2a;'-|-6fl;-|-5.  Die  Grundzahlen  a  sind  die  Zahlen  der 
natürlichen  Zahlenreihe  yen  1  an  and  die  Grandzahlen  der  Quadrate 
h^  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  2  an. 

Glasse  2. 


z. 

Quadrate 

a«+&8 

17 

l«  +  42 

29 

22  +  5« 

45 

3« +62 

65 

4* +  72 

89 

52  +  8« 

117 

6' +  92 

a.  s.  w. 

u.  s   w. 

Die  Zahlen  Z  bilden  eine  arithmetische  Reihe  2.  Ordnung  nach 
der  Formel  2a;*+10aj  +  17.  Die  Grundzahlen  der  Quadrate  a«  sind 
die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  1  an  und  die  Grund- 
zahlen der  Quadrate  &«  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe 

Ton  4  an. 

Ciasse  3. 


z. 

Quadrate 

a2  +  6« 

37 

ls»  +  62 

53 

2« +  7» 

73 

32  +  8« 

97 

4« +  92 

125 

5«  +  10« 

147 

6«  + 11« 

u.  s.  w. 

U.  8.  W. 

Die  Zahlen  Z  bilden  eine  arithmetische  Reihe  nach  der  Formel 
2«j'  +  14a?+37.  Die  Grundzahlen  der  Quadrate  a«  sind  die  Zahlen 
der  natürlichen  Zahlenreihe  von  1  an  und  die  Grundzahlen  der  Qua- 
drate ll^  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  6  an. 

Die  1.  Glasse  beginnt  mit  dem  Quadrat  der  Zahl  1,  also  1'  und 
mit  dem  Quadrat  der  ersten  geraden  Zahl,  also  2«;  die  2.  Glasse 
beginnt  mit  dem  Quadrat  1«  und  mit  dem  Quadrat  der  zweiten  ge- 
raden Zahl,  also  4«; .   .   .\  di§  nte  0^996  beginnt  mit  dem  Quadrat 
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der  nten  geraden  Zahl,  also  (2n)*.    DieForaieln  für  die  Reihen  der 
Zahlen  Z  zu  den  jeweiligen  Classen  sind  die  folgenden: 

Classe.  Formel  der  Zahlenreihe  Z: 
1  2x^+    Qx+   b 

2.  2x^  +  lOx  +  17 

3  2x^  +  14a;  +  37 

U.      8.      W. 


Allgemein  lautet  die  Formel  für  die  Zahlen  Z  zur  nten  Classe 

/x    =  0,  1,  2,  .   . 
2««  +  (6  +  4m)x  +  (2n)2  +  1  (  m  «  0,  1,  2,  .    . 

7i    =  1,  2,  3,  .    . 


) 


Die  Grundzahlen  der  Quadrate  a^  zur  nten  Classe  sind  die  Zahlen 
der  natürlichen  Zahlenreihe  von  1  au  und  die  Grundzahlen  der 
Quadrate  b^  zur  nten  Classe  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe Ton  2n  an. 

Bei  der  1.  Classe  ist  die  Differenz  zwischen  den  Grundzahlen 
der  zu  einer  jeweiligen  Zahl  Z  gehörigen  Quadrate  gleich  1,  bei  der 
2.  gleich  3,  bei  der  3.  gleich  5,  bei  der  nten  gleich  2n  — 1. 

Da  innerhalb  jeder  Classe  die  Reihe  der  Grundzahlen  der  Qua- 
drate a  die  natürliche  Zahlenreihe  von  1  an  ist,  so  kann  man  aus 
diesen  Classen  auch  Zahlformen  entnehmen,  zu  denen  je  ein  Quadrat 
der  Zahlen  1,  2,  3,  .    .    .   gehört.     Solche  Formen  sind  diese: 

Zahlformen.        IT  Zugehörige  Quadrate. 


4a;2+    Sx    +    b      -P  1^ 

4x2    I     12a;  +  13      "Ic  2^ 

4a;*  +    16a; +  25      "^  3« 

U.      8  W. 

Die  Differenz  zwischen  diesen  Formen  ist 


(x  =  l,    2,    3,  .   .   .  \ 
^*  +  '  [z  =  8,  12,  16. .   .   .  j 


und  die  Constanten  dieser  Formen  sind  nach  einander   die  Zahlen 
der  Reihe 

2a;*  +  6a;  +  5     (a;  =  0,  1,  2,  .    .    .  ) 
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II.    Zerlegung  von  Zahlen  in  die  Form  a^'\-phK 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  oben  für  diejenigen  Zahlen,  welche 
in  2  Quadrate  zerlegt  werden  können,  Classen  gebildet  sind,  können 
auch  für  diejenigen  Zahlen,  welche  in  die  Form  a^-^-pb^  (p  «=  Prim- 
zahl) zerlegt  werden  können,  Classen  gebildet  werden,  innerhalb 
deren  die  Zahlen  Z  sowol  wie  die  Grundzahlen  der  Quadrate  a>  und 
b^  arithmetische  Reihen  sind. 


III.    Zerlegung  einer  einzelnen  Zahl  in   2  Quadrate 
oder  in  1  Quadrat  und  ein  p  faches  Quadrat. 

Zur  Zerlegung  einer  einzelnen  Zahl  in  2  Quadrate  oder  in  ein 
Quadrat  und  ein  p  faches  Quadrat  werden,  nachem  die  Wurzel  r 
der  Congruenz  x^^ —  |?(mod  Z)  gefunden  ist,  die  reducirten  Formen 
und  die  Kettenbrtiche  mit  Bildung  von  Näherungsbrüchen  angewandt 
Beides  ist  nicht  erforderlich,  da  sich  bei  der  einfachen  Anwendung 

des  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaftlichen  Teilers  auf  -      die 

Grundzahlen  der  betreffenden  Quadrate  von  selbst  ergeben,  indem  sie 
in  der  Reihe  der  auftretenden  Teiler  mit  vorkommen. 

Beispiele: 

1)  Z  =  653.  —  Die  Congruenz  a:^  =  —  1)  (mod  653)  hat  die 
Wurzeln  ±149. 

653  :  149  :.57  :  35  :  22j^l3  :  9  :  4 
Z  =   13*  +  22* 

2)  Z  =  587.  -  Die  Congruenz    a:*  =  —  2  (mod.  587)  hat  die 
Wurzeln  ±  207. 

587  :  207  :  173  :  34  :  3  :  1. 
Z  =  32  +  2  .  17« 

3)  Z  —  8-29.  —   Die  Congruenz  a;^  =  -  3  (mod.  829)  hat  die 
Wurzeln  ±  251. 

829  :  251  :  76  :  23  :  7  :  2  :  1 
Z  =  23'^  +  3  .  102 

4)  Z  «  989    —  Die  Congruenz  x^  =  —  h  (mod.  989)  hat  die 
Wurzeln  ±  77,  +  353. 
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989  :  77  :  65  :  12  :  5  :  2 
Z  «  12«  +  5  .  13«. 

989  :  353  :  283  :JX)  :  3  :  1 

Z  -^  3^  +  b  ,  14». 

G.  Speckmann. 


5. 


Systeme  Ton  arithmetisehen  Reihen  nter  Ordnung. 

Durch  Aneinanderreihung  von  Yerticalreihcn  lässt  sich  die 
natürliche  Zahlenreihe  wie  folgt  in  Systeme  von  Horizontalreihen 
zerlegen : 

1)  1,  2,  4,  7,     11,  16,  ...   . 

«5,  ö,  o,     U,  17,  .... 
6,  9,    13,  18,  ...   . 
10,  14,  19,  ...    . 
15,  20,  ...    . 

iul,    .... 

Die  Horizontalreihen  sind  arithmetische  Reihen  zweiter  Ord- 
nung, deren  erste  Differenzreihe  resp.  aus  den  Zahlen  1,  2,  3,  .   .  ., 


2,  3,  4, .   . 

..3, 

4, 

,  ö,  .    .    . 

n.  s.  w. 

2) 

■ 

1,  3,  7. 

2,  4,  8, 

5,  9, 

6,  10, 

11, 
12, 

1?,  21,  . 

14,  22.  . 

15,  23,  . 

16,  24,  . 

17,  25,  . 

18,  26,  . 

19,  27,  . 
:.'0,  28,  . 

29,. 
30,  . 

Die  Horizontal  reihen  sind  arithmetische  Reihen  zweiter  Ord- 
nung, deren  erste  Differenzreihe  resp.  aus  den  Zahlen  2,  4,  6,  .  . .. 
4,  6,  8,  .   .   .    besteht. 
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3)  1,  4,  10,  19,  31, . 

2,  5,  11,  20,  32,  . 

3,  6,  12,  21,  33,  . 

7,  13,  22,  34,  . 

8,  14,  23,  35,  . 

9,  15,  24,  36,  . 

16,  25,  37,  . 

17,  26,  38,  . 

18,  27,  39,  . 

28,  40, . 

29,  41,  . 

30,  42,  . 
43,. 
44,. 
45,  . 

Die  Horizontalreihen  sind  arithmetische  Reihen  zweiter  Ord- 
nung^  deren  erste  Differenzreihe  resp.  aus  den  Zahlen  3,  6,  9,  .  .  ., 
^>    ö,    12,  .   .   .    u.  8.  w.  besteht. 

Jn  ähnlicher  Weise  kann  man  fortfahren  und  unendlich  viele 
Systeme,  von  arithmetischen  Reihen  bilden. 

lüchtet  man  ein  solches  System  so  ein,  dass  in  ^er  obersten 
Horizontalreihe  die  Quadrate  der  Zahlen  der  nat.  Zahlenreihe  zu 
stehen  kommen,  so  gestaltet  sich  dasselbe  wie  folgt: 


Hu 


4)  1,  4,  9,    16,  25,  . 

2,  5,  10,  17,  26,  . 

3,  6,  11,  18,  27,  . 

7,  12,  19,  28,  . 

8,  13,  20,  29,  . 

14,  21,  30,  . 

15,  22,  31,  . 

23,  32,  . 

24,  33,  . 
34,  . 
35,. 

X)ie  Horizontalreihen   sind   arithmetische  Reihen   zweiter  Ord- 
»  deren  erste  Differenzreihe  aus  aufeinander  folgenden  ungeraden 
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Zahlen,  nämlich  resp.  aus  den  Zahlen  3,  5,  7,  .   .   .  ,  5,  7,  9, .   .   . 
u.  s.  w.  besteht. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  aas  der  nat.  Zahlenreihe  Systeme 
von  arithmetischen  Reihen  3ter,  4ter,  .  .  .  nter  Ordnung  bilden,  in 
denen  die  oberste  Reihe  aus  3ten,  4ten,  .  .  .  nten  Potenzzahlen 
besteht. 

Oldenburg  i.  Gr.  G.  Speck  mann. 


6. 
lieber  Potenzreihen. 


Aus  den  3ten  Potenzen  der  Zahlen  a  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe kann  man  durch  Hinzunahme  geeigneter  Quadratzahlen  b  eine 
Reihe  von  Quadratzahlen  c  bilden.  Es  mögen  die  Reihen  der  be- 
treffenden Zahlen  hier  folgen. 

n  h  e 

23  +     1«  «     8« 

33  -f-     32  =     6^ 

53  +  10*  =  15« 
u.    s.    w. 

Die  Reihe  der  Wurzeln   a  ist  die  natürliche  Zahlenreihe  von  2  au, 
die  Reihe  der  Wurzelu  h  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

2  +^a;+  1(0:  =  0,  1,  2,  .    .    .) 

Die  Reihe  der  Wurzeln  c  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

j'  +  2^+3(a:  =  0,  12,...) 

Aus  den  vorstehenden  Reihen  für  die  dritte  und  zweite  Potenz 
lassen  sich  dadurch,  dass  man  die  Wurzelzahlen  b  resp.  mit  2,  3, 
4,  .  .  .  ,  2*.  3^,  4^,  .  .  .  multipiicirt  und  die  Quadrate  der  so  ent- 
standenen Zahlen  zu  den  Potenzen  von  der  Form  a^n-i  hinzunimmt, 
Quadratzahlen  von  der  Form 

a^x^i  -|-  i>2  -»  c' 
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bilden.    Alle  Wurzelzahlen  c  erhält  man  auch  dadurch,  dass  man  die 
oben  für  c  angegebenen  Zahlen  resp.  mit  2',  3*.  4*,  .   .    .  multiplicirt. 


So  ist  z.  B. 

26  +    22   -       6* 

30  -j-    9«  «     18« 

45  ^  242    ==    40« 

U.     fl.     w. 

27  4.    42  „    12« 

37  -1-  27«  =    542 

47  +  96«  =  IGO« 

U.      8.      W. 

G.  Speckmann. 


7. 

üeber  die  AnflOsung  der  Congrruenz  x*^  a  (mod.  p). 

Auf  Seite  446-448,  Teil  14,  2.  Reihe  dieses  Archivs  haben  wir 
eine  Auflösungsmethode  für  die  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  p)  bekannt 
gegeben.  Diese*  Auflösungsmethode  gilt  natürlich  auch  allgemein  für 
jede  ungerade  Modulzahl.  —  Jetzt  möchten  wir  noch  mitteilen,  dass 
das  angegebene  Verfahren  noch  bedeutend  dadurch  verkürzt  werden 
kann,   dass  man  in  die  Formel  pn-\-a  -r  für  u  nicht  alle  Zahlen 

0,  1,  2,  3,  .  .  .  einsetzt,  sondern  nur  einige  besonders  ausgewählte 
Zahlen.    Setzt  man  nämlich  in  c*  -j-  2  für  z  nach  einander  die  Zahlen 

1,  2,  3,  .  .  .  ein,  so  entstehen  die  folgenden  Summen:  2,  6,  12,  20, 
30,  42,  56,  72,  90,  110,  .  .  .  Die  Endziffern  dieser  Summe  wieder- 
holen sich  von  10  zu  10  Summen  und  können  nur  gleich  2,  6  oder 
O  sein.  Dieser  Umstand  führt  zu  einer  grossen  Abkürzung  der  Bech- 
nung.      Es  sei   z.  B.   die  Congruenz  x^  ^  300  (mod.  897)    gegeben . 

2 — )  =  ^^^  (^^^'  ®^'^)-    ^s  ^^^  *^so  die  Formel  897  n—  373 

zu  benutzen.    Setzt  man  in  diese  Formel  die  Zahlen  1,  2,  3,  .    .   . 
ein,  so  entstehen  Summen  mit  den  Endziffern  4,  1,  8,  5,  2,  9,  6,  3 
0.     Da  nur   diejenigen   Summen,   welche  die  Endung    2,  6  oder  0 
haben,  Zahlen  von.  der  Form  2^  +  ^  sind,  so  brauchen  wir  hier  auch 
nur  solche  Summen  zu  benutzen,  nämlich  5  .  897—373,  7  .  897—373, 
9  .  857  —373  u  s.  w.    Die  Rechnung  stellt  sich  dann'wie  folgt  dar: 
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897n  —  373 

n  ^  5. 

5  .  897  -  373  -  4112  -  64«  +  16 

n=  7. 

7  .  897  -  373  -  5906  =  76»  +  130 

n=  9. 

9  .  897  —  373  -  7700  -  87«  +  131 

a»25. 

4112  +  8970  -  13082  -  114«  +  86 

n  «17. 

5905  +  8970  «  14876  -  121«  +  235 

n  =  19. 

7700  +  8970  -  16670  «  129«  +  29 

n«2ö. 

13082  +  8970  =  22052  =  148«  +  148 

897  —  1 

2   -1^» 

897  -4-  1 
und    \T  +  148,  d.  i.  300  und  596  sindA 

zeln  der  Congruenz  x^  =  300  (mod.  897) 

Oldenburg  i 

[.  Gr.                 0.  Speckmann. 

Grasber:    Ueber  die  pythagoreitchtn  Dreiecke  §tc,  337 


IVIII. 


Ueber  die  pythagoreischen  Dreiecke  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Teilung  des  Kreisumfangs. 


Von 

Graeber, 

Seminariehrer  in  Anrieh. 


Pythagoreische  Dreiecke  heissen  diejenigen  Dreiecke,  deren 
fiypoteinnse  und  Katheten  pythagoreische  Zahlen  za  Längeneinheiten 
Kiahen.    Die  Zahlen  a,  b,  c  heissen  pythagoreische  Zahlen,  wenn 

a«  =  6«  +  c« 
ist.    f  A*  bezeichnet  ein  pythagoreisches  Dreieck  mit  den  pythagorei- 

a 

«chen  Zahlen  a,  &,  c. 

Die  Hypotenusenwinkel  sind  ß  und  y;  ß  liegt  der  Kathete  b 
^nd  y  der  Kathete   c  gegenüber,    ^A'   bezeichnet  z.  B.  das  pytha- 

5 

^oreische  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  5  und  dessen  Katheten  b  und 
<  3  beziehungsweise  4  Längeneinheiten  haben,  ß^^  liegt  der  Kathete 
^  B.  3  nnd  y^^  der  Kathete  c  »  4  gegenüber.  Ein  pythagoreisches 
Dreieck,  dessen  Hypotenuse  eine  Primzahl  ist,  heisst  ein  ursprüng- 
liches und  hat  die  Bezeichnung  ^,  ein  solches,   dessen  Hypotenuse 

a 

ein  Product  aus  zwei  oder  mehreren  Primzahlen  ist,  heisst  ein  zu- 
sammengesetztes pythagoreisches  Dreieck,  dessen  Bezeichnung    ^ 

• 

ist.  Alle  anderen  pythagoreischen  Dreiecke  heissen  abgeleitete  und 
zwar  einfach  abgeleitete,  wenn  die  Hypotenuse  eine  Potenz  einer 
primzahligen  Hypotenuse   ist  und  zusammengesetzt  abgeleitete  py- 

Areh.  d.  Matli.  u.  Phyi.    8.  Beihe,  T.  XT.  12 
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thagoreische  Dreiecke,  wenn  die  Hjrpotennse  ein  Prodact  aus  Po- 
tenzen von  primzahligen    Hjrpotenusen  ist.    Jene  werden   mit  Ai 

diese  mit     ^  bezeichnet. 

a^9a^^  ...  an' 

Alle  pythagoreischen  Dreiecke  lassen  sich  aus  dem  gleichschenklig 
rechtwinkligen  Dreieck  coustrairen .  Dieses  Dreieck  ist  A  ABC  mit 
AB  als  Hypotenuse  und  mit  AC  —  BC  als  Katheten.    Figur  1. 

§1. 

Um  ^A'  zu  construiren,  verbindet  man  A  mit  Z>,  der  Mitte  von 

CB  dann  ist 

2  Wkl.  DAE  -  /Jß« 

und 
Es  ist 

oder  da 


und 

Femer  ist: 
und  da 

ist: 


2  Wkl.  CAD  =  y^* 

Zd*  —  mf  4-  Ac^ 

AC  —  2CD    ist, 
ÄD^  =-  DC^+iCD*  —  6CD* 

AD  =  CD  VE 
CD  yi:  DB  ^  sin-ß  :  sin  DAB 


BinB 


=14 


2    und    D-B  —  CD 


sin  DAB  =  j/^  |/^  -   Vo,! 

logsinDil^  —  ilogO,l  «  0,6000000  —  1 

515" 


Wkl.  DAB  -  180  26'  6 


Da 

ist 

mithin  ist 


631 


Wkl.  CAD  —  45*  =  Wkl.  DAB  ist, 

116" 


Wkl.  CAD  -  26«  33'  54 


631 


2  Wkl  DAB  =  36»  52'  11 


2  Wkl.  CAD  «  53«  7'  4S 


349", 
631 

232" 


und 


In  *A'  ist 

6 


631 
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log3  =  0,477 1213 
log5  =0,6989700 

log  I  =  0,778 1613  —  1 ; 

ßh  =  36«  52'  11  ^ 
2  Wkl.  DAB  -  /J»5 

Der  Beweis  ohne  Logarithmen  ist:  Da 

%inCAD^-^    and    cosCili>  =  -^. 

ist,  so  ist 

12         4 

Nan  ist 

4 
siny*j  —  ^,    also  ist    hm2 CAD  «=  siny*5 

oder 

2 .  CAD  «  ya 

2  Wkl.  DAB  und  2  Wkl  CAD  sind  die  Hypotennsenwinkel  von 

Wird  Ca  in  drei  gleiche  Teile  geteilt,  nnd  werden  die  Teil- 
pnnkte  mit  A  Torhunden,  so  bilden  die  Transversalen  mit  der  Hypo- 
tenase   die   halben  Hypotennsenwinkel    von  *A'  nnd  ^*A^. 

5  IS 

Bei  der  Teilung  in  vier  gleiche  Teile  erhjllt  man  die  Hypote- 
nusenwinkel von  *A',  ^*A^  **A*. 

5  17  25 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Transversalen  nach  den  Teilpnnkten  des  einen  Schenkels  im 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecke  gezogen,  bilden  mit  der 
Hypotenuse  halbe  Hypotennsenwinkel  von  pythagoreischen  Drei- 
ecken. 

Eine  nach  §  18.  berechnete  Tabelle  für  Teilnngen  in  2  bis 
8  gleiche  Teile  wird  diesen  Satz  bestätigen 

22* 
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§2. 
Der  Unterschied  der  beiden  Hypotenusenwinkel  von  ^A' 

6 

Hypotenusenwinkel  von   **A'' 

25 

Es  ist: 

8in(yJ  —  ßl)  —  sinyt  .   cosßl  —  sin /3g    .   cosy^ 

Setzt  man 

sinyf  -=-  cosg,     8in|3|  =  cos€| 
so  erhält  man 

8in(yJ  —  ßl)  —  8in*y^  -  sin'^ßl  =  cos'j3g  —  cos'yj 
oder 

I.  8in(yt-/3|)  =  co8  2/3g 

Ebenso  ist 

IL    C0B(yJ  —  ßi)  —  cosyt  .  cos/Jf  +  sinyj  .  sin  j3| 

—  sin^g  .  sinyj  +  ^^^yt  •  w^/^t 

—  28inj3J  .  siny^  =  2  8inj3|  .  cosßl 
=  2  sin  2ßl 


Fttr 

wird 

Da 
oder 


3  4 

sin ßb  '^1  =  cosyl     und    sinyf  «=  5  —  cos/Jf 

7  24 

8in(yt  -ßl)-2b  "°^  ^^^(ri-ßl^-^b 

sin^ryt  -  13|)  +  cos'irt  -  ßi)  =  l 
25«  «  7*  +  24« 


ist,    so  ist    yj  —  ßl    ein  Hypotenusenwinkel  von   **A'. 

2S 

Es  ist  nun 

III.  8in(yt-/5g)  =  ^  =  8in|3Ä 

also  ist 

a)    Yi-n-ß2\ 

Der  andere  Hypotenusenwinkel  ist,  da 

24 

IV.  C08(yÄ  -  ßl)  =.  2ß^\  -  25  ^  '^°y''  ^**' 

b)    2^1  «ylt 
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Folgende  Gleichnugen,  die  sich  ans  (I,  IL,  III.,  lY)  ergeben, 
Illa.     8in(yt  -  /Jf)  -  co8  2|Ji  =  sin/J/,  ~  wsy\i  -  ^ 

C08(yJ  -  ßl)  -  sin 2^1  =  sinyft  »  cotß^^  -  || 
formen  die  Gleichangen 

8in(y|J  —  ß^i)  —  sinyj^  .  cos/j,'^  —  cosyfj  .  sinjj/j 
cosCyfS  -  ßii)  ■=-  cosylJ  .  cos|J,\  +  »»«»yls  •  sin^/j 

nm  in: 

V.  sin(y|J  -  U,V)  =  8>i»2/J?  .  8in2^g  -  C082|J?  .  cos  2ßl 

-  -  C084|Ji  -  +  625 

VI.  C08(y|t  -  ß/s)  -  C082/St  .  8in2|3i  +  cos  2ßl  .  sin2/J? 

=  28m2/3g  .  C082/5g  =  8iD4j3|  =  ^ 
Nan  ist 

625*  =  336«  +  527« 
folglich  ist  vH  —  ß^^    ein  Hypotenusenwinkel  von  mt^»»«. 

626 

Es  ist 

•    «4  4       336 

sm  135*  -  cos  y5*  =  ^^5 

mithin  ist 

336 

Der  andere  Hypotenuscnwinkel  ist 

900  -  y|f  +  ß,\  =  2^7^  -  2(yt  -  |Si)  -  2ßi 

Da  man  ebenso  erhält: 

8in(y5*-/S5*)-c088/J? 

cos(r5»-/5^) sin8/JJ 

so  ergiebt  sich  der  Satz: 
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A.  Der   Unterschied  der   beiden  Hypotenusenwinkel   von  Z^ 
ist  ein  Hypotenusenwinkel    von    ^ 

Mittels  der  Gleichungen 

sin2j5|  —  8in2yf    und    cos2/Jg  =  -  co8  2y| 

erhält  man  aus  Y.  und  VI: 

sin(y|t-  ß^\)  =  28in2j5|  .  sin2y|  +  cos2/Jf  .  8in2yj[ 

=»  cos  2yJ  —  ßf) 

cos(y|J  —  ß^r,)  -  sin  2yi  .  C082j3|  —  C082yj  .  sin 2/35 

■"Sin2(yi  -  j3?) 
Hieraus  folgt: 

B.  Der  doppelte  Unterschiedswinkel  der   beiden   Hypotenu^ 
Winkel  von  A   ist   ein  Hypotenusenwinkel  von    A,  wenn  ders^ 

Wkl.  1 R  ist. 

§  3. 

Mit  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  §  2.  III  a.,  IV  a.  erhält 
nach  der  Sinus-  und  Cosinusformel  für  die  Differenz  zweier  Wiu 

I.     siuißi  —  ß2\)  -  sin /5g  .  sin2/J?  —  cos2ßl  .  cos  /Sf 

IL    co8(/3?  -  (5 2^5)  =  COS/??  .  sin2|3i  +  smßl  .  cos2ßl 

«sin3^2  =  j25 

Da 

44»        117« 

cos^S/?!  +  sin*3|3|  =  1252  +  125«  "  ^ 

ist,  so  folgt  daraus, dass  ßi—ß^  ein  Hypotenusenwinkel  von  A  ist. 

5^ 
44  44 

^iHßl-ßJ.)-  125  =  «'^^125 
ilt,  so  ist 

*)    ''5"'^25  =  ^125 
Ist  /3|  —  (3/5  der  eine  Hypotenusen winkel,  so  ist 


Pa 
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b)    900-,j|+^l  =  r5+/J2^ 
der    andere  Hypotenuscnwinkel   von  *"A**- 

125 

Es  ist 

3       336 
III  a.    8in4/Jg  —  ^25  "^  '^^"'^5*  "*  ^^^^ß* 

3       527 

IV a.     —  C084|5^  ""  625  ""  ®^° ^**  ""  ^^^'^s* 

Mittels  dieser.  Gleichungen   erhält  man   aas   den  Formeln   für 
sin  ^/3^  -  ye*)  und  cos  (/?  ^  -  /?5*) : 

(SN  333  3 

(5,  — ft*j  —  —  sin/»-  .  co8  4^g — cob(5- — Bm4/}, 

.   ,^3       237         .    /    .       4\ 

(3  \  3  3  3  3 

/Sg  —  /»6*)  =  —  COS/»,  .  cos4(5,  +  sin jJ  ,  .  8in4/Jg 

,^3      3116  /    .      4\ 

-  -  cosö^g  -  ^^^  _  coB  (^ys^-yg) 

Da  3125*  =•  237»  +  3116»  ist,  so  ist 

8in(js|-  ßS)  -  »inft*  -  8in(y5*  -  y^) 
und 

der  eine  Hypothenusenwinkel,  der  andere  ist 

3   .    ..  4 


90* 


-ß^  +  ß^^-yf.+  ßff'    oder 


b)    90-y5*  +  y5-fe*+y5  =  y5' 


,,    ^  7       .44  237 

3)    P27""Pl25 ^3125 

Mit  Benutzung  §  2.  III a.,  IV a.  und  der  Gleichungen 
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3        117  44 

""^''5  "125"^*''' 125    ""'^ 


3       44  44 


ist 


V.    Bm(^ßl^  "^tL)  "  ^^*^^ö  •  «^/^  5  +  «»2/?^  .  C08315 


3 
5 


=  8in5/9| 


C08(/J  Jg-/5j^2^^)  -sin2/?5  .  sin  3/5  ^  -  cos  2/5  ^  .  cos3^^ 

3 

=»  —  cos5j?c 

44         7 
Aus  den  Gleichungen  2)  IIL  folgt,  dass  /^  105  ""'^25  ^^^  Hjpo- 

tenusenwinkel  ist.    Da   bß  im  dritten  Quadranten  liegt,   so  ist  der 
Sinus  negativ,  also  ist 

44  _     7  237 

''125     P  25  ""  f'  3125 

Der  andere  Hjpotenusenwinkel  ist  dann: 

^  ■"'^125"^'^  25  ^  y  125'*"'^  25  ""  ^3125 

Auf  ebendieselbe  Weise  lassen  sich  die  Hypotenusen  winkeil  zum 
A  durch  Combination  zweier  Hypotenusenwinkel  aus  Dreiecken  tou 
derselben  primzahligen  Hypotenuse  niederer  Potenz  finden. 

Man  erhält: 

4    237  _  11753 
Vn.       1.  r^-ß  3j^25  —  y  15625 

.3    237  _   10296 
^  5  "^^^3125  ~"  '^  15625 

24   336     10296 
^'    ^^  25"''^  625  '^   ^15625 

7  ,  ^336     11753 
'^25+'' 625  ""  ^15625 
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T-xT  o       117     ^  44  11753 

VII.  3.    y  125 -^  125  -^  y  15625 

44         44   _     10296 
'^126  "^'^120  "~  ^15625 

Heissen  die  Winkel  ß  oder  y  unter  sich  gleichnamige  und 
ß  und  y  mit  einander  ungleichnamige  Hypotenusenwinkel,  so 
lassen  sich  die  Sätze,  die  sich  aus  den  Gleichungen  1.  2.  3  (a,  b) 
d  aus  yn.  ergeben,  folgendermassen  ausdrücken: 


A.  Die    Summe    oder    der    Unterschied    zweier    gleichnamigen 
Hy^otenusenwinkel    Ton    A    und    ^    ist  ein    Hypotenusenwinkel 

A    . 

B.  Die  Summe  oder  der  Unterschied  zweier    ungleichnamigen 
otenusenwinkel  von  je   einem  aus    A  und    A    ist  ein  Hypote- 

«nwinkel  Yon    A    . 

C.  Ist  die  Summe  oder  der  Unterschied  zweier  gleichnamigen 
otenusenwinkel    von    A    und    A    ein  Hypötenusenwinkel  von 

,    so   ist   der  Unterschied  oder  die  Summe  zweier  ungleich- 

igen  Hypotenusenwinkel  von  je  einem  aus  denseibou  Dreiecken 
andere  Hypotenusenwinkel  von    A    und  umgekehrt. 

D.  Der  doppelte  /5-Winkel  im  A  ist  ein   Hypotenusenwinkel 


o» 


A  . 

Hierbei  ist  vorausgesetzt  worden ,  dass  die  Summe  der  Winkel 
ist.  Beträgt  dieselbe  mehr  als  IR,  so  ist  der  Supplement- 
el  ein  Hypotenusenwinkel. 

Aus  den  Gleichungen  I— IV.  folgt  der  Satz: 

E.    Der  Sinus  und  Cosinus  eines   n  fachen  Hypotenusenwinkels 
A  geben  die  Sinusse    oder  Cosinusse   der  Hypotenusenwinkel 


n 
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54. 

Kehrt  man  in  den  Sinns-  and  Cosinnsformeln  §  3.  (1—4)  die 
Vorzeichen  nm,  so  erhält  man  die  Hypotennsenwinkel  von  pytiia- 
goreischen  Dreiecken  von  niederer  Potenz  derselben  primzahligei 
Hypotennso.    Nämlich: 

T      •   /»S  ,  .7\       100      4        .4  -3 

I.    8m(^/J  5  +ß^,j  -  —  -  g  _  gmyg  -  cos/J^ 

/„3  ,  „7  \        75        3        .     .3        ^4 
■    /.3  ■   o  A       2925       117        .3  . , 

/»3  ,  ,  A       IICO       44         ...  , 

cos(^5  +  ^,«;  =  3325  =  l25-«'°^»  ='°'J'» 

1875       3  ^  *  4 

8iu  (/S5*  +  ^6*)  =  3125  =  5  ^  ""^5  -  «•«  y  5 

,n,  ,  o  Ax       2500       4.4  .3 

cos (^5' +^6*)  -  3125  =  5  =  «n  y^  =  cos/»  5 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  folgende  Winkelgleichung^ 

II.  ßl  +  ßs^-rt 

ß,'  +  ßs'-ßl 

Ebenso  erhält  man  aus  1,  2,  3  b: 

m.  y^-ß-^^ßl 

y6*  -  ßi"  -  rt 

and  aus  VII.,  1,  2,  3: 

vi  +  ß>'  =  y»* 

oder  gleich  n  — ys*,  wenn  yi^+ßi,'''>  lÄ 
IV.  P  5  -  /J5*  -  ß^* 

n*  +  /'s*  —  »  —  Vi* 
ß>'  -  ß,'  -  ß^' 
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Hieraus  ergeben  sich  in  Yerbindang  mit  den  Gleichungen   aus 
§  3.  die  Sätze : 

A.  Ist  die  Summe  zweier  Hypotenusenwinkel  von  je  einem  aus 
y\  und  A   ein  Hypotenusenwinkel  von     £Si       so   ist  ihr   Unter- 

schied  ein  Hypotenusenwinkel  Ton    A    • 

B.  Ist  der  Unterschied  zweier  Hypotenusenwinkel  von  je  einem 

ans  A   und   A    ein  Hypotenusenwinkel    von     A     >   so  ist  ihre 
a»  a»»i  »»+«1 

Summe  oder   der  Supplementwinkel  zu  derselben  ein  Hypotenusen* 

-vfinkel  von    ^    . 

Aus  den  Gleichungen  IL,  III.,  IV   lassen  sich  der  Reihe  nach 
folgende  Gleichungen  ableiten: 


*     «3       ,,  4        3 


Z 


n'-n^-ßs*,  rs'+ys*  =  »-ys* 

n*-ßi''=Yi\  y5*+/56»-y5* 

ßs^+ß^'-ßi',  ßi*-ßi' -  ßt,* 

Ein  Vergleich    mit  den  in  nachstehender   Tabelle    berechneten 
Winkeln  wird  diese  Gleichungen  bestätigen. 


•)  Zar  AkkürzuDg  ist  statt  der  pythagoreischen  Zahlen  nur   die  Poteni- 
bypotennso  gesetzt. 
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/J5«    -  16«  15'  36  ^  ys»  =  73«  44'  23  j^ 

fi4.  Ti 

ft»    =  20»  36'  34g"  75»  -  69«  23-  25  i?" 

^6*  =  32»  31'  13  jjl  ys*  -  57»  28'  46  j^ 

/Jj»  =  4"  20'  58   ^ 

147" 
^5«  ■=  41'  13'  9  jg-^ 

(»5^  =  11»  54'  38j| '  ys'  =  78»  5'  21  |" 

/J58  =  24»  57'  33  ^  ys»  -  65»  2'  26  || 

iSj"  =  28»  10'  15 1  ysi  -  61»  49'  44 1 

|J5io_8»41'56^  y5>»  =  81«18'3| 


n' 

—  85"  39 

■a" 

y,'- 

=>  48»  46' 

-.t; 

/    Qtf 


jjgii  =  440  25'  52"  y<>"  -  450  34'  8 

Die  Sätze  A.  und  B.  gelten  auch  bei  Zusammenstellung  voi 
zwei  Winkeln.  Folgende  Gleichungen,  die  unmittelbar  aus  der  Ta- 
belle sich  ergeben,  mögen  als  Beweis  dienen. 

ß,'  +  ßi*  +  ßs'  =-  n"  ßs'  -ß!.'  +  ßs'  -  ß,' 

ß,'  +  «6»  +  /J»*  -=  y5»  ^5*  -  ßf?  +  /»6*  =-   ?6» 

/Js»  +  (?5*  +  |35*  =  ys*  -  /J»'  +  /»5*  -  ^5^  =  ßf}^ 

ßs'  +  ßö'  +  ßi'  =  ßf.'  -  ßf>*  +  ^6*  +  ^5*  -  /'s" 

ßs'  +  ß,*  +  ß,'  =  ys*  ^5^  +  /»s"  -  ßt'  =  /Jj'» 

/J»*  +  IS*'  +  ^5*  =  76'  ßf>'  -  ßs'  +  ßi*  -  75" 

^6'  +  ßs*  +  ^5*  =  ra«  ßs'  -  ßs"  +  /?5»  =  /»*** 

^5»  +.  /J6»  +  ß6"=  76*  ^5*  -  ßi'  +  ßi'"-   /»5*' 

ft"  +/J6"+  |J6"-  76"  ßs*  -  /56"+^6"-  U6»« 

Ferner  ist: 
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ß5'+ß5'    +ß6'    -900=ft* 

^08  diesen  Oleichangen  kann  man  den  Satz  aufstellen. 

G.  Alle  möglichen  Zusammenstellungen  von  Hypotenusenwin- 
i^^ln,  die  zu  derselben  primzahligen  Hypotenuse  von  verschiedener 
Potenz  gehören,  geben  Hypotenusenwinkel  von  derselben  primzahligen 
Hypotenuse  zu  einer  Potenz,  deren  Exponent  entweder  die  Summe 
^Uer  Exponenten  oder  die  Differenz  aus  einem  Exponenten  oder  der 
Sumnie  mehrerer  Exponenten  und  der  Summe  der  andern  ist.  Hier- 
"^on  sind  ausgenommen  diejenigen  Zusammenstellungen,  die  einen  oder 
loaehrere  rechte  Winkel  oder  0®  ergeben. 


§  5. 
Nach  §  2.  B.  ist: 

2(y  -  ^)  =  ^4 

wo  ^4  ein  Hypotennsenwinkel  eines  einfach  abgeleiteten  Dreiecks 
Ton  einer  Hypotenuse  zur  yierten  Potenz  und  y  und  ß  die  Hypo  - 
tenusenwinkel  des  ursprünglichen  Dreiecks  bezeichnen. 

Snbtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  y,  so  ist 

y^2ß  =  d^^Y 

Nach  §  4.  A.  und  B.    ist    y  — 2/J    entweder  ein  Hypotennsen- 
winkel von  A  oder  von  A?   also  ^4 — y   muss  ein  Winkel  von  A 


und  ^4+y  ein  Winkel  von  A  sein. 

Es  ist  also 

^4  +  y  ^  ^5 

oder  fär  di  den  Wert  eingesetzt: 

2(y— /5)+y  =  ^6    oder 
L  «6  -  3y  -  2ß 

Ebenso  ergiebt  sich  aus 

2y-ß  -^  6^  +  ß 
n.  V  -  2y-3l3  -  2(y-iS)~/5 

Da  ^5  und  ^5'  nicht  gleich  sein  können,  so  muss,  wenn  sie  ein 
Hypotenusenwinkelpaar  bilden  sollen, 
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^6  +  ^5'   -   0 

sein.    Hieraus  folgt,  wenn  3y  — 2/5<;il2  ist: 

^5'  -  -  [2(y  -  W  -  /?] 
Ist  3y  --  2/5  >  lÄ  und  2y  -  -  3/?  <  1 JB,  so  ist 

^6  =  ^  -  [2(y  -ß)  +  Y]    und 

Aus  I.   folgt  dann  weiter: 

S^-{-ß  ^  Zy  —  ß    also 

^6  —  ^5  —  /?    oder 

m.  *«  =  3(y  -  |5) 

Denselben  Wert  erhält  man  auch  für  d\.    Da  i^  und  d  4  nicht  ein- 
ander gleich  sein  können,  so  ist,  wenn 

IV.  3(y— i3)<li2  ist,        d'«  —  lJ2-3(y  — /J) 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich: 

^7  s=  4y  -  3ß    oder  gleich    «  —  [3(y  —  /3)  +  y] 
a/ (3y  -  4/?)    oder  gleich    3y  -  iß 

Ist  3y— 4/5>  IJB  aber  <  2Ä,  so  muss  3(y  —  /5)+y  >  2Ä  sein. 

Es  ist  dann 

V.  dj   -.3(y-/?)  +  y-2* 

TL  V-=2^-[3(y^/J)-j8] 

Berechnet  man  ^7  und  J7'  nach  Tabelle  in  §  4.,  so  ist 

a,   «ys'-  78*   5'2ir. 

Folgende  allgemeine  Formeln  ergeben  sich  aus  III.  und  lY. 

n'  +  1 
^2h  -=  — 2 —  TT  —  n(y  —  ß) 

VII. 

a'2.  -  |-  -[(n'+l)  I  -  «(y  -  ^)]  -  n(y-/J)  ^  ^n 

und  aus  V.  und  VI.: 
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n'  -4-1 

^a»H-i  =  «(y  — rt +  y 2~^ 

vn. 

n*  -4-  1 

^Wi Y^^  -  Wy  -  i?)  -  ffl 

wo  n  and  n'  ganze  Zahlen  bedeuten  und  n*  so  gross  gewählt  werden 
mass,  dass  dün,  ^'an,  ^2n+i,  ^'2nf  i  <  lÄ  ist. 

Für  die  trigonometrische  Berechnung  der  Winkel  erhält   man 
ans  den  Gleichungen  III.  bis  VI.  die  Formeln: 

sin^  —  8inn(y  — /5)  cos  dg»  —  cos  n(y  —  /5)  «=»  8ind'2n 

sin ^4.1  —  sin [(n+  l)ß—nß]  sin^'n+i  —  [(^  +  l)ß  -  ^y] 

-  cos  [(n  + 1)/3]  -  ny]  -  COs[(n+l)y  -  nfl 


§  6. 

Bezeichnet  man  den  Winkel ,  welchen  die  in  Figur  1 .  nach  dem 
Teilpunkt  des  einen  Schenkels  gezogene  TransTersale  mit  dem  andern 
Schenkel  bildet  mit  f^i,  so  erhält  man  das  Kathetenpaar  nach  §  1. 
aas  den  Gleichungen: 

sin  2176  =  2  sin  17&  .  cos  17» 
COS2l2i  —  2cos'i76  —  1 

Ist  z.  6.  die  Hypotenuse  17  »  4*+l,  so  ist 

8in975    —    y-^  ,      COSiyl  «-  y^^ 


nnd 


15  15 

cos  21^6  ~  17  *^  ^^'^  y  17 

Die  pythagoreischen  Zahlen  heissen: 

17    8    15 


Stellt  a^m^'\-7^^  wo  m>n  ist,  eine  Hypotenuse •  dar ,  so 
werden ,  wie  man  auch  die  Grundzahlen  m  und  n  wählen  mag ,  ob 
grade  oder  ungrade,  sin  2^6  und  cos  2^»  ein  Kathetenpaar ,  das  aus 
relatiren  Primzahlen  zusammengesetzt  ist,  geben. 
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Angenommen,  m  und  n  sind  grade  Zahlen,  also 

m  «  2m'     und     n  «-  2n' 
dann  ist: 

sin  rib ' 


I. 


Vm^-f-n« 


II. 


m 

2  .  m  .  n         2m'  .  n' 
Sin2m  ^  — ö-i — öT  "■  — 7i~~i     Tft 

2m^  _  m^--n2  _  ^^^n^^ 

COS  2i?6  -  rü^Zj^*  —  1  —  „i«  +  n«  ""  m'^+n'» 


Nun  kann  der  Fall  eintreten,  dass  m*  and  n*  noch  grade  sind, 
dann  wird  man  die  Brüche  wieder  mit  4  ktlrzen  können,  his  schliess- 
lich m'  und  n'  beide  ungrade  Zahlen  sind  oder  nur  eine  eine  grade 
Zahl  ist.    Sind  m'  und  n'  verwandte  Zahlen,  also 

m*  =  m"p     und     n'  -«  n"p 
so  ist 

^  2m  p  .  n  p 

Bin  2ij6  :=  ^/^a  ^2  _Lr/»"2  ^a 

WO  nunmehr  m"  und  n"  relative  Primzahlen  sind. 

Sind  m"  und  n"  beide  ungrade,  so  geben  2m"  .  n'\  m"* — n"*, 
m"*-|-n"*  drei  gerade  Zahlen,  da  sowol  die  Differenz,  also  auch  die 
Summe  der  Quadrate  zweier  ungeraden  Zahlen  grade  Zahlen  geben. 
Kürzt  man  die  Brüche  mit  2  und  setzt 

sin  2ij6  =  - 
III. 

cos  2^i  =  - 

dann  ist  m"  ,  n"  ^  r  eine  ungerade  Zahl  und 

2         ""'"^  2 

eine  gerade  Zahl,  da  sowol  die  Summe  als  auch  die  Differenz  zweier 
ungerader  Zahlen  gerade  Zahlen  geben  und  sowol 


und  ihre  Anvoendmng  auf  dit  Teilung  dea  Kreisumfang»,  353 

— p-(»''-n'')    als  auch    (m"+n'0^^'-2"^ 

gerade  Zahlen  sind. 

Ist  von  den  beiden  relativen  Primzahlen  m"  und  n"  nur  n"  un- 
gerade, dann  ist 

ungerade,  da  sowol  die  Summe  als  auch  die  Differenz  zweier  Zahlen, 
von  denen  die  eine  ungerade  ist,  stets  eine  ungerade  Zahl  giebt. 

Man  erh&lt  hieraus  den  Satz: 

A.  In  welchem  Yerhältniss  man  auch  immer  den  einen  Schenkel 
im  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreieck  teilen  mag,  stets  ist  das 
Kathetonpaar  aus  zwei  relativen  Primzahlen  zusammengesetzt,  von 
denen  eine  ungerade  ist 

Aus  III.  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

Bin*iy6+cos*fy6  —  5  +  ^  "^  1 
oder 

/•  =  r«  +  «« 

Nach  Satz  A.  sind  r  und  s  als  relative  Primzahlen  zu  betrachten, 
Yon  denen  eine  ungerade  ist.  Es  ist  mithin  auch  t^  eine  ungerade 
Zahl,  da  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Zahlen,  von  denen  eine 
ungerade  ist,  stets  ungerade  ist.    Also  hat  man  den  Satz : 

R    Die  Hypotenuse  ist  stets  eine  ungerade  Zahl. 


§  7. 

1.    Sind  in  den  Gleichungen   §  6.  I.  97»   und  n   relative   Prim- 
zahlen, von  denen  nur  eine  gerade  ist,  so  ist 

t  =z  rn^  +  rfl 
eine  Hypotenuse. 

Die  Gleichungen  IL  §  6.  geben: 

sm«!^  +  cos  V  -  (;;i^qrn^,  +  (;;i^^^ 

Da  m  und  n  relative  Primzahlen  sind,   von  denen  eine  gerade 
ist,  80  müssen  auch  (2m  n)  und  (m^—n^)  relative  Primzahlen  sein; 

Areb.  d.  Math.  u.  Fliys.    2.  BeiLe,  T.  XV.  23 
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denn  wären  sie  dies  nicht,  so  müssten  sie  einen  gemeinsamen  Fact^or 

haben ;  also  müssten  dann  auch  m  und  n  verwandte  Zahlen  sein ;  A.1.^8 

aber  widerspricht  der  Yoraassetzung.    Nun  ist  2m  .  n  eine  gerskc3.e 

und  m^—n^  eine  ungerade  Zahl,  also  bilden  beide  das  Eathetenp; 

zu  der  Hypotennse 

t  =z  m^  +  n* 

2.    Sind  m  und  n  gerade  Zahlen,  also 

m  =  2m'    und    n  o»  2n' 
SO  ist 

2n'  n' 

smf/b  " 


2m*  m^ 

Erfüllen  m'  nnd  n'  die  Fall  1)  gestellte  Bedingung,  so  ist 

/  =  m'*  +  n'« 
eine  Hypotenuse. 

3.  Sind  m'  und  n'  verwandte  Zahlen,  ist  also 

m'  «  pm"     und    n'  =  p  .  n" 

wo  m"  und  n"  relative  Primzahlen  sind,  von  denen  eine  gerade       ^^^ 
dann  ist 

4.  Sind  m'  und  n'  ungerade  Zahlen,  also 

m'  «  2m"  +  1     und    n'  =  2«"  +  1 
dann  ist,  wenn  m*  >  n'  ist, 

2n"+l  ^  2n"+l 

sin  ^6  =*  y(2^q.T)2+(2n"+l)«       y W'«+W+4n"«+4n" 

-  ^S"i     WO  iV  -  V2m"*+2m'+2»"H2n"-^l 

ist  und 

2m"  +  1 
cosi?6«  -^Y2"~ 

Ferner  ist,  wenn  in  Figur  1 

AC  =  2m"  4-1,     CZ)  —  2«"  +  1    ist: 

^Z)  =  y(2m"  -J-  1)2  +  (2n"  +  1)*  «  iV V2 

und 

B2>  =  2(m"  -  n") 
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Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  Transversale  mit  der 
H/potennse  bildet,  mit  ^&,  so  ist  nach  dem  Sinnssatze,  wenn 

sin^^C  —  Bin4ö<^  —  V\ 
gesetzt  wird, 

V2.Ni  2(m*'  —  n")  «  Vi  :  sin i?«    oder 


ff*    —  n 


Nun  ist    ^a  -{~  <7&  =  ^^'    Also  ist 

8in(i7a  +  ^ö)  *=  Vi  —  sin  ija  .  cos  rfi,  +  cos  i?«  .  sin  ij6 

Werden  die  Werte  fttr  sirnj»,  COS17&  und  sini^»  eingesetzt  nnd  wird 
die  Gleichung  in  Bezug  auf  CO817&  aufgelöst,  so  erhält  man: 

N^  —  K  -  n")  (2m"  +  1) 

Nun  ist 

IN^   -  {m"  -  n-')  (2m"  +  1)]  -  (m"  +  n"  +  1)  (2n"  +  1) 

folglich  ist 

m"  +  n"  +  l 
II.  COS  1?a  —  ^ 

Da  2m"  und  2n"  gerade  Zahlen  sind,  so  können  m"  und  n" 
gerade  oder  ungerade  Zahlen  sein.  Nimmt  man  an,  dass  beide 
gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  sind,  dann  ist  immer  (m"  —  n") 
■gerade  und  (m"-|-w"4-l)  ungerade.  Ist  m"  gerade  und  n"  ungerade  oder 
amgekehrt  m"  ungerade  und  n"  gerade,  so  ist  (m"  —  n")  stets  ungerade 
(f»"+n"+l)  gerade.  Von  den  beiden  Zahlen  [m"'-n")  und  (m"+ 
n"-}- 1)  ist  in  jedem  Falle  die  eine  ungerade  und  die  andere  gerade. 

Aus  den  Gleichungen  I.  und  II.  folgt 

Sin'lja  +  COS«i;a  «  "^ -^ 1 '-^^ 1 

oder 

N^  «  (m"  -  «")8  +  (m"  +  n"  +  1)« 

Nim  könnte  noch  der  Fall  eintreten,  dass  beide  Zahlen  (m"  —  n") 
und  (m"  -f-^"  +  1)  verwandte  Zahlen  sind,  dann  muss  auch  N  den- 
selben Factor  mit  ihnen  gemein  haben.  Da  dieser  in  N^  eine  Qua- 
dratzahl sein  muss,  so  wird  stets,  wenn  man  die  Gleichung  III. 
durch  diese  teilt  und 

23* 
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^_^,.    (J!^l:z.-:i - ^.,    (-^"  +  ^'  +  1)* 

setzt,  wo  <^  den  gemeinsameD  Factor  bedeutet, 

sein.    Da  nun  m'^  und  n*"  relative  Zahlen  sind,  von  denen  eine    un- 
gerade ist,  80  ist 

JV'«  «  m**«  -f-  n**«  —  r 
eine  Hypotenuse. 

Aus  den  vier  Fällen  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  Hypotenuse  lässt  sich  in  die  Summe  der  Quadrate  zwel^er 
relativen  Primzahlen,  von  denen  eine  ungerade  ist,  zerlegen. 

§8. 
Da  jede  ungerade  Zahl  von  1er  Form  4p ±1  ist,  so  kann   i^man 

m  =  4p  ±  1     und    n  «  2/ 
setzen.    Alsdann  ist: 

/  «  ,»2  +  n«  «  4(42>«  ±  2|)  +/«)  +  1 

Nun  ist 

4p2  +  2p  «  2p(2p  ±  1) 

gleich  oder  grösser  als  null,  also  muss  {4^*  ±  2p -f- /*)  positiv  s^"*  ^• 

Folglich  ist  für 

4p2  ±  2p  +  ««  «  Ä; 

t  ^  U  +  1 
Also  hat  man  den  Satz: 

A.    Jede  Hypotenuse  ist  von  der  Form  4ä;+1. 

Nun  lassen  sich,  wie  in  der  Zahlentheorie  gezeigt  wird,  i^*^ 
Primzahlen  von  der  Form  4Ä:-f*l  oder  ihre  Producte  in  der  For^^ 
der  Summe  der  Quadrate  zweier  relativen  Primzahlen ,  von  den  ^" 
die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  darstellen.  Also  gilt  4^^ 
Satz: 


B.    Alle  Hypotenusen  sind  Primzahlen   von  der   Form   4i-h 
oder  Producte  aus  Primzahlen  von  der  Form  4fc+l. 


§  9. 

Da  nach  dem  Fermat^schen  Satze  eine  Primzahl  von  der  For 
4ib-|>l  nur  eine  Zerlegung  in   die  Summe  zweier  Quadrate   zalftss 


1 
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80  giebt  68  auch  nur  ein  Teiiverhältniss,   nach  welchem  man  den 
/Schenkel  Cß  teilen  moss,  um  das  Eathetenpaar  zu  erhalten.     Man 
erhält  somit  nur  ein  Hypotenusenwinkelpaar  ß  und  y^  und  da  sin  ß 
üDd  coBß  eindeutig  bestimmt  sind,  so  giebt  es  auch  nur  ein  Eathe- 
tenpaar. 

Für  eine  Hypotenuse,  die  eine  Potenz  einer  primzahligen  Hy- 
potenuse ist,  geben  die  Gleichungen  §  5.  IX.  ebenfalls  nur  ein 
Kathetenpaar. 

Aus  den  Gleichungen  §  4.  I.  geht  hervor,  dass  zu  einer  Potenz- 
hypotenuse noch  andere  Kathetenpaare  gehören.  Für  die  Hypote- 
uase  5^  heissen  diese  zum  Beispiel,  wie  sich  aus  §  3.  (3  a,  b)  und 
§  4.,  1.  ergiebt: 

1)  5»      237    3116 

2)  5*    1100    2925    oder    5«.  5^    52.44    5«  .  117 

3)  5*    1875    2500    oder    5*  .  5^    5* .  3      5*  .  4 

Hierzu  kommen  noch   zwei  Kathetenpaare,  die  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt  werden: 

5       2635 
sinl  /5  .^  -h  yu'  I  =  cos  fJ    .^  —  V.-   .  ^  «  -p- 

5  1680 


und 


nn^^5,  +90'j=cos^   5V"  5*"   '  5 
/ä336  ,    ^\  .    ^336  336     5 


8in(ß2^5+93)-cos/J 

(7  \  7  7      5^ 

^25  +  ^J^-'^°'^25^""25-  5^  =  ^ 


5  5« 

7        24     5J       3000 
25  "■  25  •  5»  "     5* 

5»  875 


53 


also: 


4)  5»    1680    2635    oder    5^  .  5^    336  .  5^    527  .  5^ 

5)  5»    875      3000    oder    bK  b^    7.5»    24 . 5» 

Die   Hypotenuse  lässt  somit  5  Kathetenpaaro  zu,   von    denen 

nur  1)  aus  relativen  Primzahlen  zusammengesetzt  ist.    Alle  anderen 

Kathetenpaare  bestehen  aus  verwandten  Zahlen,  von  denen  jede  sich 

zu  5^^  verhält  wie   beziehungsweise  jede  Kathete  zu  der  Hypotenuse 

in  Z^,  A»  A>  A«    Um  zu  beweisen ,  dass  zu  einer  Hypotenuse  a" 
5    ö*    5»  5* 

n  Kathetenpaare  gehören,  gebt  man  aus  von  dem  Satze  £^  §  3.  Nach 

diesem  geben  die  Formeln: 
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sin  n/3  ^smß\  (2  cos  ß)^'^ j—  (2  cos  ß)*"'^ 

cos  n|J  —  J  I  (2  cos  ß)*  —  ^  (2  cos  /J)»-2 

_^n^_3)^2cosiS)— -  +  .  .  .J 
das  Eathetenpaar  zu  A  9  das  aas  relativen  Primzahlen  zosamnti^ 


a" 


gesetzt  ist    Um  die  andern  (n  — 1)  Katheten  paare  zu  finden,   sc 
man  in  I.  für  pß  =  ±,  90®,  dann  ist 

sin  [  (n  — p)  i?  ±  90«]  —  sin  (n  —  p)ß 
IL 

COs[(n  -  i>/3  ±  90«]  •=  COS(n  —  p)ß 

Die  Formeln  für  sin  (n—p)/3  .  -^  und  cos(«--|))|5  .  —     bestimnci.* 
dann  für  p  »  0  bis  p  »  n  —  1  n  verschiedene  Eathetenpaare. 
Setzt  man  in  I.  pß  =  py^  so  ist 

sin  [(n—p)|5+py]  =  8in[(n  — 2p)|3+p^+py] 
und  da  pß-^py  •«•  p90«  ist 

sin[(tt-p)i3+py]  —  sin(»  — 2p)/Jcos(p90ö)+cos(n— 2p)/Jsinp90: 
Ebenso  ist: 

C08[(n — p)^  +py']  —  cos(n  —  2p)ß  COS  (p  90<>)  —  sin  (n  -  2p)/?  sin(p  9    ^ 

Ist  p  ungerade,  so  ist  cos(p  90«)  —  0  und  sin(p  90®)  =»  ±  1   c«^' 
man  erhält: 

sin  [(n—p)/?+py]  =»  +  cos(n  — 2p)lS 
cos[(n— p)  ß'\-py]  =  +  sin(n  —  2p)/? 

Ist    p   eine   gerade   Zahl,   so   ist,    da  cos(p90®)  =  71  ^^^ 
8in(p  .  90®)  «  0  ist, 

sin[(n— p)/5+py]  =  T  Bin(n— 2p)/? 
III  a« 

C08[(n— p)|54-py]  =»  T  cos  (n  —2p)/? 

Diese  Gleichungen  II.  und  III  a.  geben  dieselben  Eathenpaare  wie 
II ,  wenn  in  II  für  p  alle  geraden  Zahlen  von  2  bis  n  gesetzt  werden. 
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Ferner  ist,  wenn  pß  «^  —  py  ist, 

sin  \(n  —  p)ß  —py]  =  sin  (n  —p)  ß cospy  —  cos (n  —p)  ß  sin  py 
cos  [(n  — p)  /5  -  py]  -s-  cos  (n  — p)  ß  COS  py  •{-  sin  (n  —p)  ß  Bin  py 

Ist  /i  eine  gerade  Zahl,  so  ist: 

c6spy  —  cosp{9(fi-ß)  «  qi  cospß 

sinpy  —  sinp(90®—  /3)  =  ±  sinpß 
Also  ist: 

sin  [(«— p)/J— py]  «-  T  sin(n— p)/J cosp/?^ cos (n—p)/5  .  sinpß 

—  ^  sinnj5 
IV. 

cosf(n— p)/?— py]  =^  co8(r»— p)(5  .  cosp(5  +  sin  (»  —  p)/J sinpß 

—  4^  cosfiß 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,  so  ist,  da  cospy  =>  +  sinpß  und 
sin  py  =»  i  cospß  ist, 

sin [(n—p)ß—py]  «=  +  sin(n— p)ß  .  sinpß ^ cos (n-^)ß  .  cospß 

—  T  COSnß 

IV  a. 

cos  [(n—p)ß—py]  =  ±  C08(n  -p)ß  .  sinpß i sin (n—p)ß  .  cospß 

—  ±  sin  nß 

Die  Gleichungen  III.  und  lY.  geben  den  allgemeinen  Beweis  für  die 
Sätze  Ä  und  ^  in  §  4. 

Somit  sind  alle  möglichen  Zusammenstellungen  von  Winkeln, 
die  zn  Hypotenusen  niederer  Potenz  gehören,  erschöpft,  und  der 
Beweis  erbracht,  dass  zn  einer  Hypotenuse  a**  n  verschiedene  Ea- 
thetenpaare  gehören,  von  denen  nur  das  eine,  das  aus  den  Gleichun- 
gen I.  sich  ergiebt,  ans  relativen  Primzahlen  zusammengesetzt  ist. 


§  10. 

Sind  für  eine  primzahlige  Hypotenuse  die  Werte  von  sin  175 
und  cosfib  bekannt,  so  lassen  sich  aus  den  Formeln  für  sin ni;&  und 
cosntib  die  Grundzahlen  bestimmen,  deren  Quadratzahlen  als  Summe 
gesetzt  die  Hypotenuse  a**  geben. 

Ist    z.  B.    die  Hypotenuse   5^  in  die  Summe  zweier  Quadrat- 
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zahlen  zu  zerlegen,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  §  9.  I. 
Binvh  =  zT^  nnd  co8i}5=  r^: 

1.    8in5^6  =  -?'='    und    cosi^ft  «  — 


V3125  '  y3125 

Hieraus  folgt: 

41*         38* 
8in«5i?6  +cos«5i?ft  =  ^^^5  +  3125  ""  ^    ^^^^ 

1)    5«^ -41« +  38« 

Die  Formeln  für  sinnf76  und  cos  n^a  geben  nur  eine   Zerlegung 
Hypotenuse  a^  in   die  Summe  zweier  Quadratzahlen,  deren  Gru 
zahlen  relative  Primzahlen  sind.    Ausser  dieser  Zerlegung  giebt 
bei  einer  Potenzhypotenuse  noch  andere,  bei  welchen  die   Gru 
zahlen  verwandte  Zahlen  sind.    Diese  lassen  sich  bestimmen  aus 
Formeln  III.  §  9.,  wenn  man  /3  «  ^6  setzt.    Es  ist: 

sin  (n  —  2p)  1^6  «  sin  [(n  — ^)  1^6  — pi/ftj 
=  sin  {r^  —  p)  Vh  cos  prib  —  cos  (n — p)  1^6  sinpijft 

II.     cos  (n  —  2p)  1^6  =  cos  [(n  — p)  rib  —  pi?&] 

=  cos  (n — p)  fib  cos prib  +  sin  (n  — p)^ft  .  sinpi|6 

Für  die  Hypotenuse  5^  ist  n  =  5,  für  p  =  0  erhält  man  die  61* 
chungen  I.,  für  p  »  1  ist: 


Nun  ist: 


sin3i7&  =>  sin4^b  .  COS17&  ~  cos  41^6 .  sin  176 
cos  drib  =  cos  4f7&  .  cos  rib  -jr  ^^^  4i}6 .  sin  vb 

1  ,        2 

sin  1/6  -  ^,     cosi?6  —  ^ 

24  7 

sin4T^6  =    , — ,    cos4»7&  ««  — 


folglich 


y62ö'  y625 


•   Q  55  .  10 

sm  3tjb  =■  — ; ,    cos  3m  =     , 

y3125'  '         y3l25 

Es  ergiebt  sich 

2)    55  «55« +  10« 

Für  p  «  2  ist: 

sini^ö  »  8in3i76  •  cos 2175  -*  cosSip  .  sin 2 175 
cosjjb  «  cos3i76 .  COS 2716  +  sin3i?& .  sm2tjb 

Nun  ist  aus  III.; 
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yi25'  yi25 

femer  ist: 

4  3 


y25'  ^^"•'"'    y25 

also  ist: 

25  50 

"'^*'vür5'  '^^^^=yir5  ^^^ 

3)    5»  -  25«  +  50* 
Für  p  »  3,  4,  5  ergeben  sich  dieselben  Zerlegungen  wie  3),  2),  1) 

Um  zu  beweisen,  dass  es  für  eine  gerade  Zahl  x  p  =  ^und  für 

n  +  1 

eine  ungerade  Zahl  n  p  «  — ^  -  Zerlegungen  giebt,  setzt  man  in  den 
Formeln  II.  §  9.  ß=  rib  und  a  «  Va.    Es  sei 

Bm(n-^p)Vh    ,- :  «  -^L.  •   V= 

,    ,   yiip     »H-p    y^ 

dann  ist: 

8in«(n-|,)^5.^+C0S«(n-ph6- ^n^p  .  ^P =  ^ 

oder 

m.     o^i» .  oP  —  a*  —  ?u+p  .  oP  +  7*«n-p  .  aP 

Sollen  nun  die  Glieder  rechts  in  III.  Quadratzahlen  sein,  so 
mnss  oP,  da  die  Factoren  Qaadratzahlen  sind,  eine  Quadratzahl  sein ; 
dies  ist  nur  möglich,  wenn  p  eine  gerade  Zahl  ist.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Gleichungen  II.  alle  Zerlegungen  darstellen.  Ist  nun 
n  eine  gerade  Zahl,  so  geben  die  Gleichungen  II.  für  p  »  0, 1,  2,  3, 

.    .   •  ö— 'I9  also  Zy  Zerlegungen;   für  eine  ungerade  Zahl  n  geben 

W  *■"•  1  W"4~  1 

alle  Zahlen  für  p  von  0,  1,  2  bis  — ö~~'  *^^®  -^— Zerlegungen  von 
o**  in  die  Summe  zweier  Quadrate. 

§  11. 

Teilt  maii  im  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreieck  ABQ  den 
Schenkel  CB  harmonisch  im  YerhäUniss  2  :  1,  so  d^s9 
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BC:CD  =  BE:ED=  2:1 

ist,  dann  ist 

BC  ^  3  .  EB,     CD  ^  i    EB,    DE  =  \  ,  EB,     CjE:  «  2  .  E. 
Nach  dem  Pythagora;;  ist 


9  EB^  +  4  EB^  «  AE^ 
folglich  ist 

AE^  JEJBl/lä 
Ferner  ist 

mEAB  :  VI  «  EB  :EB  .^\^    oder 


-V\-Vl 


2  3 

Da  sin  CAE  —  -pr-.  und  cos  C-4-E;  —  —j=.  ist,  so  ist 

y  13  y  13 

sin(Wkl.  CM£;+Wkl.  JEJ^Ä)  ^i\ 

2  3  1  - 

hieraus  folgt: 

5  VJ 
II.  cos  EAB  =  -^- 

yi3 

Es  ist  dann : 

sin  2  Wkl  EAB  -  ^,    cos  2  Wkl  J5;^i?  -  ^ 

Da   13«  «  5«  +  12«   ist,  so  ist  2  Wkl.  EAB  ein  HypotenuBenwinkel 
von  '*A^;  der  andere  Hypotenusenwinkel  ist  demnach  2  Wkl.  CAE, 

18 

Um  zu  untersuchen,  ob  auch  Wkl.  DAE  die  Hälfte  eines  Hy- 
potenusenwinkels ist,  setzt  man: 

«ivLDAE  «  sin  (Wkl.  DAB  —  Wkl  EAB) 

ni. 

cos  DAE  =  cos  (Wkl.  DAB  —  Wkl.  -E^B) 
Nnn  ist  nach  §  1.: 

IV.  %ixiDAB  =  J/  2  •  y|     '^^^ 

sinCilD  =•  -p 

y5 
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2 

cos  CAD  «  -7^ 
Vö 

also   erhält  man  ans  der  Formel 

siu(Wkl.  CAD  +  Wkl.  DAB)  «  VJ  -  Vlcos DAB 
+-  2  Vi  .  Vi  .  V/J  die  Gleich.  V.  cos  DAB  =  3  VJ  .  VJ. 

Mittels  der  Gleichungen  L,  II.,  lY.,  Y.  werden  die  Gleichungen 
ffl-   ^ungerechnet  in 

1  8 

^^-  siniJ^JS«  -7-^    und     cosDAE  =  -7= 

y65  Vgö 

hieraus  folgt: 

VlI,  sin  2  DAB  —  ||        und        cos  2  DAE  =  |f 

00  OD 

Nun  ist 

65«  =  16«  +  63« 

also  ist  auch  2  DAE  ein  Hypotenusenwinkel. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

A.  Die  Transversalen  nach  den  Toilpunkten  eines  harmonisch 
geteilten  Schenkels  im  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreieck  bilden 
unter  sich  und  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  halbe  jHppotenusen- 
winkel  von  pythagoreischen  Dreiecken. 

Ein  in  §  18  aufgestellte  Tabelle  wird  diesen  Satz  bestätigen. 


§  12. 

Wie  die  Differenz,  so  ist  auch  die  Summe  der   beiden  Winkel 
JDÄD  und  ßAE  die  Hälfte  eines  Hypotenusenwinkels  von  A    Es  ist 

65 

sin(i>^B+  BAE)=:-T^ 

I. 

IcoslDAB  +  BAE)  =  -|. 

und 


n. 


56 
WiM2{DAB -^  BAE)  =^ 

33 
cos  2  {DAB  +  BAE)  —  ^ 
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Die  Gleichungen  IL  geben: 

65«  -  33»  +  56« 
mithin  ist   2  (DAB  +  BAE)  ein  Hypotenusenwinkel  von  •*A". 


Die    Hypotenuse    65   ist  ein  Prodnct    von   den    primzahlige 
Hypotenusen  a^  »*  5   und  02=  16.    Zu  ihr  gehören  die  beiden  zu- 
sammengesetzten pythgoreischen  Dreiecke,  wie  aus  II.  und  §  11.  YII 
sich  ergiebt,  «»/^m  und  '*^'^    Hieraus  lassen  sich  folgende  Satz 

65  65 

aufstellen: 

A.  Das  Product  zweier  primzahligen  Hypotenusen  a^  und  a^ 
ist  eine  Hypotenuse  eines  zusammengesetzten  pythagoreischeiB 
Dreiecks. 

B.  Zu  jeder  Hypotenuse,  die   ein  Product  zweier  verschiedenen 
primzahligen  Hypotenusen  ist,  gehören  zwei  Eathetenpaare. 

Femer  ergiebt  sich  aus  I.  und  §  11.  VI.: 

65-  4«  +  7«    und    65  -  1«  +  8« 

es  folgt  hieraui^  der  Satz: 

G.  Jede  Hypotenuse,  die  ein  Product  zweier  verschiedeneiB 
primzahligen  Hypotenusen  ist,  lässt  sich  zweifach  in  der  Form  der* 
Summe  der  Quadrate  zweier  relativen  Primzahlen  darstellen. 


§  13. 
Um    die  pythagoreischen  Dreieckszahlen   von        ^        aufzu 

suchen,  sind,  wie  aus  §  11.  Hf.  und  §  12   IL  hervorgeht,  folgende 
Formeln  anzuwenden: 

sin  (/Ja    ±  /^a  )  =  sin/Ja    .  cos /3a    +  COS /3a    .  sin/3a 

13  18  12 

L 

C0S(/5a    ±  /3a  )  =  COS /3a    •  C08/3a    ^  sin/3a     .  Siu /3a 

12  J  Z  Km 

oder  auch: 

sin  (i3a   ±  ya  )  —  sin /3a   .  cosy«^  ±  cos /3a   .  sin  ya^ 

COS  (/3a    ±  ya  )  ««  C0S/3a^  .  COS/«    ^    Siu /3a^  .  siu  ya^ 


Bin 
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oder    sm(ya±ßa)    und    cosCy«  ±ßa\ 

Im  1  a' 

^üp     ^    ist 
5.13 

I.  einzusetzen,  and  man  erhält: 

8in(ft  +  /J,3)  =  gg,    cos  (/55  +  ftj)  «  ß^ 

1)  *«£,"  :  65    33    56 
5.13 

Iß  ß^ 

8in(/J6  -  fta)  -  ßg,    cos  {ßs  -  ft,)  =  ^^ 

2)  «»A**  :  65    16    63 

«5 

hierzu  kommen  noch  ans  den  Gleichungen: 

13      52 

sin(/J6  +  9ö<>)  —  cos  /Jö  .  j^  «  ß5 

IQ       39 

COB(/J6  +  90»)  =  8ill^5.J^  =  65 

und  ans : 

sin(A,  +  90O)-co8ft,.|  =  ~ 

5       25 
cos(A8  +  900)  «  ^  sin  As  .  5  =  65 

die  pythagoreischen  Zahlen: 

3)  **A'*  :  65    39    52,        13  .  5     13    3    13  .  4 
5.13 

4)  6*A**  :  65    25    60,        5  .  13      5.55.  12 
5.13 


§  14. 

Ist  die  Hypotenuse  ein  Product  aus  drei  verschiedenen  prim- 
zahligen Hypotenusen,  so  wird  durch  folgende  trigonometrische 
Ausdrücke  die  Anzahl  der  Paare  der  Katheten,  die  relative  Prim- 
zahlen sind,  dargestellt: 
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2)  S\n[{ßa^+ßa^)'-ßa^]      Und      C08  [( /Ja^  + /J«^)  -  ft j 

3)  8iu[(/?«^  -  ßu^)  +  ßa^]      und      COS  [(/Ja,  -  ßa^)  +  ßa^ 

4)  8iD  [(ßa^  -  /3a^)  -  /J.J      und      COS  [(/?a^    ~  ßa^)  -  /JaJ 

Dies  sind  2^  Eathetenpaare. 

Ist  das  Prodact  aas  vier  verschiedenen  primzahligen  Hjrpote«' 
nasen  zasammengesetzt,  so  ist  ßa     zu    diesen   vier    verschiedeneiB. 

Winkelznsammensetznngen  je  einmal  mit  -|-  nnd  je  einmal  mit  — 
hinzuzufügen;  man  erhält  2' » 2^-^  Eathetenpaare.  Bei  eineici. 
Prodact  aus  fünf  verschiedenen  primzahligen  Hypotenusen  werdezB. 
2^  —  2^-^  Kathetenpaare  vorhanden  sein.    Es  ergiebt  sich  der  Satz  : 

A.  Eine  Hypotenuse,  die  ein  Product  aus  p  yerschiedenen. 
primzahligen  Hypotenusen  ist,  lässt  2p-^  verschiedene  Paare  vom. 
Katheten,  die  relative  Primzahlen  sind,  zu. 

Hierzu  kommen  noch  andere  Kathetenpaare,  bei  welchen  dl< 
Katheten  verwandte  Zahlen  sind.  Bei  einem  Product  von  zwei  prio». — 
zahligen  Hypotenusen  giebt  es  nach  §  13.  ausserdem  noch  zw^S 
Kathetenpaare.  Bilden  vier  primzahlige  Hypotenusen  das  Prodact^ 
so  stellen  folgende  Ausdrücke  die  noch  fehlenden  Kathetenpaare  dap 


ml 


II. 


^H(ßa     ±  ßa)  ±  ßaj  .  ^^      UUd      COS[(lSa    +  ßa)  ±  ßa]  .  ^-* 


«n[{ßa^  ±  ßa^)  ±  ßa^}  .  ^*      Und      C08[(/J„^  ±  ßa^)  ±  ßaj  •  J 
8in[(/J.     +  fia)  ±  ßa-]  .  ^      und      C06[(|J«    ±  ßa)  ±  ß„l  .  '^ 

O  4  1  €«2  9  4  1  Qa 

Siu[{ßa    ±  ßa)  ±  ßa]  .  J     Und     C08[(|Ja,  ±  ßa)  ±  (». J  •  ^ 

=  2«(1. 1.1  +  1. 1.1  +  1. 1.1  +  1. 1.1) -2«. 4 


sin  [ßa  ±ßa].    -*  .  "^    und 

•■1  "^  2^        «3        «4 


«2        «4 


Sin  [ßa     ±  ßaJ    .^.-^ 

LI       I  .       3J  ^^  ^^ 


und 


C08[/Ja     ±ßa]  ' 


<h 


a^ 


iir. 


«4 


C08[/J«  ,  ±  M  •  ^  •  5* 


sin  [ßa    ±  ßa\    .  -'  .    ^     und     C08[^a     +  /Ja  ]  .  "*  .    ^ 


a 
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-  2»(1  .1  +  1. 1  +  1. 1  +  1. 1  +  1. 1  +  1)  =  2». 6 

8in(/fa  )  .  ^  .    ^  .    ^^     und     C08(ffa  )  .    -»  .    ^  .    -* 
^»^  I        «2       «8       «4  ^         öj       «3       «4 

o;«/Ä    \      ^       "4        «1      „„.      ^^„,n    X       «3       «4       «1 

IT 

81D(pa  )  .  ~  .     ~  .    ~      und     COSfpa  ).  —  .—.— 
'^  3       «4        «4        02  3         04        Oj        «2 

^'^  4'     a,       «2      03  ^'^  4'      «1       «2      »8 

-  2*(1  +  1  +  1  +  1)  =  2®  .  4 

AuB  dieser  Zusammenstellung  ist  ersichtlich,  dass  die  Anzahl 
er  Eathetenpaare  in  IL,  III.,  lY.  gleich  ist  der  Anzahl  der  Gem- 
inationen ohne  Wiederholung  von  4  Elementen  beziehungsweise  zur 
ten,  2ten  und  ersten  Classe.  Wird  nach  Heis  die  Anzahl  der 
^HSombinationen  von  p  Elementen  zur  rten  Classe  ohne  Wiederholung 
durch  Cr{p)  bezeichnet,  so  kann  die  Anzahl  der  Kathetenpaare  auf 
folgende  Weise  angegeben  werden. 

Zu       A       gehören: 
«I  «8  03  04 

(2®  .  C(4)  +  2«  .  C(4)  +  2« .  q4)  +  2»)  Kathetenpaare. 

12  8 

^^ach    demselben   Bildungsgesetz   giebt  ein  Product  von   fünf  prim« 
^ahligen  Hypotenusen: 

2«  .  C(5)  +  2> .  C(6)  +  2«  .  C(5)  +  2»  .  C(5)  +  2*  Kathetenpaare 

12  8  4 

Sieraos  ergiebt  sich  der  Satz : 

B.    Zu  jeder  Hypotenuse ,    die  aus  einem  Producte  von  p  ver- 
schiedenen primzahligen  Hypotenusen  besteht,  gehören: 

V,     2^C(p)  +  2iC(p)  +  ^*C(p)  +  .    .    .  +  2P-2   .    C(;))  +  2P~i 
I  2  3  «-1 
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Kathetenpaare.    Die  Katheten  von  2P''^  Paaren  sind  relative  Prim- 
zahlen, die  der  tlbrigen  nicht 

Setzt  man  in  I.  bis  IV.  ßa  '^  v^  ^  ßv  '^  Vh  y  ßa  ^t^h^ßa  » 

m     und  aj  «  Vai,  a,  —  Vo,,  a^  —  Vctj,  a^  «-  Voi,   so   l&sst  sieh 
aaf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  10.  der  Satz  beweisen. 

C.  Eine  Hypotenuse,  die  ein  Prodact  ans  p  verschiedenen 
primzahligen  Hypotennsen  ist,  lässt  2p~i  verschiedene  Zerlegungen 
in  die  Summe  der  Quadrate  zweier  relativen  Primzahlen  zu. 

Mehr  als  21»-^  Zerlegungen  sind  nicht  vorhanden,  da  ein  Pro- 
duct  aus  reinen  Primzahlen  niemals  eine  Quadratzahl  giebt. 


§  15. 

Um  die  Anzahl  der  Kathetenpaare  von  A 

Ol»»  .  oj»* .  os^  .  .  .  aU 
zu  bestimmen,  ist  es  zweckmässig,  wieder  von  einem  einfachen  Bei- 
spiel auszugehen,  um  aus  diesem  dann  den  allgemeinen  Satz  abzu- 
leiten. 

Angenommen,    es    sei    die    Anzahl    aller   Katheteupaare   von 
^  zu  suchen.    Nach  §  14.  stellen  folgende  Ausdrtlcke: 

a)    sin[(/3a^  +  2/3«^  +  3i5aJ    und    cos[(i5a^  ±  2/3«^  ±3/?«^] 

die  vier  Kathetenpaare  dar,  in  denen  die  Katheten  eines  jeden  Paares 
relative  Primzahlen  sind.  Ferner  werden  folgende  Zusammenstel- 
lungen je  vier  Kathetenpaare  geben. 

b)     Sin[r/3a^  ±  ßa^)  ±  \]  .  ^  und  C08[(/J«,  +  ßa;^  ±  ßa;\  .  ^ 


«^         j  rro        L    ox?     X  L  «z>  -1      ^ 


I. 


C)      Siul(ßa^±2ßa^)±2ßa^'\  .  -    UUd  COsKj^«^  +  2ßa^)±2ß^-] 

d)  Sinlißa^   ±  ßa^)±2ß.^-]  .  ^^    ^  und  C0H[(ßa^±Ja^)±2fl,^] 

e)  Sin[(ßa^  ±2ßa^)  ±  ßa^^l  .  ^  UUd  C0s[(ßa^±2ßa^)±ßa]   •  % 
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I. 

f)     8iB[(/^a^  ±ßa^  ±  ßa^    '    X'    ^  °°^  COS[(/?a^)  ±  ßa^  ±ßa^ 

Dies   sind  alle  Zusammenstellangen  von  den  drei  Winkeln  (ßa  ,  ßa  , 
/?a  ).     Es  ergeben  sich  hieraus: 

2«(1  .2.3)  Kathetenpaare. 

Stellt  man  nur  zwei  Winkel  {ßa  ,  ßa  ),  (/?a  ,  ßa  ),  (/?a  ,  ßa )    zu- 

Baxnmen,  so  geben  folgende  Ausdrücke: 

a)  sin[/?«   ±  2/?a  1  .  ^%  und  co8[/?a    +  2/?«  ]  .  ^^ 

b)  sinr/?a   +  ^a  1  .    -  .   — s  und  cos[^»  +  /?«].--.   ^ 

=  2'(1  .  2) 

2  2 

c)  siuOa   +  3/?«  ]  .  %  und  cos[^ai  ±  3/?a  ]  .  ^2 

d,     sinD»«^  +  2<»g  .  J* .   J^  und  co8[^«, +i2U„J  .  ^  .  J^ 

e)     sinu^a^  +^«3]  .    -2  .   A,  und  cos[>a^  ±  ^«J  .  -2  .   -^ 
^-  «  2^1  .  3) 

f>     sin[2/?fl    +  3/?«  1  .  ^  und  cos [2/?«   +  2/?a  ]| .  - 

t)    8in[2^«,  ±  2/.«;  .  «;  .  I  and  co8[2^«^  ±  2^«J  .  ^  .  ^J 


i)    8in[/»«  ±  2/?„  ]  ■   "*  .   J*  •   J  und  co8[/?„   ±  2(»a  ]  . 

a  S  1*1^         (»2         ^3  *  ** 


O,         02         Oj 

«1   *     «2  *     ^3 
2 


2  a        a  ' 

k)     sin(2iya   +  /?a  ]  .  - '  .   — 2  und  cos[2/?a    +  2/Ja  1  .  ;,^   -^ 

2 


«j         «2        ^3^ 


•  .  •  1 

^1        ^2        ^' 

=  2H2    3) 
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also  im  ganzen  —  2^1  •  2i-f- 1  .  3  -j-  2  .  3)  Eathetenpaare.  Es  bleibet 
noch  übrig: 

a)    8iii(/?.^) .  -,.  J,  und  co8(/».^)  •  ^  •  ^, 

b)     än(2ßa)  .   ^  .    ^I  UDd  C08(2/»„ J  .  -»  .    ^, 

C)     8in(/?.  )  .    -'  .    ^  .    ^1  und    C08(/Ja  ) .    ^  .    ^  .    ^! 

2  2 

d)  siniSßa^)  .  ^  .  ^,  und  C08(3/?a,)  •  J|  .  ^5 

e)  sin(2/?a  )  .  5  .  ^8  ?  und  C08(2/?a  )  .  -^  ^I .  ^' 

»         «1        «S       «8  8        «1        «S  <»• 

f)  sin(/?a  )  •    -  .   -^  •    -S  and  cos(ßa  )  .  -^  .  ^  .   -^ 
=  2*(1  +  2  +  3)  Kathetenpaare. 


in. 


Man  erhält  also  für      A 

20(1  +  2  +  3)  +  21(1  .2  +  1.3  +  2.3)  +  2«(1  .  2  .  3)  =  ß 

Eathetenpaare  und  allgemein  für         A 

a»»i  a^^  a^g 

2^(m  +  n  +  o)  +  2^m    n'\'m,0'\'n.o)'\'  2*(m  .  n  ,  o) 

Kathetenpaare.     Man   sieht    hieraus,   dass   die  KlammerausdrilcJ 
Gombinationen    ohne    Wiederholung    der    Exponenten   zur  erst^  ^^i 
zweiten  und  dritten  Glasse  sind.    Bezeichnet  man  die   Summe   d^^^ 
Producte,  die  man  erhält,  wenn  man  die  rte  Classe  der  Combination^^'i 
ohne  Wiederholung  Ton  p  Elementen  bildet,  mit    £C(p)y  so  kac»^ 


die  Anzahl  der  Kathetenpaare  zu        A        folgendermassen  darg< 

ä^i  a*^2  ^°3 
stellt  werden: 


20^C(3)  +2*^C(3)  +  2*SC(3) 

1  2  8 

Nach  demselben  Bildungsgesetz  erhält  man  nun  zu  einer  Hypote 
nuse,  die  ein  Product  aus  vier  verschiedenen  Hypotenusen  ist, 

2»2:c?(4)  +  2^jC{i)  +  2^ZC(i)  +  2»J'C(4) 

12  3  4 

Kathetenpaare.    Hieraus  folgt  der  Satz: 


» 
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A.  Zn  jeder  Hjpotennse ,   die  aus  einem  Prodact  von  p  rer- 
schiedenen  Potenzhypotenosen  besteht,  gehören 

2^i:C(p)  +  2^£C(p)  +  2*2C(p)  +  .   .   .  +  2P-^2C(p)  +  2P-^2C(p) 

1  «  8  j>— 1  p 

verschiedene  Eathetenpaare.    Die  Katheten  von  2^-^,  wie  aus  la. 
hervorgeht,  sind  relative  Primzahlen,  die  der  tlbrigen  nicht 

Ist   die   Hypotenuse    ein   Prodact  aus    primzahligen   Hypote- 

jsnsen ,  so  sind  sämtliche  Exponenten  gleich  1   zu  setzen.    Dadurch 

werden  auch  sämtliche  Producte  gleich  1,  ihre  Summen  also  gleich 

ilirer  Anzahl  C{p),    Es   ergiebt  sich  daraus  der  schon  in  §  14.  be- 

'W^iesene  Satz  A. 

Die  Zusammenstellung  der  Sinusse  und  Cosinusse  in  L,  IL,  III. 
^^igt   nach  der  Beweisführung  in  §  10.,  dass  nur  la.,  wenn 

Pa^  «-  1?6,       2ßa^    =  2flh^,     3ßa^  —  Sfjh^     ist, 

^^^  Anzahl  der  Zerlegungen  der  Hypotenuse  in  die  Summe  der 
Q^^drate  zweier  relativen  Primzahlen  liefert.  Hierzu  kommen  noch, 
^ie  aus  le,  II c,  II e.  ersichtlich  ist,  Zerlegungen,  von  denen  eine 

jede  aus  verwandten  Zahlen  zusammengesetzt  ist.     Mithin  hat  man 

den  Satz: 

B.  Jede  Hypotenuse,   die  ein   Product  aus  p    verschiedenen 

^otenzhypotenusen  ist,  lässt  ausser   den  2p-^   verschiedenen   Zer- 

^cgUBgen  in  die  Summe  der  Quadrate  zweier  relativen  Primzahlen 

noch  andere  Zerlegungen  zu,  von  denen  eine   jede  aus  verwandten 

ZaUen  zusammengesetzt  ist. 


§  16. 

Im  allgemeinen  lassen  sich  aus  den  Grundzahlen  der  Zerlegungen 
der  Hypotenuse  alle  zu  ihr  gehörigen  Eathetenpaare  finden.  Von 
dieser  Regel  macht  die  Hypotenuse  a^  eine  Ausnahme ;  sie  hat  zwei 
Kathetenpaare  z.  B. :  (25«  —  7«  +  24»  «  15«  +  20') ,  aber  nur  eine 
Zerlegung  (5*  —  3*  +  4*),  aus  der  auch  nur  ein  Kathetenpaar,  näm- 
lich (25*  —  7*  +  24*)  gebildet  werden  kann.  Um  das  andere  fOr 
5*  anfEustellen,  hat  man  die  Quadratzahlen  der  Zerlegung  mit  5*  zu 
mnltipliciren,  also: 

5«  .  5*  «  3«  .  5«  +  4«  .  5«  -  15  +  20« 

Dass  die  vorstehende  Regel  sonst  allgemeine  Giftigkeit  hat,  soll 
an  den  beiden  Beispielen  1)  a  =  5  .  13  .  17,  2)  a  «=  5' .  13  gezeigt 
werden. 


1 
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1.  Ffir  5  .  18  heissen  nach  §  12.  die  Zerlegungen  5  .  13  =  4' 
+  7»  —  1«  4-  8».  Die  Hypotenuse  17.  hat  die  Zerlegung  17  =  1 
4-  4*.    Setzt  man 


1/65  ^"^^^^       y65 


smiyt    —  -7=  cos  176 


1/17  '"^        1/17 

in  den  Formeln  fQr 

sin(iy5  ±  Vh")    und    cob(i7&    +  1^") 
sin(«y6'  ±  i^ft")    und    co8(iy6'  +  W) 

so  erhält  man  die  vier  Zerlegungen  von    a  «  5  .  13  .  17;    nämlich 
es  ist: 

23  24 

8ln(i}&'   ±  V  =■     /,       ^     —  C0S(iy6'  —  1|>)  = 


1/5  .  13  .  17  '^       l/ö  .  13  .  17 

und  aus  der  Formel 

%m\ifih  +  VO  +  cos«(t  6  +  tfl!')  «  1) 
folgt 

a»  -  23«  +  24«  =  9«  +  32«  =  12»  +  31*  «  4«  +  33« 
Zur  Abkürzung  dienen  folgende  Bezeichnungen: 

1/5  .  13  .  17  =  JV.    Es  ist  dann: 
sin2p'  =  asin^'cos/  —  -jj^ 

I. 

47 

cos2p'  =  2cos(>'*— 1  —  ^ 

ebenso  ist 


und  ihre  Anwendung  auf  die  Teäung  des  KreUum/anga, 


373 


576 


8m2^''-^,    sin2e 


744 


264 


Ja. 


cos  2e"  -  ^,    cos  2e"  -  ^ ,    cos  2e""  -  -;^- 


'«»' 


Um  die  andern  Kathetenpaare  za  finden,   combinirt  man  q'^ 
^"p""  in  folgender  Weise: 


IL 


sin(e'  ±  ^  )  =  sine'cosp"  +  cose'sinp"  —  ;^>    —  j^ 

/  /  I     jvv  f        ff  I    ...     /»       561  975 

co8(^' ±  p")  —  cos^  cosp  ±8inp'8inp   =  ^,    —  -^ 


wo  der  zweite  Wert  fflr  das  untere  Zeichen  gilt. 


Ebenso  ist: 

8in((>'  ±  p-'j  = 
8in(p'  ±  r')  = 


IIa. 


8in((»"  ±  q'')  = 
8in(e"  ±  O  - 


1001 
855, 

663 
169 
272 


425 
663, 


C08(p'  ±  p'") 


468 


cos(p'  ±  9*")  -700, 


1020 

-884 


105  .  ,,   ,     ^.       884 

jy2,      C08(e     ±0  =  ^J,      - 

468  ,  ,,   ,     „„        1042 

jy,  ,     cos(p"  ±  p'"0  «   ^  , 


1100 
1020 


Die  Gleichnngen  I.  nnd  la.  geben  vier  Paare,  deren  Katheten 
relative  Primzahlen  sind,  IL  und  IIa,  geben  zwölf  Paare,  von  denen 
Dor  neun  verschiedene  sind.  Die  Kathetenpaare  zur  Hjpotenuse 
a  —  5  .  13  .  17  sind  demnach: 


1105«  -  (5  . 

.  13  .  27) 

1 

1) 

-     47«  +  1104» 

2) 

-576«+    943« 

3) 

-    744»+    817« 

4) 

-  264»  + 1073« 

5) 

-    952*4-    Ö61« 

6) 

—  520«  +    975« 

7) 

-  1001«  +    468« 

8) 

=.  425»  +  1020« 

9) 

-    855»+    700« 

10) 

»-  663«  +  884« 

11) 

—    wie  10) 

12) 

=  105«  +  1100« 

13) 

-    169« +1092« 

14) 

«-    wie  8) 

15) 

-  272»  +1071» 

16) 

-    wie  6) 
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also  dreizehn  Torschiedene  Paaro,  wie  viel  nach  §  14.  III.  vorhanden 
sein  sollen. 

2)    Um  die  Zerlegungen  za   a  »  5' .  13  zn    erhalten,   benutzt 
man  diese  von  5  .  13  und  5.    Man  setzt  wieder  wie  oben: 


"^^  "*     y65 

cos,»        ^^ 

.    1      1 

sin  «4      =  -; — 

'          y65 

''''"''  ~y65 

.      „         1 
8in«t    —  -7— 

ys 

2 

cos  m     —  -^ 

in  den  Formeln  für 

sin(i?i    ±  V)    ^^^    cos(iy6    +  rib") 
sin(V'  i:  ^&')     ^T^^    cos(^6''  +  176') 
und  erhält: 

15 


sin(i?6  +  ijft")  «=■  sin  p' 


cos(i?6  -}-  flb")  —  cose' 


sin(i?&  —  fih")  =  sin  p"  = 


coBirjb  —  176")  —  cos  (>" 


t/325 

10 
y325 

1 
y325 

18 
V325 


sin(i;6"  +  Vb'  «=»  cos  ^',    cos( V'  +  ^&')  ""  sin  (>' 
8in(i?&"  -  i?60  «  sin  p«^  =  -^      co8(V  -  V)  -  cos  e"'  =y-== 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  Zerlegungen: 

a»  -  5«  .  13  -  1«  +  18«  «  62  -f  172  -  15«  +  10«  =  (5«(3«+2»)) 

Nun  ist: 

sm  2p'  «  ^,         sin  ^Q    -  ^2         «»  Sp«'  -  ^, 

125  ^  „      323  .  „.        253 


cos  2p' ^2       cos  2p"  -  ^,     cos  2p«' 


N^ 


und  ihre  Anwendung  auf  dU  Teilung  des  Kremmfange,  375 

•  /._L   f.x        280      260        ,  ,  .     „.       165       195 

.,,,„,       316        196       ,  ,u.m        ^       260 

'   ,  n^     m^       125  91         ,  ,,   ,     «,,       300       812 

Man  erh&lt  im  ganzen  acht,   aber  nor  sieben  verschiedene  Paaro. 
Die  Katheten  von  zwei  Paaren,  nämlich: 

(6«  .  13)«  =  36«  +  323«  =  204«  +  263« 

sind  relative  Primzahlen;  die  Katheten  der  anderen  verschiedenen 
Paare,  nämlich: 

(5«  .  18)«  -  125«  +  300«  -  165«  +  280«  -  260«  + 195«  =  80« 

4-  315«  =  91«  +  312« 

sind  verwandte  Zahlen;  dies  sind  alle  Kathetenpaare',  welche  der 
Satz  A.  I  15.  verlangt 

§  17. 

Um  zur  Bildnng  der  Paare,  in  denen  die  Katheten  verwandte 
Zahlen  sind,  nach  Regeln  anfzustellen,  sollen  im  nachstehenden  die 
Paare  nochmals  flbersichtlicher  aufgezählt  werden.  Links  von  einem 
jeden  Paare  steht  der  gemeinsame  Factor  desselben  und  rechts  stehen 
die  nicht  gemeinsamen  Factoren,  die  Katheten  eines  andern  pjtha- 
goreischen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse,  die  daneben  rechts  in 
Klammern  angegeben  ist,  aus  einer  geringeren  Anzahl  derselben 
primzahligen  Hypotenusen  gebildet  ist  als  die  Hypotenuse  N.  Neben 
einem  jeden  aus  der  Summe  der  Winkel  gebildeten  Kathetenpaare 
steht  rechts  das  aus  ihrer  Differenz  gebildete  Kaihetenpaar. 


1) 


^'- 

9" 

17   952 

56 

65 

520 

8 

561 

(65) 
33 

975 

(17) 
15 

13  1001 

77 

85 

425 

5 

468 

(85) 
36 

1020 

(13) 
12 

5   855 

171 

221 

663 

3 

700 

(221) 
140 

884 

(5) 
4 

21   663 

3 

5 

105 

21 

884 

(5) 
4 

(221) 
1100  220 
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2)    5 


6« 


13 

169 

13 

85 

425 

5 

1092 

84 

(85) 

1020 

(13) 
12 

17 

272 

16 

65 

520 

8 

1071 

63 

(65) 

976 

(17) 
15 

) 

280 

56 

65 

260 

4 

165 

33 

(65) 

195 

(5) 
3 

i 

315 

63 

195 

3 

80 

26 

(65) 

260 

(5) 
4 

t 

125 

5 

13 

91 

7 

300 

12 

(13) 

312 

(5«) 
24 

Die  Sätze,  die  sich  aas  dieser  Zusammenstellang  ergeben,  sind: 

A.  Der  gemeinsame  Factor  eines  Kathetenpaares  ist  entweder 
eine  primzahlige  Hypotenuse  oder  ein  Prodnct  ans  zwei  oder 
mehreren  primzahligen  Hypotenusen  -,  die  nicht  gemeinsamen  Factoren 
bilden  ein  Kathetenpaar  zu  einer  Hypotenuse  aus  den  noch  übrigen 
primzahligen  Hypotenusen. 

B.  Das  Prodnct  aus  dem  einen  in  dem  andern  gemeinsamen 
Factor  der  aus  der  Summe  und  der  Differenz  der  Winkel  gebildeten 
Kathetenpaare  ist  gleich  der  Hypotenuse  der  Kathetenpaare. 

C.  Die  nicht  gemeinsamen  Factoren  von  je  einem  aus  der 
Summe  und  der  Differenz  der  Winkel  gebildeten  Kathetenpaare  zur 
Hypotenuse  N  geben  die  Paare  zur  Hypotenuse  Ny  deren  Katheten 
relative  Primzahlen  sind,  wieder.  Wählt  man  z.  B.  die  Katheten  56 
und  33,  8  und  15,  so  erhält  man  nach  den  Formeln  für 

^HßB6±ßn)    und    cos(Pes±ßn)i 
^Hß$s  +  ßn)  "■  17765"  cos(/J65  +  ft^)  «  ^^      ^^ 


also 


•  //?         a  \  576  ,^         ^  .  943 

8in(ft5  ~  At)  «  yrröb  ^^«(^«^  -  ^")  -  177-65 

(17  .  65)«  =  1104«  +  47«  -  576«  +  943« 


Auf  diese  Weise  werden  alle  Paare  gefunden,  die  sich  sonst  aus  den 
Formeln  für  sin  2^  und  cos  2p  ergeben. 


! 


und  ihre  Anwenduny  auf  die  7 eilung  des  Kreisumfanys.  377 

§  18. 

Unter  Zugrandelegnng  der  Figur  2  ist  im  nachstehenden  (I) 
eine  tabellarische  Uebersicht  derjenigen  halben  Hypotenusenwinkel 
von  pythagoreischen  Dreiecken  trigonometrisch  berechnet ,  welche 
die  Transversalen  nach  den  Teilpankten  des  in  2  bis  8  gleiche  Teile 
geteilten  Schenkels  BC  mit  dem  Schenkel  AC  bilden,  und  (II) 
eine  andere  deijenigen  halben  Hypotenusenwinkel,  welche  die 
Transversalen  nach  den  Teilpunkten  des  im  Yerhältniss  2:1  bis 
8  :  7  harmonisch  geteilten  Schenkels  BC  mit  AC  bilden.  Neben 
Jedem  halben  Hypotenusenwinkel  steht  der  Sinus  des  ganzen  und 
daneben  rechts  die  Bezeichnung  des  entsprechenden  pythagoreischen 
Dreiecks. 

Die  trigonometrische  Berechnung  der  Winkel  ist  ausgeführt  nach 
der  siebenstelligen  Logarithmentafel  von  Yoga. 

I. 
CBiADBD^    sini/i  t?&  sini?»      A 

1  /T  76"        4       *A* 

2:1      2»  +  l    -    5  J/i    26''33'54^      ^        9 

2  IQ"       12        ^^/\^ 

3:1      92  +  2«  =»  13  ^    330  41'  24  -^      ,^  is 

yi3  79        13 

3:2      3«  +  1«  =  10  J/j-Q  18.  26'    5  ^3^-      -^  ^ 

3  9"     24      **A^ 

4:1      42+ 3«- 25  I        36«  52' 11     -fj/.g  tt 

1  /l  76"      4       *A2 

4:2      4«  +  2*  =  20  (/ J    260  38'  54    ^  ^        ^ 

l/T  405"     8     i^A* 

4:3      4« +1«=  17  [/^  140    S'lOgjg-     17       ^ 

4  80"      40     *<>A^ 

5:1     5«+4«  =  41^^    38»39'35263     ^j        if 

Q  61"      16      ^^A® 

5:2      ö«  +  3»-34-||    30»  57' 49  jj^      j^        ^ 

2  .       20"      20     2iA«o 

5:3     5«  +  2«-29^g    2l048'    5^3     ^9        9 

1  /l  795"    5       ^*A* 

6:4     5«+l«-26)/26ll0  18'35j^3    j3       ^ 
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5  20"    60      WAll 

^t-    390  48' 20    1-3   g       A 


6:1      3«  +  5«  =  61  -y--    390  48'  20    i^    ^        ei 


2                          19"  12  "A* 

6:2     0«  +  4«-52-f=.    33M1' 24    i^  ~  ii 

*                  Vl3                       79  IJ 

l/i                        76"  4  *A« 

6:3      6«  +  3«-45[/J    26«  33' 54    ^  |  & 

6:4      6»  +  2»  =  40  |/j^  180  26'    5  g^'  |  *4' 

6:5     6«  +  l»-37|/^    9027'44gi-  i|  ^i^ 

6  171"  84  "A" 
7:1      7«  +  6*-85^    40*36'    i^  ^  Ve 

f^                                      ^ft"  ^  86  AIS 

7:2     7^  +  5«- 74  A     36.32' 15    g-  g  ^ 

4                                    911"  56  56  a  88 

7:3      7«  +  4«=65^    29«  44' 41  ^  g^  ^ 

7:4      7»  +  3«  =  58    A  230 11' 54  ^-^p  -^  9s 

9                                   ^14."  28  *5  AM 

7:5      7»+2«  =  53    ^^  150  56' 43  ^  ^-3  9s 

l/T                    274"  7  "A^ 

7:6     7«+l    »ÖOJ/^Ö    8»    7' 48737-  ,-5  ^ 

7  1"     112  »»«A" 
Ö  :  1     8«  +  7«  =  113-74=  41»  11'    9  i-     :-^  li» 

yil3  3       113 

1                           9"  24  '*A^ 

8:2     8« +  6« -100^        36«  52' 11  ^  ^  ^ 


5_     „,  ,  „  127"    80     ««A" 

y89 


8:3     8«+5»-    89-^  32»   C  19  3-3J-    gg        "^ 


8;4     8»  +  4»-    80]/l   26«  33' 54   gj      ^ 


76"      4       «A» 
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3  433"  48  WA*« 

8:5     8»  +  8»=   73^.^  ,0« 33' 21  J-|- g  4 

1  405"    8  **A' 

8:6      8«  +  2«-    68^^  14«    2' 10  gj^  §  4) 

1  25"  Iß  WAi« 

8:7     8«  +  !«-.    65^^  7»    7-30    ^^  ^-^  9 


(11) 

CB:EB='  CE:  ED  AE*  aiü  tu  m                 sin  2ijb  A 

6:     3-    2:1      4.    10  )/I  180  26'    5|i^  |     '^' 

l/i  76"  4     *A» 

6:     2-3:1      9.      5  (/g  26«  33' 54   j^i  5       ^ 

1  /1~  795"  5     ^*A* 

15:    10=    3:    2     9.    26  J/äg  11«  18' 35   ^^53  £3       » 

3  61"  15    ^*A® 

20:    15  «12:   3    16.    34  -7p-  30»  57' 49     fjy  £7       *? 

l/T  .      ,    .    515"       3     4^8 

6:3—2:1      4  .    10  ^  j^  18^  26'    5   ^^       ^       5 

1  /T  274"  7     **A^ 

28:    21-    4:   3   16.    60  |/^  8^    7' 48  ^-^  25       ^ 

15:     3  -  10:    2    25  .    13  -^.  33«  41'  24  ,=q-  77.       is 

yi3  79  Id 

3  456"  21    **A*^ 

35:   14  =  15:  6    26.    58-^  23M1' 54  49J-  ^9       "^ 

i  /T  405"      8     i'^A* 

20:    12-    5:    3    25.    17  (/j^  14«    2' 10  gj^  j^       17 


Vh 


261"      9    *®A' 
45:  36  =   5:   4    25  .    82  1/  ^       6^  20'  24  3^      41       ** 


5  38"     35    3^A** 

42;     7-    30:  5    36.    74  -r.^     35»  32' 15    ^     37       »T 
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1  /l  76"  4      4A' 

6:     2«      3:    1      9.      5[/i       26«  33' 54     421        5      ^ 


6:     3=      2:    1      4 


15:    10=     3:    2     9  .    26 1/ -7;     IIM8' 35 


1/1  2187"  11  «OA" 

66:    55=      6:   5    36.  122  [/j^     ^®  ^^' ^^  2317"    61  ^ 

3  9"   24  **A7 

28:     4-    21:   3    49.    25       g  36«  52' 11        ^^  ^  ^ 

5  ^      ,           211"    45  ^öA** 

63 :   18  =    35 :  10   49  .  106  -7=  29«    3'  16     l„^    rx  ^ 

yi06  379     53 

35:    15«    14:   6    49.    29-7=.  21^48'    5       ^   ~  ^ 

y29  263   29 

3  1ß7"     ^^  56A8> 

77:   44--    21:12    49  .  130 -7^  15«  15' 18     ^    ^  65 

yi30  386     60 

l/T  151"   12  '^A'* 

42:   30=    7:     5    49  .    37|/^^  9<>  27' 44     J^    I7  37 


r   170 


91 :    78  =    7  :      6    49  .  170  [/  ^-^^  4«  23'  55     ^-^  ^  ^ 

7  25"  63  53/\t8 

72:     9-56:     7    64.130-^=  37®  52' 29       ^7=-  ^^  «5 

Vl30  ^7    65 

20:     5=    12:    3    16.    34-?=r  30«  57' 49       ^^  17 

y34  117  17 

5  111"  55  55 A** 

88:    33«    40:15    64.146-7=:  24<>26'38"     7^   ^^  7» 

yi46  463    73 


6:      3=      2:     1      4.    loj/^     18«  26'    &     g|f     ^      "^ 


515"    3     *A' 


3  571"   39    ^/\^ 

104:    65-    24:    15    64.178-7=    12«  59' 40     ^    ^5       »^ 

Vl78  912     89 


uhJ  ihre  Anwendung  auf  die   Teilung  des  Kreisumjangs,  381 

1  /T             •            274"    7  ^*A^ 

28:    21-      4:    3    16.    50  J/ ^^      S»    7' 48     ^3^   ^^  w 

120:105-    8:   7    64.226[/22e    3M8'  50     ^  jjg  m 


Vergleicht  man  den  Hypotenasenwinkel ,  den  der  einfachen  Tei- 
ler 7  :  1  oder  8  : 1  oder  8  :  3  oder  allgemein  m  :  n  mit  demjenigen, 
^'elcher  der  harmonischen  Teilung  7  :  6  oder  8  :  7  oder  8 :  5  oder 
^wnim  —  n  entspricht,  so  ergiebt  sich,  dass  der  eine  Winkel  das  Com- 
j>lement  zu  dem  andern  ist,  also  dass  die  durch  einfache  Teilung  ge- 
"vronnenen  Hypotenusenwinkel  die  Complemente  sind  beziehungs- 
^weise  zu  den  Winkeln,  die  man  durch  die  in  der  oben  angegebeneu 
"Weise  ausgeführten  harmonischen  Teilung  erhält.  Wird  die  Linie 
BC  in  der  Weise  wie  in  §  11.  harmonisch  geteilt,  so  findet  die  eben 
ausgesprochene  Beziehung  nicht  statt. 

Stellt  man  aus  der  Tabelle  I.  die  dem  einfachen  Verhältnisse 
^ :  1  entsprechenden  Dreieckszahlen  der  Reihe  nach  von  n  »  2  bis 
^  —  8  untereinander,  so  erkennt  man  leicht  das  Bildungsgesetz,  das 
diesen  Reihen  zu  Grunde  liegt.  Ein  anderes  ergiebt  sich  aus  den 
pythagoreischen  Dreieckszahlen,  die  dem  Verhältniss  2n  :  2n  —  1  ent- 
sprechen. Zu  den  Verhältnissen  5 :  3,  7  :  5,  9  :  7  u.  s.  w.  gehören 
<lie  Dreieckszahlen: 


I. 


20 

21 

29 

28 

45 

63 

36 

77 

85    u.  8.  w. 

Die  Reihen  &,  c,  a  stellen  arithmetische  Progressionen  dar;  die 
Differenz  der  Reihe  b  ist  8.  Die  Reihen  c  und  a  haben  ein  ge- 
meinsames Bildungsgesetz.  Die  erste  Differenz  ist  24,  die  zweite 
24+-8  und  die  dritte  32+8  —  40  u.  s.  w.  Für  Idas  Verhältniss 
11 :9  erhält  man  demnach  die  Dreieckszahlen:  44,  117,  125, 


§  19. 

Die  Gesetze,  auf  welchem  die  Bildung  der  Reihen  beruht,  kön- 
nen durch  drei  Formeln  dargestellt  werden.  Um  diese  zn  ermitteln, 
geht  man  von  den  Gleichungen  II.  in  S  6.  aus  und  setzt  2mn  —  b^ 
fn^-^n*  ^  c  und  m*  +w*  =  a.    Es  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
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.   J2  4-  c»  —  a» 
mithin  stellen: 

&  =  2i7» .  n 
I  c  =^  m*  —n^  die  Katheten  und 

a  «=  1»*  -|-  n«  die  Hypotenuse  dar. 

Setzt  man  in  I  m  —  n  statt  n,  so  erhält  man  die  Gleichangen  für 
die  Katheten  und  die  Hypotenuse,  wie  sie  die  in  der  Tabelle  $  18 
(I)  angewandte  Teilung  verlangt    Also  es  ist: 


II 

b  =  2m(m — n) 

m 

c  ="  m'  —  (m— n)* 

IV 

a  •—  m*-\-(m—  n)* 

Sind  m  und  n  durch  ganze  Zahlen  bestimmt,  so  ist  zu  m  und  n  noch 
je  eine  veränderliche  Grösse  als  Summand  hinzuzufügen.  Setzt  man 
also  m-^x  für  m  und  n-|-y  für  n  in  H,  III,  IV  ein,  so  erhält  man: 

b  «  2(m-|-a5)(m  — n-}-«  — y)  oder 
Hb        =  2m(m  —  n)-|-2[a;(m  —  «)+(« — tf)(^'h^y]' 

e  =  {m-{-xy  —  (m  —  n-^-x  —  y)*  oder 
IIIc         —  m»— (m  — n)»-[a;(2m  +  x)  — («-y)  (2(to— n)+«— y)], 

a  =»  [in-^xy-^im  —  n-\-x  —  y)^  oder 
IVa         =  m2  +  (w  — n)24-[«(2w+a;)  +  (a:  -y)(2(w— n)+ap  — y)]. 

Die  Klammerausdrücke  []  in  den  drei  Gleichungen  geben  die 
Gesetze  für  die  Reihenbildung.    Da  m  >>  n  angenommen  ist,  so  muss 

auch  x-^y  sein ;  denn  sonst  könnte  der  Fall  eintreten,  dass,  wenn 

m-^-x  =  n'\-y  würde ,  die  Teilung  der  Linie  BC  nicht  stattfände 
und  somit  die  Reihe  unterbrochen  würde.  Für  x  und  y  sind  in 
steigender  Aufeinanderfolge  die  Glieder  einer  arithmetischen  Pro- 
gression, die  aus  ganzen  Zahlen  besteht,  zu  setzen.  Es  soll  ange- 
nommen werden  y  dass  für  c  und  y  nur  Glieder  aus  Progressionen 
erster  Ordnung  gesetzt  werden.  Hierbei  werden  vier  Fälle  unter- 
schieden: 1)  oj— y  ist  gleich  null,  2)  «  — y  ist  gleich  einer  con- 
stanten  Zahl,  3)  y  ist  gleich  null  und  4)  die  Zahlen  (x — y)  bilden 
die  Glieder  einer  arithmetischen  Progression  erster  Ordnung. 

1)  Ist  «— y  »  0,  so  fällt  in  den  drei  Gleichungen  das  zweite 
Glied  in  den  Klammerausdrücken  []  fort.  Das  erste  Glied  in  der 
Klammer  Q  IIIc  ist  identisch  mit  dem  ersten  Gliede  in  der  Klam- 
mer []  lYa.  Hieraus  folgt,  dass  [die  Reihen  c  und  a  nach  einem 
gemeinsamen  Gesetze  gebildet  werden.    Ferner  ergiebt  sich  aus  dem 
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ersten  Gliede  in  den  Klammern ,  dass  c  und  a  arithmetische  Reihen 
zweiter  Ordnung  nnd  b  eine  arithmetische  Keihe  erster  Ordnung 
clarstellen. 

2)  Dieselben  Gesetze  erhält  man  auch,  wenn  x  —  y  gleich  einer 
oonstanten  Zahl  ist.  Ein  Beispiel  zu  dem  ersten  Falle  liefert  die 
Heihe  I  §  18,  wo.  wi  «  5,  n  =  3,  a;  =  2,  4,  6  und  y  =  2,  4,  6  .  .  . 
±  8t.  Um  ein  Beispiel  für  den  zweiten  Fall  zu  haben,  setze  man  m=2, 
w-  1,  at  =  2,  3,  4  .    .    .  y  «-  1,  2,  3  .   .      .    Es  ist: 


ö 

c 

a 

16 

12 

20 

20 

21 

29 

24 

32 

40 

28 

45 

53 

U.  8.  W. 

Bildet  man  die  Differenzen-Reihen  zu  &,  c  und  a,  so  erhält  man 
:f'tiTb: 

4        4        4        4,    und  für  c  und  a 

9       11      13      15 

2        2        2 

3)  Ist  y  «  0,  so  geben  die  Klammerausdrücke 

^  b     2[«(m  —  n)+xm+ x^  «  2(2ma; —xv+x^) 

^ine  Reihe  zweiter  Ordnung, 

"Vi c     2mx'\-x^  —  2(m  —  n)x  -  y*  =  2mx  —  2(m  —  n)x 

^ine  Reihe  erster  Ordnung, 

^11  a    2mx+x^+2{m'-n)x  +  x^  =  2(2ma;  -nx+x*) 

^ne  Reihe  zweiter  Ordnung.  Aus  Ylla  und  Yb  folgt,  dass  die  aus 
:S.hnen  gebildeten  Reihen  einem  gemeinsamen  Gesetze  zu  Grunde 
liegen. 

Ein  Beispiel  hierzu  geben  die  Verhältnisse  2: 1,  3 : 1,  4:1  u.  s.  w. 
(Siehe  Tabelle  §  18  (I)J.  Ein  anderes  Beispiel  ist:  m  =  5,  n  =  3, 
OS  =  2,  5,  8  und  y  « 


0,  also: 

h 

e 

a 

56 

33 

65 

140 

51 

149 

260 

69 

269 

416 

87 

425 
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a) 

65 

149   269   425 

1.  Diff.-R. 

84   120   156 

2.  Diff.-R. 

36       36 

b) 

56 

140   260   416 

1.  Diff.-R. 

84   125  156 

2.  Diff.-R. 

36       36 

c) 

33   51    69   87 

1.  Diff.-R. 

18      18   18 

4)  Bildet   x—y   eine  arithmetische  Reihe   erster  Ordnung,         so 
geben  IIb,   III c,  lYa.  Reihen,  von  denen  eine  jede  auf  einem    'KzBe- 

sonderen  Bildungsgesetz  beruht    Die  Producte  a;  .  «,   (x — y)(x y) 

und  x{z — y)  deuten  an,  dass  die  Reihen  arithmetische  Progressiox^^n 
zweiter  Ordnung  sind. 

Beispiel :  wi  «  2,    n  =  1,    a;  =  4,  6,  8,   10  .    .    .  und  y  «  1  ^       2, 

O,   4  •     •     • 

b  c  a 


48 

20    52 

80 

39    89 

120 

64    136 

168 

95    193 

a) 

52 

89 

136 

193 

1.  Diff.-R. 

37    47 

57 

2.  Diff-R. 

10 

10 

b) 

48 

80 

120 

168 

1.  Diff..R. 

32 

40 

48 

2.  Diff-R. 

8 

8 

c) 

29 

39 

64 

95 

1.  Diff.-R. 

19 

25 

31 

2.  Diff-R. 

6 

6 

Bezeichnet  man  die  Glieder  der  zweiten  Differenzen-Reihe  yo^ 
a  mit  A*(o)9  von  b  mit  Cs^ib)  und  von  e  mit  A*W»  so  ergiebt  sieb  • 

VIII  (A«(a))*  =  {Cs\b)Y  +  (A'(o))» 
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^<^ch  ein  zweites  Beispiel  soll  dieses  Gesetz  bestätigen:  m  '-  2, 
n:==  1,  «  =  3,  7,  11,  15  .    .    .  y  -  1,  2,  4 


h            e            a 

30          16          34 

108          45        117 

234          88        250 

408        145        433 

a) 

34 

117        250        433 

1. 

DiflFrR. 

83        133        183 

2. 

Diflf.-R. 

50                50 

b) 

30 

108        234        408 

1. 

Diff-R. 

78        126        174 

2. 

Diff.-R. 

48          48 

c) 

16 

45        88        145 

1. 

Diff.-R. 

29        43        57 

2. 

Diff.-R 

14           14 

50»  -  48»  +  14« 

Also  ergiebt  sich  wieder  ans  den  zweiten  Differenzen  die  Glei- 
chung YIII.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Stellt  (x—y)  eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung  dar, 
so  ist 

Werden  für  x  und  y  der  Reihe  nach  die  Glieder  einer  arithme- 
tischen Progression  höherer  Ordnung  eingesetzt,  so  erhält  man  ganz 
analoge  Gesetze  für  die  Reihenbildnng  wie  oben.  Zwei  Beispiele 
mögen  dies  bestätigen.  1(  o;  =  1,  4,  9,  16,  25)  stellt  eine  arithme- 
tische Reihe  zweiter  Ordnung  dar,  m  =  2,  n  =  1.  Die  Gleichungen 
IIa,  III c,  lYb  geben  folgende  Reihen: 


b 

\c 

a 

12 

5 

13 

60 

11 

61 

220 

21 

221 

612 

35 

613 

1404 

53 

1405 

2812 

75 

2813 

AreU.  d.  ICfttli.  Phys.    2.  Reihe,  T. 

XV 

• 

25 


386 
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a) 

1.  Diff.-R. 

2.  Diff.-R. 

3.  Diff.-R. 

4.  Diff.-R. 


13   61    221   613   1405   2813 

48   160   392    792    1408 
112   232   400   616 
120    168   216 

48     48 


Die  gleichen  Differenz-Reihen  ergeben  sich  auch  für  b. 
c)  5        11    21        35        53        75 

1,  Diff.-R.  6        10        14        18        22 

2.  Diff.-R.  4         4         4         4 

Dieses  Beispiel  entspricht  dem  früheren  dritten  Falle. 

Für  X  und  y  werden  Glieder    arithmetischer  Reihen    z 
Ordnung  eingesetzt,    z.  B.  o;  =  1,  4,  9,  16,  25,  36  .   .   .  ,  y  • 
5,  12,  22,  35  .   .    .  X  —y  ist  dann 

13        4        4        3        1 

2        1        0-1—2 

—1  -     —1      —1       —1 

eine   arithmetische  Reihe  zweiter    Ordnung.    £s  ergiebt    sL 

f»  =  2,  w  =  1: 

h  c  a 


12 

5 

13 

48 

20 

52 

110 

96 

146 

180 

299 

349 

216 

713 

745 

152 

1440 

1448 

a) 

1.  Diff.-R. 

2.  Diff.-R. 

3.  Diff.-R. 

4.  Diff.R. 

b) 

1.  Diff.-R. 

2.  Diff.-R 

3.  Diff-R. 

4.  Diff..R. 


13   52   146   349    745    1448 

39    94    203   396   703 
55    109    193   307 
54    84    114 
30    30 

12    48    110   180   216    152 

36        62        70  36        -64 

26  8  —34      -100 

—18    —42        —66 
—24     —24 


eiter 
0,1,    I« 


ftr 


k\ 


lo  j 


I 
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c)  5    20   96    299    713    1440 
J.  Dif-R.       15   76   203   414   727 

2.  MR.         61  127   211   313 

3.  Diff.-R.  66   84   102 

4.  Diff.-R.  18    18 

Aas  den  constanten  vierten  Differenzen-Reihen   ergiebt  sich  die 

Gleichung: 

30«  «  24«  +  18» 
also  ist 

Dies  ist  ein  Beispiel  zum  früheren  vierten  Falle,  wenn  die  Werte 
von  (x—y)  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  geben.  Aus 
diesem  und  jenen  andern  Beispielen  zum  vierten  Falle  lässt  sich 
der  allgemeine  Satz  ableiten: 

Bilden  die  Werte  von  (x  —  y)  in  den  Gleichungen  IIb,  III c, 
IVa  eine  arithmetische  Progression  nter  Ordnung,  so  sind  die  Reihen 
a,  bj  c  arithmetische  Progressionen  2nter  Ordnung.  Das  Quadrat  der 
(instanten  2nten  Differenz  der  Reihe  a  ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  constanten  2nten  Differenzen  der  Reihen  b  und  c,  also 

wo    A^"(o),  AM*)/  A^*(c)   die  constanten   2wten  Differenzen   der 
drei  Reihen  a,  &,  c  bezeichnen. 


§  20. 

Bildet  man  die  Summe  ans  drei  pythagoreischen  Dreieckszahlen, 

so  giebt  diese  idie  Kathete  eines  andern  pythagoreischen  Dreiecks. 

Z.    B.    *ZN^»,  5  +  4  +  3  «=»12    oder    12A^    12  +  13+5  =  30    oder 
6  la 

30+34+16  =  80  oder  80A•^  80+89+39  =  208  u.  s.  w.   Addirt 

89 

man  die  Gleichungen  I  §  19,  so  ist: 

a-\-b-\-c  =a  2m^+2w  .  n  =  2m(i?»+n) 

die  Kathete  eines  pythagoreischen  Dreiecks.    Um  die  andern  Drei- 
eckszahlen dieses  Dreiecks  zu  finden,  setzt  man 

(2m  .  (wi  +  w))*  =  «*  —  y^ 

wo  sc   die  Hypotenuse  und  y  die  andere  Kathete  bezeichnet.    £s  ist 

dann 

2m*  .  2(f»  +  n)«  =  («  +  y)  («  —  y) 

25* 
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Man  setze 

35  +  ^  —  2(m  +  n)*,    X  —  y  —  2f»* 

woraus  sich  durch  Addition  und  Subtraction  ergiebt 

X  —  (iij  -j-  ti)«  -|-  m« 
y  =-  (m  -j-  w)*  —  m* 

Beispiel:  m  «  4,  ti  «  1.    Es  ist  a  ->  17,  &  »  8,  0  »  15,  also 

a  +  ft  +  c  —  40 

«  -  5«  +  4«  -  41    1 
y  =  5»  —  4«  -    9 

Es  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Summe  der  drei  pjrthagoreischen  Zahlen  giebt  die  Kathete 
eines  andern  pythagoreischen  Dreiecks. 

Sucht  man  zu  b'-\-e-\-a  aus  den  Reihen  6,  <?,  a  die  beiden 
andern  Dreieckszahlen,  so  geben  diese  wieder  Reihen  b\  e\  a\  die 
denselben  Gesetzen  zu  Grunde  liegen  wie  die  Reihen  5,  <?,  a.  Als 
Beispiel  dienen  die  Reihen  (Seite  384  A.) 


5  4-  c  +  «      b' 

C* 

a' 

48+  20+  52-120 

64 

136 

80  +  39  +  89  =  208 

105 

233 

120  +  136+  64^:320 

156 

356 

163  +  95  +  143  «=  456 

505 

c 
217 

a') 

136    233    356 

505 

1. 

Diff.-R. 

97    123    149 

2. 

Diff.-R. 

26     26 

h') 

120    208   320 

456 

1. 

Diff.-R. 

88    112    136 

2. 

Diff.-R. 

24    24 

cO 

64    105    156 

217 

1. 

Diff.-R. 

41    51     61 

2. 

Diff.-R. 

10     10 

26«  = 

242 +  10^»  oder  (AV)* 

=  (A^(*'))*  +  (A*(e»'W» 
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Man  erhält  die  Reihen  &',  c\  a*  unmittelbar  aus  den  Gleichangen 
IIb,  IIIc,  IVa  §  19,   wenn  m  =  2,  n  «  1    und   «  =  8,  II,  14,  17, 
jT  =  3,  4,  5,  6.  .   .   .  ist. 


•  •  • 


§  21. 

Eine  Anwendung  von  den  in  der  Tabelle  Seite  377  berechneten 
pythagoreischen  Hypotenuseuwinkeln  auf  die  Teilung  der  Ereis- 
pcripherie  soll  den  Schluss  dieser  Untersuchungen  bilden.  Da  auf 
der  Gonstruction  der  Gentriwinkel  des  regulären  25-  und  9-£ck8  die 
Construction  des  7-,  11-,  13-£cks  und  so  weiter  beruht,  so  soll  jene 
zanächst  angegeben  werden. 

1)  Der  Gentriwinkel  vom  regulären  25-Eck  ist 

las  «  140  24' 

Die  Gonstruction  von  ^^5  beruht  auf  der  Gonstruction  von 

4  152" 


Es  ist: 


2j*  *  -  106»  15'  36  g^' 

4  ^04" 

2^5 -90«  -    I60lö'36j2j- 


304"    . 


5  ^2y  ^  -.  900^  =  81«  18'  +  5d,  wo  d  «  ^,    ist, 

2?26  =  280  48'     


5  (2y  ^  —  9(y>\  —  2'§25  -  52«  30'  +5d  «  2^+  bd 

t^  =4.^  +  70  30'  ist  bekannt;  denn  45°  ist  der  Gentriwinkel  vom 
regulären  8-Eck  und  7<^  30' der  Gentriwinkel  vom  regulären  48-Eckj 
beide  sind  construirbar.    Nun  ist 

I  ^  (^y  5  -  ^^•)  -  2^»  =  2§25  +  5d  «  2|i26^ 

hieraus  folgt 

oder 

5  33r 

f  25    -  §J6  -^  2  420 
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Die  Abweichung  vom  wahren  Werte  beträgt  also  1  jöT">  ^es 
macht  für  25(^861  —  5,5)  =  45".  g^i  lässt  sich  construiren  ans  ^ 
und  y,9 

Eine  andere  Construction  erhält  man  durch 

b.  ß  .\  =  220  37'  11,  5" 


13 


Es  ist 


II 


hß  ^^  -  1130  6'  -  55,,  wo  dl  «  i"  ist, 

4£85--570  36^ 

5/?  ^^3  -  4Jsß  «  050  30'  -  5^1  «  i(;i  -  55^ 

Da  t/'i  aus  48^ 4-7^30'  zu  construiren  ist,  so  ist  auch  ^^^^  aus 
5 
ß  .Q  und  if/i  bestimmt.    Aus  II  folgt: 

III  5/?^3-ft«4f25  — 55,  «4g2öii    oder 

4(?25  -  I25")  -^^-% 

Die  Abweichung  vom  wahren  Werte  beträgt  2ß^.  Um  eine  noch 
geringere  Abweichung  zu  erhalten,  addire  man  folgende  aus  I  und 
III  sich  ergebenden  Winkel: 

339" 
^25!  =  140  24' +1  4-^ 

3|25n  =  439  12'  -  1  g- 

ijrr- 


nnd  dividire  mit  4,  dann  ist 

i(S26i+3|26")  -  £25!"  -  440  24'  +  ^ 

Die  Abweichung  vom  wahren  Werte  ist  für  25|25™  nur  0,  40". 

2)  Der  Centriwinkel  fttr  das  9-£ck  ist 

■^  =  40» 


und  ihre  Anwendung  auf  die  Teilung  des  Kreisumjangs.  391 

Es  ist 

^  y  -,  100  23- 19,88" 

18/?  ^J  -  1870  —  18d,  wo  ^  =  0,12"  ist 

419  =  1600 


11 
61 


W  ^7  -459  =•  270-185 


Da  der  Winkel    von  270  construirbar  ist,  so  ist  auch  ^^  aus 
fi  »^  und  270  za  construiren.    £s  ist 

59!  «  400—  1^  =  400  —  0,54" 

also  ist  die  Abweichung  vom  wahren  Wert: 

I9  -  £9^  «  0,54" 

Der  Centriwinkel  I45  «-  80  lässt  sich  unmittelbar  aus  2^9!  —  72® 
«=»  80—95  bestimmen  ;  einen  noch  genaueren  Wert  aber  erhält  man 

aus 

11" 
18y.,    =»1870— 18 d- 640  «1230  —  185 

Ol 

Da  Wkl.  1300  gich  aus  den  Winkeln  90*,  18®,  150  construiren 
lässt,  so  ist  auch  £45  construirbar.    £s  ist 

8y45l  ==  640  _  18^ 

also  ist 

g46i  =  80— 15  =  80—0,27" 

Die  Abweichung  beträgt  demnach 

£45~£45l=|5  =  0,27" 

3)  Für  das  reguläre  7-Eck  ist 

6" 
$7  =  510  25'  42  ^ 

a)  Benutzt  man  als  Constructionswinkel 


/?^^  =  120  40^49,38" 


ßO  ist 


392  Graeber:   üeber  die  pythagoreischen  Dreieck« 

4  Uß  ^^  +  £7  -  90»)  «  480  36'  -j.  1,52" 

Nan  ist  nach  II 

?25^  =  140  24'  -  0,62" 
also  ist 

IV  4  Uß  l^  +  57-90*)  +  526"  -  63«  +  0,9" 

Der  Winkel  von  63<>  lässt  sich  construiren  aus  450  +  180.  Um  die 
Abweichung  vom  wahren  Werte  zu  bestimmen,  löst  man  IV  inbezng 
auf  ^7  auf.    Es  ist 

630  «.gggii  _  480  36'  +  o,62"  =  4^4/?  |^  +  {7  -  9oA 

hieraus  folgt 

120  9'  ^  0,15"  «  4/?  ^.  +  g^  —  900 
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und  endlich 


Nun  ist 


also  ist 


§7!  «  1020  9'  ^  0,15"  -  Aß  ^j 
^  41  ""  ^^  ^'  ^''''^^" 


I7I  =  510  25'  42,63" 

Die  Abweichung  ist  J7  —  S7I  «  0,23". 

b)  Eine  ziemlich  genaue  Lösung  der  Siebenteilung  erhält  man 
auch  auf  folgende  Weise.  Man  teilt  den  Schenkel  BC  im  gleich- 
schenkligen Dreieck  ABC  (Fig.  6)  zunächst  in  drei  gleiche  Teile 

CD  =  DE  ^  EB 
und  yerbindet  Ä  mit  I>,  dann  ist 

Wkl.  DAB  «  iyg  -  260  33'  54||J 
Nun  teilt  man  CD  in  10  gleiche  Teile  und  macht 

dann  ist 

CF- CD+^CO«  CD^    und 


loi  1021 

AI^=:AC'^+CF^  =  ^CD  +  :^  CD'^  =  ^   CD^ 


also  ist 


und  ihre  Anwendung  avj  die  Teilung  des   Kreisumfangs.  393 

AF  '=' 

Ferner  ist  nach  dem  Sinnssatze: 

AF  \  FB  —  sin  B  +  sin  FAB 
Nun  ist 


.B  =  l/| 


sin  Wkl 


1  19 

FB  -  DB-'DF  =•  2CD  -  ^CD  z^  ~  CD 

^„         CD     r 

^^=-^yio2i 


also  ist: 

10  "  ^^^^  •  iö 


CD  , 19  ,- 

y  1021  :  Z-.  CD  =  Vi  :  sin  FAB 


und  hieraus 


sin  F^B  =  ^-;Xi  =  f 
t/1021        ^ 

log  0,5  «0,6989700  —  1 

log  Vi  =  0,8494850—1 
log  19  —  1,2787396 

log  Z       -  0,1282386 
log    1021—3,0090257 

logT/i02i  —  1,50451285 

log  ^  -  0,62372575  - 1  =  log  sin  FAB 
FAB  —  24«  51'  49.308" 
iy^  =  26«  33'  54,181" 


Wkl.  FAB^\y\^^  510  25'  43,489"  -  ^7" 

E  «  510  25'  42;857 


^'        ^7  -  1000 

c)  Eine  sehr  genaue  LösuDg  der  Siehenteilung  geben  folgende 
Winkel 
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iß  II  -  7«  r  dofibd" 

ygio  «  810  18'  3,667" 
^j3725  =  8«7'48,370" 

2ß  «  177*  51'  25,763" 
2j3  — 75«  =»  102«  51'  25,763  «  257!" 

5^911  „  510  25'  42,58" 
g,m  .  g^  =0,024" 

d)  Eoromt  es  auf  grosse  Genauigkeit  nicht  an,    so  genügt  die 
Construction  des  Winkels 

Die  Abweichung  beträgt  ungefähr  23". 
4)  Für  das  reguläre  11-Eck  ist: 

£ji  «  32*^  43'  38  ^ 
Addirt  man 

80  ist 

?u  +/52^5  =-  480  59*  15" -d,  wo  d  «  0,08"  ist. 
Es  ist 

2  [4  (^-,1  +  i^  /ö)  -  I8O0]  «  310  54'  «  8d 

zieht  man  hiervon 

?26  «  140  24'| 

ab  und  multiplicirt  mit  4,  so  ist: 

Dieser  Winkel  ist  zu  construiren  aus  3004-E9*)   damit  ist  aach  gm 

gefunden,  denn 

300+j^i- 1700-0,54" 

^[^[ki+ß2r)-'^^^']  =  170  30'- 0,135" +  f25i 

525^-140  24' +1,805" 


und  ihre  Anwendung  auf  die   Teilung  des  Kreisumfangs,  395 

2  [4  (fii+^as)  "  ^®^J  "  ^^°  54' +0,67" 
i(Su+ß2^)-18ßf>  =  150  57'+0,836" 


(1.+IU  J5) 


=  1950  57'+0,835" 


£..+4 

—    480  59' 14,209" 

4 

«    160  15' 36,743" 

fll^ 

«    320  43' 38,463" 

Su 

-    320  43' 38,182" 

lii^-?ii  =   0,281" 

Wählt  man  für  £25^  als  Constructionswinkel  |25"^  so  beträgt  die  Ab- 
weichung  nur  0,06". 

b)  ein  ziemlich  genauer  Wert  für  ^n  ergiebt  sich  aus 

iy  85  +  ^^11  =  ^y  13  +  i^  n  =  ^^"  ^^'  ^^'^^^    (^«^-  §  ^-^ 
vermindert  um  140.    Die  Abweichung  beträgt  3,461". 

c)  Eine  dritte  Lösung  geben  die  Winkel 

ßo^  (vgl.  §  3.)  =  280  10'  15i"    und 

48  433" 

iy^   =20«  33' 21  gl 

Addirt  man  diese  beiden  Winkel  und  subtrahirt 

2^461  =  160  —  0,54" 
80  erhält  man 

§nii  =  320  43^  37^64" 

Pie  Abweichung  beträgt  i'\ 

5)  Für  das  reguläre  13-Eck  ist 

S,3  =  270  4l'32^ 

a)  Wählt  man  als  Constructionswinkel 

20  1" 

y  2^3=  430  36' 10  7- 

SO  erhält  man  aus 
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einen  Winkel,  der  7iu  construiren  ist  aus  120«,  22<>  30'  und  2^45.   Ist 

2f45^-    160-0,54" 
so  ergiebt  sicK 

3y  29  +  Si8  =  158'  30  -  0,54"    und 

20 
3y  ,^g«  13  M8'  30,43" 

durch  Subtraction 

Sigi  2r  41'  29" 

4" 
Die  Abweichung  vom  wahren  Wert  beträgt  4  t«. 

b)  Eine  andere  Lösung  giebt 

64 
i/?5»  (conf/§  4.)  «  10*  18'  17  jggg 

y.    Man  erhält 

8WSi8~  W^-600]  «  76«  24' +  d 
Dieser  Winkel  lässt  sich  construiren  aus  30^  £25^  und  4^45^.     Es  ist 


30«  +  ?25i  +  4S461  «•  760  24'  +  0,725"    und  aus  V. 
4(§i3- J/55«)-60*  «    90  23'+0,09" 
§13  — i/^s'  -  17«  23'  15,0225" 
i/Jö'  =  10»  18'  17,405" 

1,311  «  27^*  41'  32,4275" 
Ii3     «  27«  41'  32,3077" 

?i3«^-Si8- 0,1198" 

c)  Weniger  genau  ist  der  Wert  für  Jig^" ,  welchen  man  ans 

12  19" 

y  Jg  —  6^;=  27«  41'  24  ^    erhält. 

d)  Auch  §  4.  liefert  eine  Lösung.    Es  ist 

ß&^+ßö*'  =  /?5'^+2/?5»  =  60«  41'  28,7",    also  ist 
^59  +  ^64_330  =  270  41'  28  7,,  =  §^v 

?i8-W^  =3,6" 


und  ihre  Anwendung  auf  die  Teilung  des  Kreieumfangs,  397 

6)  Für  das  reguläre  19-£ck  ist 

10" 

a)  Als  ConstmctionswiDkel  wählt  man 

4^^=120  59' 40  Ig 

34  204 

iß^=  120 59/  40  — .    Es  ist  dann 

(39\ 
f  19 "~  i/^  QQ )  ~  ^^°  ^'  "l"  '•    Hiervon  zieht  man  ab 

2126^  =  280  480+3,6";    also  ist 


/  39\ 


2526^=  210 


7" 
Nan  ist  |]9^  za  constrairen.    Die  AbweicbuDg  von  I19I  beträgt  j^. 

b)  Sehr  gering  ist  auch  die  Abweichung  bei  der  Constraction  aas 

ß  ^rj  =  280    4'  20,956" 

63 
4.  iy  g^  ==  370  52'  29,926" 

+  }/»1^7  =  14o    2' 10,478'' 


+      ß5^  =  110  54'  88^666 

1/;  ^  910  53-  40,026" 
Hiervon  zieht  man  ab 

25,9  =  370  53'  41,053" 


V— 2||g  =  540  — «:  tj;-  2?i9 
lässt  sich  constmiren.    Die  Abweichung  beträgt  ^". 
c)  Aus  der  Construction  von 

(30«+/J53-J,9)-270-« 
erhält  man  E14  mit  einer  Abweichung  von  circa  7". 


398  Graeber:    Ueb&r  die  pythagoreischen  Dreiecke 

7)  Für  das  reguläre  21-Eck  ist 

2" 

a)  Atts  dem  Centriwinkel  des  regulären  7-  und  3-£ck  läss 
^21  berechnen.    Man  stelle  die  Diopbantische  Gleichung  auf: 

y  -  P      g  .  P  _  P 
3     ""     7     "^  21 

wo  P  die  Peripherie  des  Kreises  bedeutet.    Es  ist 

7y  —  3«  =  1 
hieraus  folgt: 

7y  =  1  (mod  3) 
ferner  ist 

6y  =  0  (mod  3) 


y  ^  \  (mod  3)    d.  h. 
X  —  1-f  3n 

Für  n  =  0  ist  y  =  1  und  x  z=  9>\  also  ist 

P_  2P_  P_ 
3        7  ""  21 

b)  Ein  ziemlich  genaues  Resultat  erhält  man  aus: 

55 
900+iy^g  =  1140  26'  38,24" 

—  y5io=   SIMS'    3,67" 

55 
90+iy73-y5'ö-^-2i=    33«   8'34,57"-J2i 

=    160    +  0,28"  =  2j45^  -J-  0,82iv 

Die  Abweichung  vom  wahren  Wert  beträgt  0,82". 

8)  Für  das  reguläre  23-Eck  ist 

19" 
623  =  lo   39   7  öq" 

Man  addire* 

12 
iy  J^  =  -  330  41'  24,24" 

•"^^n==   ""^^^    2' 16,48" 
und  subtrahire 


und  ihre  Anwendung  auf  die   Teilung  des  Kreisumfangs, 

?28  =  15«  39'  7,83" 
i  (y  J3  -ß  1^7)  -?«  =    40-0,07"  =  i?i5«+ 0,06" 

Die  Abweichung  beträgt  0,06". 

9)  Für  das  reguläre  29-£ck  ist 

19" 
5»  =  120  24' 49  29- 

Der  Constructionswinkel  ist 

20 
/J  2^  =  430  36'  10,152" 

Man  addire: 

99 
4:ß  2I  =  1740  24'  40,608" 

529=    12«  24' 49,655" 


4/^  S  +f29  =  1860  49'  30^263" 


29 
Nun  ist 

4(4^^+529-1800)  =270  18'+^ 

3fe6"  =430  12'  — 1,875" 

20 
4(4/?29 +  ^«9=  ^800;  +  3&5i/  =  700  30'  -0,823"  =  480+220  30'  +ö 

Die  Abweichung  ist  J29I  — 129  =  0,206". 

9a)  Für  das  reguläre  31-Eck  ist 

14" 
§31  =  11^36' 46  3j- 

12 
a)  Nimmt  man  zum  Constructionswinkel  ß  ^»^  so  erhält  man 

12 
dß  07 +2£8i  =  800  —  ö  =  2519.,    also  ist 


37 


.    I       fci      3     12 


80 
b)  Berechnet  man  /?5*+iygQ  —  (904-*^E46^),  so  ergiebt  sich  für 

eine  Abweichung  von  £". 


400  Graebert   lieber  die  pythagoreischen  Dreiecke 

10)  Für  das  reguläre  d7-Eck  ist 


fs7  =  90  43'  48 


37 

Man  addire: 

3/^3^  =   Ö6M6' 26,05" 

16-^37  =  1550  40*  32  ^ 
und  subtrabire  180^;  es  ist 

3ß  f^  + 16^87-1800  =  320  sr  ^<J  =  2ß 

mithin  ist 

4^  =  1290  48'  —  4^ 

2^251  -    280  48'-3J" 

4:ip  -2525^  =  1010  =  2^1  +  210 
Es  ist 

2E9i=    800  -1,08";    also  ist 

i{2i^^  +  210  =    500  30'  -  0,54")    und 
h^  +  ^+'^25^    =   640  51' -2,415" 

(&^+  §+i25Aj+1800=  2120  27'  -1,2075" 


hiervon  subtrabire  man 

12 
37 


3ß  *:  =    560  46'  24,05" 


16^87^   =  1550  40' 32,74",    also  ist 
.     537I    =     9043^7,05" 

Die  Abweichung  vom  wahren  Werte  beträgt  0,02". 

Sehr  gering  ist  auch  die  Abweichung  für 

£37"  =  ß  ß^+/?5«-(4S45+300)  =  90  43'  47,673" 


65 


§  22. 


Die  Gonstruction  des  25-Ecks.    (Nach  §  21.  1.  b)  Figur  3    Man 

5 

teilt  den  Durchmesser  AB  in  13  gleiche  Teile  und  trägt  ^  .  (B8)  = 

t      5 

2  •  ri^^  ^^®  ^  ^^'  ®^®^  ^^^  ^^^'^  ^^  ^"  ^^®^  gleiche  Teile  und 


und  ihre  Anwendung  auf  die  Teilung  des  Kreisuwfang».  401 

Zieht  durch   den    Teilpunkt  D   Sehne  AP,  dann  ist  hBP  «  BE  = 

1130  6'.    Dann  bestimmt  man  BF  «  36^  jBG  «  eo«,  BH  ^  45^  und 

macht    BK^KL^BG  —  BF-^GF^  24«    und     LN  =  HJ  « 

iGH^  T^o.    Teilt   man   nun   NE  «  ö?«  3(5'    in   vier  gleiche  Teile, 

dann  ist  EQ  =  {EN  »  14^  24'  und  £Q  Seite  des  einbeschriebeuen 
i?5-Ecks. 

Die  Construetion  des  9-£cks.  Figur  4.  Man  zeichnet  über  AB 
als  Hypotenuse  das  pythagoreische  Dreieck  AEB{^^/^^^),    trägt  dann 

JJE  von  B  aus  neunmal  auf  der  Peripherie  {ab)  bis  Fab  und  macht 

FG  =-  270.    Es  ist  nun  GB  =  160».    Teilt  man  GS  in  vier  gleiche 

Teile,  so  dass  GH '^  IBG  ist,  dann  ist  Sehne  GIT  eine  Seite  des 
eingeschriebenen  regelmässigen  9  Ecks.  —  Die  Construciion  von 
/\  AEB  ergiebt  sich  am  leichtesten,  wenn  man  BC  in  sechs  gleiche 
Teile  teilt,    durch  den   fünften  Teilpunkt   D  Sehne   AL  zieht  und 

B^L  =  ^E  macht 

Da  BF  =  1870   und   FG  =  27»  ist,  so  ist  AG  =  200.     Ist    nun 

AK  —  360,  so  ist  Gk=zAk-^AGz=  W  und  GJ  =z  IGK=  S^. 
Sehne  GJ  Seite  des  einbeschriebenen  regelmässigen  lO-Ecks. 

Die  Construetion   des  7-Ecks.     (Nach  §  21.  3  a)  Figur  5.    Man 

trägt  auf  4er  Peripherie  i/3  =  BF+  FG  =  45^  -f  IS«  ab  und  macht 

^  =  140  24' =  525  und   teilt   BH=iS^3Q'\n   vier   gleiche  Teile. 

BJ  =  iBH  trägt  man  von  C  aus  auf  der  Peripherie  ab  bis  K  •,  dann 
ist  BK  =  102"  9' +  0,6'.     Zeichnet  man  nun  A  AEB  =  ^^^^    dann 
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ist  BE  =  252  21'  38,76"  und    BL  =  2BE  =  ÖO»  43'  17,52";    folglich 

ist  Ät—ÄL  =  ix=:  51^25' 42.63"  und  KL  ist  Seite  des  einbe- 
scbriebenen  regelmässigen  7-Ecks.  Figur  6  ist  nach  §  i'l,  3b)  ge- 
zeichnet 

Construetion  des  11-Ecks.  (Nach  §  '21,  4c)  Figur  7.  Man 
balbirt  BC  in  D  und  zieht  durch  D  Sehne  AF,  teilt  dann  BC  in 
acht  gleiche  Teile  und  zieht  durch  den    dritten  Teilpunkt  E  von  C 

Sehne  AG.   Auf  der  Peripherie  trägt  man  dann  BF  von  B  aus  neunmal 

ab  bis  ^,  dann  ist  BK=  28»  10'  15 J";   halbirt  man   CG  in  H  und 

macht  KLzrzCH,  dann   ist  BL  =  48»  43'  37,10".     Trägt   man   nun 

anf  Äl»  von  B  aus  BJ  =  2^45^  ab,  dann  ist  JL  =  g^  und  JL  Seite 
des  einbeschriebenen  regelmässigen  11-Ecks. 
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Construction  des  IS-Ecks.  (Nach  §  VI,  5d).  Figur  8.  Man 
halbirt  BC  in  D  und  zieht  durch  D  Sehne  AE.  Trägt  man  BE  neun- 
mal auf  der  Peripherie  ab  bis  K^  dann  ist  2»  —  9BE  =  BK  =  ß^^ 
und  Hl^  n  —  BL^n-—  iBE  =  ft*.  Macht  man  LM  =  2n  —2BE 
dann  ist  AM^  ßh^+ßrj^.  Nun  construirt  man  CF=  2C5  =  300  und 
HB  =  2jS  r=  360    und    Jq  ^  Jß  ^  qq  ^^  330  -.  j^^     jaun    istzÄ"  4 

u4iV=|,3  und  Sohne -4iV  Seite  des  einbeschriebenon  13-£cks 

Wie  Gauss  1796  bewiesen  hat,  ist  ausser  dem  3,  6,  12  ...  .  , 
dem  4,1  8,  16  .  .  .  ,  dem  5,  13,  2 )  .  .  .  und  dem  15,  30,  60  . .  . 
Eck  noch  die  Herstellung  eines  w-Ecks  möglich,  wenn  n  eine  Prim —  _*- 
zahl  und  wenn  zugleich  (n  — 1)  eine  Potenz  von  2  ist,  also  z.  B^^EB. 
das  17,  257,  65537  Eck.  Alle  anderen  regelmässigen  Vieleck^^^^  e 
müssen  durch  Annäherungsverfahreu  constuirt  werden.  Ein  solchem  -^s 
ist  im  §  21  angegeben  worden;  die  Constructionen  im  §  22  zeigen  .^ezi, 
dass  sehr  genaue  Resultate  bei  diesem  Teilverfahren  erzielt  werden-^ina. 
Auch  das  17-Eck  lässt  sich  danach  leicht  construiren.  Zu  Con  Jmn- 
structionswinkeln  nehme  man 

80  127" 

^5^  =  280  10' 15i"     und    ^y  39  =  32^  0M9  3g- 

Um  diese  zu  finden  ,  teilt  man  zunächst  (Figur  9)  BC  lin  zw^^  ei 
und  dann  in  acht  gleiche  Teile,  zieht  durch  den  Halbirungspunki^EÄt 
D   von  BC    Sehne    AE  und  durch  den   fünften  Teilpunkt  F  von  ^        ^ 

aus   Sehne  AG,     Es    ist   dann  wie    oben    beim    13-Eck   2jr  — 

80 
89. 


^  -         ->  80  ^         ^ 

^  BK^  ßö^  und  JCG  =  CH=  iy  cq     Macht  man  KJr=z  CH,  dam 


ist  BK-\-KJ=^  <^^^'  +  iy  89*    ^"  ^^=300  trägt  man  PQ^BN— 
--  450  —  360  —  90  an  macht  JL=MQ  =  31)0;    es  ist  dann  Ä/— J 

=  BL=  210  10'  3^,727"  =  'i^^\  und  BL  eine  Seite  des  einbeschrie- 
benen regelmässigen  17-Ecks. 

Der  Unterschied  vom  wahren  Wert  beträgt  ^", 

Eine  andere  leicht  auszuführende  Construction  des  regelmässigen 
17-Ecks  giebt  (450  +  y5*  — ys'®)  =  2l0  10'  43".  Der  Unterschied  be- 
trägt 8". 

Anm.    Beweis  in  §  8.  nach  Gauss  „Ueber  die  pyth   Zahlen"  §8. 
Bunzlau  1894. 


se 
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XIX. 

Th^oremes  fondamentaux  de  la  g^ometrie 

spherique. 

Suite*) 

Par 

V.  Sikstel. 


II  a  ^te  dejä  d^montre  quo  toutes  les  ligncs  gdom^triqucs  snr 
la  surfacc  qae  uons  nommerons  actuellomnnt  spherique,  ^tant 
ferm^es,  sont  Egales  entre  elles  (th^or^mo  7).  C'est  pourquoi  pour 
unite  liD^aire  D^cessaire  pour  la  mesure  on  peut  prendre  une  partio 
d^fiuie  de  toute  la  ligne  geom^trique,  comme  d'uue  quautit^  con- 
stante  pour  la  surface  donn^e.  La  ligne  p^om^trique  enti^re  scra 
dans  ce  cas  uue  uuit^  de  plus  haute  categorie  ä  laquelle  nous 
donnerons  plus  bas  le  nom  d'unit^  pour  la  simplification  de  notre 
exposition. 

Thiorhne  9.  Les  perpendiculaires  ä  la  meme  ligne  geometrique  se  cou- 
pent  non  pas  d^un  de  ses  c6t€s^  mais  des  deux. 

Soient  EDCA  et  FDCB  (fig.  1)  perpendiculaires  ä  la  ligne 
EFBA  et  admettons  qu'elles  se  coupent,  comme  il  est  montr6  sur 
la  figure,  dans  les  points  £>  et  C  d'un  cöte  de  la  ligne  EFBA. 
Alors  d'apr^s  le  th^or^me  8  nous  obtenons  DMC  =  ^'et  CDMCA  =^; 
par  cons^quent  DMC  =  EDMCA, 

L'absurdit^  obtenue  nous  montre  que  les  perpendiculaires  DCA 
et  FDCB  se  coupent  de  deux  cötes  de  la  ligne  EFBA. 


*)  Bulletin    de  la  Soci^t^    Fhysico-math^oiatiqtie    de    Kasan«    Deuxi^me 
s^rie.     Tome  II  Nr.  2,  1892. 


26^ 
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Thioreme  10.  Im  somme  de  deux  perpendiculaires  ^UvSes  sur  la  ligne 
geoniitrique  d'un  de  ses  cotes,  en  jrrenant  la  Umgueur  de  chacune  de  son  pied 
jtisqu'au  point  de  Viniersectum  acec  Cautre,  est-  igcde  ä  ^. 

II  est  donn^:  AB  et  AC  sont  perpcDdiculaires  ä  BC  (fig.2.). 
II  faut  d6moiitrer  que  AB-\-AC  =z  i. 

£q  proloDgeant  AB  et  AC  jasqu'  ä  la  seconde  intersection 
qni,  comme  il  est  d^montr^,  doit  avoir  lieu  de  Tautre  cdt6  de  la 
ligne  BC  en  quelqae  point  D,  nous  troaverons  qae  A  ^BC  par  le 
d^placement  snr  la  surface  peut  ötre  complötement  superpos6  sar 
^  BDC^  alors  nous  verrons,  |que  AC  =  BD  et  AB  =  CD.  Mais 
AB+BD  =  i',  donc  AB-\-AC=i. 

7'hdoreme  11.  Si  la  longueur  d'une  portiofi  de  la  ligne  geometrique  e.tt 
4gale  a  J,  la  Umgueur  de  chaque  pet-peiidiculaire  ilevee  sur  la  portion  ä  son 
extr^nüS,  en  la  prenant  du  pied  de  la  jyerpendiculaire  jtisqu'au  point  commun 
d* inier soction,  est  4gale  a  J  (fig,  3  ) 

Soient  AB  =  J  et  AD  et  BD  perpendiculaires  k  AB. 

Kn  prolongeant  BD  et  BA  jusqu'  ä  la  seconde  intersection 
dans  le  point  C,  nous  trouverons  que  Zl  C=rf  (th6or6me  6).  II 
est  Evident  que  l^  CDA  par  le  deplacement  sur  la  surface  peut  etre 
corapl^tement  superpos^  sur  ^  ADB-,  alors  AD  coincidera  comple- 
tement  avec  BD  et,  par  cons6quant,  AD=  BD.  Mais,  d*apr6s  le 
dernier  theor^me,  AD+BD  =  i  on  2 AD  «  2BD  ==  },  c'est  ä  dire 
AD  z=  BD  =  J. 

Iheorime  12.  Si  la  longueur  de  la  portion  de  la  ligne  geometrique  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  J,  chacune  des  peipendiculaires  6levees  sur  la 
portüm  ä  ses  extrimitis^  en  prenant  la  Umgueur  de  la  pei^pendiculavre 
comme  dans  le  cos  prdcedent^  est  igale  a  J-  (fig.  4). 

II  est  donn6:  BC  =  J  et  AC  et  AB  sont  perpendiculaires  ä 
BC.    Alors,  d'apres  ce  que  nous  avons  dej^  dit,  ylC==  AB  =  \. 

Prenons  pour  exemple  la  portion  CM  <C  i  et  meuant  MN  per- 
pendiculairement  ä  BC,  admettons  que  la  ligue  obtenue  par  le  pro- 
longement  de  MN  ne  passera  pas  par  le  point  A  par  le  point  d*in- 
tersection  de  AB  et  AC  mais  eile  rencontrera  ces  lignes  dans  les 
points  D  et  N.  Alors  iV6'4-  ^M  =  J,  mais  NC  <  J ;  par  cons6queut 
MN^  J  et  d^autant  plus  MD  >>  \\  mais  BD  est  aussi  >>  i;  alors 
ßj)^MD^  J,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  th6or6me  10. 
Cette  absurdite  provieut  evidemment  de  la  supposition  que  MN  ne 
passe  pas  par  lo  point  A\  par  consequent,  MZV  passera  absolument 
par  le  point  A  et  occupera  quelque  position  AM.  Maintenant  nous 
obtioüdrons :  AM-^-AC  =  AM-{-{  =  i\  par  consequent,  AM  =  J. 
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De  la  m6me  maoidre  nons  demoDtrcrons  lo  tb^or^me  pour  le  cas, 
oü   CM>i, 

Gorollaires. 

1)  Toates  les  porpendicalaires  ^lev6cs  sur  la  ligno  g^om^trique 
d'un  de  ses  cöt^s  passent  par  ua  point  constant  et  la  longuoar  de 
chacuno  d'elles,  an  la  prenant  du  pied  jusqu'  au  point  commun  d'in- 
tersection,  est  ^gale  ä  i* 

2)  Les  perpendiculaires  ä  la  ligue  geometrique  donnee  se  di Vi- 
sen t  par  cette  ligne  en  deux  parties  Egales  entre  les  points  de  leur 
intersection. 

3)  *SV  du  sommet  d'nn  angle  droit  nous  prenims  sur  un  de  6es  cötes  une 
liffThc^  egale  a  ^'et  si  noiis  joigwtns  le  point  obtenu  avec  quelque  point  sur  Vautre 
c^o/e     de  Vangle,  la  ligne  geonietrique  nhtenue   (joignante)  sera  perpendiculaire 
^     l*ciutre  c6t6  de  V angle  et  sa  longueur  sera  ä  J  (fig.  5.) 

Soit  AB  perpendiculaire  ä  CB  et  6gale  k  i.     Demontrons  que 
fcoiTt^o  ligne  AC  prise  dans   lo  th^or^mc  est   aussi  perpendiculaire  ä 
et,  par  cons^quent,  est  dgale  ä  i. 


En  supposaut  que   AC  u'est  pas  perpendiculaire   k  CB^  faisons 

P  aseer  du  point  C  la  ligne  CD,  perpendiculaire  k  CB.    Getto  ligne, 

^*3.i>r^8  ce  qui  a  et6  dit,  passera  par  le  point  A  et  sera  6gale  k  i 

Aftstis  comme,  d'apres  le  tb6or^me  1^,  les  lignes  CDA  et   CA  doivent 

^voir  encorc  un  point  commun  k  la  distance  du  point  A  6gale  k  i, 

1Ä0118   obtenons  que  CDA   et   CA  ont  trois    points  communs.    Getto 

&l>8urdite   ne   provient  6videmraent,  que   de  la   supposition  que  AC 

^'est  pas  perpendiculaire  k  CB,   donc  AC  est  perpendiculaire  k  CB 

^^-i    cons6quemment,  la  longuenr  de  AC  est  egale  ä  J. 

4)  La  ligno  geometrique  qui  diviso  en  deux  parties  egales  les 
Portions  de  deux  autres  lignes  geometriques  prises  entre  les  points 
^®   leur  intersection,  est  perpendiculaire  k  cos  lignes. 

5)  Si  la  perpendiculaire  abaissee  d'un  point  donue  sur  une  ligne 
SeoiD^trique  donnee  est  plus  longue  du  plus  courte  que  J,  on  ne 
P^ut  faire  passer  de  ce  point  aucuno  autro  ligno  perpendiculaire  k 
^^ßiie  donn6e. 

6)  Les  angles  du  fuseau  sph^rique  sont  egaux. 

7)  La  perpendiculaire  eievee  sur  le  cöt6  du  fuseau  pas  en  son 
^^Uen  forme  avec  Tautre  c6te  des  angles  in^gaux:  un  angle  obtus 
^y^  sera  oppos^  k  la  plus  grande  dos  portions  donnee  et  un  angle 
^^8ti  oppose  i,  la  plus  petite  d^entrc  olles  (fig.  6.) 
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Si  AD'^  DC  et  DB  tst  perpendiculairo  k  AC  noas  ayoDs:  K"  ^'i 
^  DBC  ne  peut  pas  etre  6gal  k  nn  aagle  droit.  Admettoas  quai^  j|ue 
Zl  DBC  =  d,  nous  troaverons  ÖC  «=  Z>6'  =»  i,  ce  qui  est  e:  ^^  eu 
contradiction  avec  Thypothöse.  2)  ^  DBC  ne  peut  pas  etre  obtut  mlm  zm\ 
En  supposant  zl  DBC^  d,\\  faut  admettre  qae  -BAf,  perpendiculair-:»  mAt 
k  BD  doit  prendre  sa  direction  en  dedans  de  Zl  BDC  et,  par  conrw  <z»i] 
s^quent,  doit  couper  DC  dans  quelque  point  M.  Alors  BM=  DifS^<Oil 
—  J,  CO  qui  est  de  nouvoau  en  contradiction  avec  Thypoth^se. 

Si  angle   DBC  ne  peut  pas  Stre  ^gal  k  un  angle   droit  et  mx^       ni 
peux  pas  dtre  plus  grand  que    lui   il  est,    cons^quemment,  aiga  (^  c 

Z.  DBA  —  obtus. 


Remarque.  Comme  toutes  deux  lignes  geom^triques,  men6c^  ^^cs 
sur  la  surface  spherique,  so  coupent,  en  construisant  un  angle  quc^^:^  -icl- 
conque  au  point  quelconque  de  la  lignc  g^bmetrique  donn6e  et  c*n  1^  le 

depla^aut  sur  la  surface  de  fagon  k  cc  qu'  un  de  ses  cöt6s'  resW  ^te 
sur  la  ligue  donn^e ,  nous  trouvcrons  que  la  position  primitive  et  K  la 
nouvelle  position  de  l'autre  cöte  de  Tangle  dono^e,  etant  prolongee::^  -^^s 
jusqu'  k  Tintersection,  formeront  avec  ligne  donuee  un  triangle  qc^  jui 
aura  un  angle  6gal  k  un  angle  iuterieur  non  adjacent. 

Thforhne  13.     Si  dans  un    triangle  un  angle  ext&ieur    est  tyal    ä  u 
angle  intcrieur  non  adjacent,  la   ligne  g^ometrique  qui  Joint    le  müieu  du  co 
adjacent  a  ces  angles,    avec    le  sommet  de  V angle  oppose    est    igale  «  J;  el^ 
est  deux  fois  plus  petite  que   la    mmime   des    deux  autres  cöt(s  du  triangle 
divise  Vangle  form^  par  eux  en  deux  parties  Egalen. 

11  est  doniie:  {\  ABC;  ^B  =  Z.C;  BO  =  CO  (fig.  7.) 

II    faut    d^montrer:    AO  ^  ^i    AB  +  AC:=i;    Z,  BAO 
Z.  CAO. 

En  prolongeaut  i40  et  AC  jusqu'  k  Tintersection  dans  ie  poin^^^^^ 
D,  nous  obtieudrons  A  ^^D  qui,  evidei^meut,  par  le  deplacemen.^-^' 
sur  la  surface  peut  etre  completeraeut  superpose  sur  A  BOA,  Avec^  ^^ 
cela  nous  obtieudrons:  1)  AG  -=  DO;  mais  AO-^DO  =  2A0  =  i 
par  consequent:  AO  =  i;  2)  CD  =  AB;  mais  AC-^-CD  =  ^,  don 
AB  +  AC  =  i.  k)  Z.  BAO  —  Z.  CDO;  mais  ZCDO  =  C^O  comra 
augles  d'un  fuseau,  donc  Z  BAO  ^  Z  CAO. 

W  est  facilo  de  voir  que   AO   qui   divise  Tangle   BAC  en  deu 
parties    6gales    et  qui   est  6gale  ä  i   divisera  aussi    le  c6t6  BC 
(A  ABC)  —  en  deux  parties  egales. 

Coro  Hai  res  1)  Si  Tangle  du  fuseau  est  plus  petit  que  Taugl^ 
d^oit,  la  Jigne  geometrique  qui  Joint  les  milicux  des  c6t6s  du  fuseau 
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est  ]a  plas  longue   des   porpendicalaircs   abaiss^es  des    points    d'an 
c6te  du  fuseau  sur  l'autre  (fig.  8 ) 

Romarque.  Le  troisiöme  corollaire  du  th^oremo  12  nous 
montre  que  si  dans  un  triaugle  deux  aogics  sont  droits  et  Ic  c6t6 
compris  entre  eux  est  6gale  k  i,  le  troisiömo  angle  du  triaugle  est 
aussi  droit. 

II  en  suit,  d'apres  les  theor^raes  demontres,  quo,  si  dans  un 
triaugle  deux  angles  sont  droits,  le  troisi^me  äugle  est  equivalent 
avec  son  c6t6  oppose,  c'est  k  dire:  si  le  troisi^me  angle  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  l'angle  droit,  son  cöte  oppose  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  i  et  r^ciproqueraent. 

Qu'  ou  nous  donue  ä  present  le  fuseau  AMBNA  et  que  son 
^  A<id.  Alors  MN  qui  Joint  les  milieux  des  cotes  du  fuseau  est 
plus  petite  quo  i.  D'apres  cela  Z)C,  perpeudiculaire  k  AB^  coupera 
le  prolougemout  iVMeu  quelquo  point  O  et  formera  avec  AB  Tangle 
ACD  Z^D. 

II  eu  suit  que,  prenant  d'abord  CT)  =  MN  et  monant  CQ  per- 
pendiculaire  ä  CZ>,  nous  obtiendrons  ' {\  CQD  6gal  IS  MBN  avec 
quoi  Zl  CQA  '=^  Z^  B  ^  A.  Maintenant,  d'apres  lo  thöor^me  13, 
CQ-\-CA  =  J,  raais  CQ  ==  i,  donc  CA  =  \^  ce  qui  est  absurde. 
L'absurdite  nVst  provenu,  ^videmment,  que  de  la  supposition  quo 
CD  =  MN.     Ainsi  CD  nc  peut  pas  etre%6galc  a  MN. 

Posant  ensuite  que  CD  >  MN  prenons  CD  =  MN  et  menons 
C'Q  perpcndiculaireraent  ä  CD.  Alors  il  sera  de  nouveau  evident 
que  Z.CQA  >=-  Z-  CAD  et  nous  obtiendrons .  ^  AOQ  qui  aura 
AO-^QO  =  i,  CO  qui  est  de  nouveau  absurde  parce  que  AO  ainsi 
que  QO  est  plus  petite  quo  J.  De  cette  maniere  nous  obtcnons  quo 
CD  ne  peut  pas  etre  plus  grand  que  MN  ui  lui  etre  6gale,  donc 
CD  <  MN 

2)  Si  un  angle  du  fuseau  est  plus  grand  quo  l'angle  droit,  la 
ligno  geometrique  qui  Joint  les  milieux  de  ses  cotes  est  la  plus 
petite  des  perpendiculaires  abaissees  des  points  d'uu  cotö  du  fuseau 
sur  Tautre. 

Ce  corollaire  sera  demontre  de  la  meme  mani^ro  que  le  pröcedent. 

Theoreme  14.  Si  un  angle  du  fuseau  est  plus  petit  que  Vangle  droit, 
les  perpendiculaires  egales  entre  elles  abaissees  des  points  d'un  cote  du  fuseau 
sur  Cautre  sont  egalement  eloignees  des  sotnmets  du  fuseau  et,  consequemmenty 
de  la  perpendiculaire  du  milieu. 


ei 
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II  est  donn6  le  fuseau  MN  (fig.  9)   et  Z.M<C.d.   AB  est  la 
perpcndicalaire  da  milieu,  CD  et  CD'  sont  des  lignes  6gale8  entre  |  i^ 

elles  et  perpendiculaires  k  MBN.    II  faut  d^montrer  que  DJV«  D*M 
ou  qae  BD  —  BD'. 

Comme  CD  <^AB  (corollairo  premier  du  th6oröme  12)   en  d6- 
plagant  ^  CDJS/  sur  la  surface,   nous  pouvons  parveuir    enfin  ä  ce 
que  CD  coiacide  avec  CD'.  La  10*™®  figure  montre  cette  nouvelle  Posi- 
tion oü  CM*  =  6W,  D'N'  «  DN  et  CAP  qui  est  le  prolongemeat 
de  N'C  estögale  ä  CM,    Dans  le  triaugle  MCM'  l'angle  extdriea:» 
M  est  ä  l'angle   M'    —    intdrieur  et  iion  adjacent;    c'est  poarqao 
d'apr6s  le  theor^me  13,  C'P  qui  Joint  le  sommet  C  avec  le  milie 
du  cöt6  oppos6  est  egale  d  i.    En  prolongemcnt  P'C  jusqu'  k  Tii 
terscction  avec  MN^  nous  trouverons  que  CP  est  egale  it  i  et  divis^^  -cS 
Z-  jSC'N*  eu  deux  partics  egales ,    ce   qui  fait  que   N^P  est    auss  .^Si 
—  PiV.     Sachant  que  CD'  <  J,  que  PC  =  C'P'  «  i  et  que  C. 
est   perpendiculaire  ä  PP',   11    est   facile    de  voir  que    Z.P'C' 


Z.  PCD'  —  rf     et    par    cons^quent,     ID'  —  P*D'  =  i.      EnsniU^iÄ'  ^ic, 
M]Sl-\-MM*  =  J  =  3/A'4-A\V'.  par  cons^quent,  MM'  =-  iViV'  d'o  «:^  oti 

— ^     »  p'M  =     -     ;  mais  nous  souvenant  que  PD'  «  P'B\  uoilm  ^zxus 

concluons  que  MD'  =  D'N'  ou  3//)'  =  DN  (fig.  9)  en  consequeuc^  Ä-^uce 
de  quoi  BD  est  aussi  =  BD\  ce  qu41  fallait  d^montrer. 


The.irt'hne  lö.  Si  un  anßle  du  iriangle  est  moindre  que  2n,  le  cote  g*  "%^  ''"* 
lui  est  opposc  est  jtlus  petit  <pie  ^. 

Soit  daus  A  ^^BC  (fig.  11)  Z.  ABC  <  2</.  En  prolongeant  A^.  t-wiß 
nous  trouverons  qu'elle  peut  couper  AC  entre  les  points  A  et  C  c-ci^  *  ^^ 
quelque  point  ^V  oU  bieu  eu  quelque  point  D  sur  le  prolongemenim  '^-^  ^^^^ 
de  AC.  En  faisaut  la  premiere  supposition,  nous  devons  conclur':«:-«-' ^"^ 
que  le  prolongemeut  AU  coupcra  absolumeut  BC  eu  quelque  poim«.  i  ^^^"^ 
E.  Alors  ABMEN—\  et  BME  —  ^,  d'oü  nous  obtiendrons  uuj::«-«^"" 
absurdiie  evidente:  AHMEN  '^  B ME.  II  en  suit  que  la  second»  fc^-^^^^"' 
supposition  doit  etre  juste,  et  dans  ce  cas:  AD  «  ^  et  AC  <  ^IDCI^^  -El/^ 
donc  AC  Z  \' 

Theoreme  1(1.  Si  un  au(jle  du  triangle  est  plus  p'iind  que  2d,  le  coS^^^'^-^^*^^ 
qui  Ini  est  opp<)Sc  est  plus  grand  que   \. 


En  admettant  que  dans    {\  ABC  (fig.  12),   dont   les  cöt6s  sonr  .c:^  ^^^ 
ABt  BC  et    ADC^  Z  ABC^  2d  et  eu  prolongeant  par  exemple  l^i      ^^ 
cöte  AB  de  Tangle  donue  nous  trouverons  que  ce  prolongemeut  doi  M  ^^t 
prendre  sa  direction  en  dedans  du  l\  ABC,  donc  il  doit  couper  AC^     ^' 
en  quelque  point  D  entre  les  points  yJ  et  C     Des  lors  AC^  AME^     -^; 
mais  AMD  =  ^,  douc  AC^  \. 
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Remarque.  Les  conclusions  r^ciproques  aux  theor^mes  15  et 
6  seront  ^galeraent  justes  et  seront  dömontr^es  d'une  raani^re 
galement  simple. 

Theoreme  17.  Si  dans  %m  triangle  isocele  Vangle  au  sommet  est  momdre 
te  2d  et  les  cotes  egaux  sont  molndres  qne  J,  la  ligne  qui  diuise  Vangle  au 
mmet  en  deux  parties  egalen  est  perpendiculaire  ä  la  base  (fig.  13  ) 

II  est  donn6:  Z.  BAC  <  2dy  AB  =  AC  <,  \,  Z.  BAO  ^ 
iCAO. 

II  faut  d6moQtrer:  AO  ±  BC. 

Prolongeons  AB  et  AC  —  cotes  du  A  ^^BC  —  jusqu'  bk  la  sc- 
)ndc  interscction  dans  le  point  F  et  divisous  ABFai  ACF  ou  deux 
irties  egales  daus  les  points  M  et  N.  Puls,  en  meuant  MA  et  en 
rolongeant  BC  et  JV/iV  jusqu'  ä  Tintersection ,  nous  obtenous  les 
Dints  D  et  E. 

D^s  lors,  d'apres  le  corollaire  4  du  th^or^me  12,  AM  =>  AQ  = 
iV=  i  et,  comme  ZI  MAQ  -=  zl  NAQ,  par  la  superpositiou  des 
ianglcs  MAQ  et  NAQ  nous  arriverous  ä  la  couvictiou  que  MQ  = 
'Q,  AQ  =  \  et  d'apres  cela  00  <  i,  par  suite  Z.  D  <^  d\  cela 
Dnne  le  droit,  d'aprös  le  th6or6me  14,  de  couclure  que  NE  =  DM, 
[ais,  en  ajoutant  h  NE  et  DAI  k  chacune  une  ligne  egale  NQ  et 
TQ,  nous  trouverous;  QE=QD  =  i'^  et,  commQ  Z  AQM  z=z  d^ 
"iAOB  est  aussi  =  d,  c'est  ä  dire  AO  est  perpendiculaire  k  BCy 
3  qu'  il  fallait  demontrer. 

Theoreme  18.  Sl  dans  un  triangle  un  cöte  quelconque  pris  pour  hose 
i  moindre  que  ^  et  la  perpendiculaire  du  sommet  ä  la  hast  dioüe  Vangle 
i  sommet  en  deux  parties  egales^  ce  triangle  est  isoctle  (fig    14.) 

Remarque.  Par  Thypothese,  indiquee  par  le  theoreme,  l'angle 
11  sommet  ue  peut  etre  ui  egal  ä  2d  ni  plus  grand  que  2d.  Si 
angle  au  sommet  est  egal  ä  2d,  la  ligure  donnee  n^est  pas  un  tri- 
Qgle,  mais  un  fuseau. 

Mais,  si  Tangle  au  sommet  est  plus  grand  que  2d^  le  c6t6  qui 
li  est  oppose  est  plus  grand  que  ^,  ce  qui  est  en  contradictiou 
?ec  les  donnees. 

II  est  donne:  BQ  J,  AC\  Z  ABQ  =  Z  CBQ. 

II  faut  demontrer  que  AB  =  CB. 

En  supposant  que  AB  et  CB  ne  sont  pas  egales  et  par  ex- 
mple,  AB  >  CB,  prenons  DB  =  CD  et  joignons  les  points  D  et  C. 


i 
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Nous  aurons  lo  triauglo  isocelö  DHC  dont  le  cdt6  BO  divise  Tanj 

au  sommct  en  deux  parties  egales.     D'aprßs   le  th^oreme  preced« 

^  COQ  =  c/,  mais  zl  CQO  est  aussi  =  d^  par  cons^quent  CQ= 

ce  qui  est  en  coiitradictiou  avet  la  suppositiou.    Ainsi  AB  et  CB  -  \^^ 

pcuvent  pas  etro  iuögales  et  par  suite  A  ABC  est  isocdle. 


Theoreme  1,9.  Si  dann  un  tn'angle  isitcele  rangle  au  S(nnmet  est  rwo?nc^-^-*ndn 
Qiie  2d  et  les  cotes  eganx  sont  moindres  que  J,  la  liqne  que  dioise  Vangle  ^^e  ai 
s'omniet  en  deux  parties  egales,  dioise  aussi  la  hase  en  deux  parties  ^//o^tz^'^^a/e 
(tig.  13) 


Soit  A  ^^C'  le  triangle  donne.  Faisons  les  memes  constriKL^  tuc 
tious  que  cclles  que  nous  avons  faitcs  pour  demontrer  le  th^or^im^  ^^me 
17  et  pla^oDS  le  ^  CNE  sur  le  /\  BMD  de  maniere  que  EN  coir  <i30in- 
cide  avec  DM  et  le  cöte  NC  prenue  sa  direction  sur  MF.  On  pe^  ^>eut 
y  parvenir  par  suite  de  l'egalite  des  augles  ENC  et  DMF  —  dL.»  des 
augles  droits.     Des  lors    {\  CNE  prendra  la  position  PMD  et  il  se 

formera  Ic  uouvean    ^  BDP   qui   uc   peut  etre  qu'    isoc^le   par      ^^  le 
theoreme  18,    c*est  ä  dire  DP  =  DB\    mais    DP  ^  CE\  par  cous^^  Jse- 
quent,  DB  z=.  CE^  mais  DO  est  aussi  =  -ßO,  cons4querameut,    BT^k^^O 
=  CO,  CO  qu'  il  fallait  demoutrer. 


Sacliaiit  quo  d*un  poiut  ou  ue  peut  elcver  sur  la  ligne  geoDÄTT^ne- 
trique  qu*  uue   seulo  perpendiculaire,    uous  pouvons  faire  oncore  ^^ 

deduction  suivante;    ,,8i  daus  uu  triauglo  isocele  Taugle  au  somwBm^G* 
„est  moiudre    quo    2d  et    los    cötcs  egaux  sont  moindres  quo  i;  ^* 

„porpeudiculairo    clovee   sur   la  base    de   sou    milieu  diviscra  aus    -^ssi 
„rauglo  au  sommet  eu  deux  parties  6gales". 

Les  theoremcs  17,  18,  19  et  la  deniiere  conclusion  sont  6gaÄl  -Cle- 
ment justes  pour  chaque  triangle  isocele  dout  Tangle  au  sommet  ^^^  ®^^ 
moiudre  quo  2d. 


Soit  daus  le  A  B4C  Tangle  ^  <  2^  et  AB  =  AC  ">  l  l^m^^ 
prolongeant  AB  et  AC  jusqu'  ä  la  seconde  interseciion  dans  le  poi-^^  ^°^ 
/>,    nous   trouverons    que    A  DBC    est  aussi  isocöle  et  que    DB '  ^ 

DC  <  i  et  ^  D  =  ^  A  <,  2d     Eu  divisant  ^D  en  deux  parti  -^es 
egales  au  raoyen  de  la  ligne  DO,  nous  conclurons  quo  DO  passe:  ^^^^a 
par  le  point  A  (les  deux  AD  =-  i)  et  divisera  ^  i4  en  deux  parti  — ^^^ 
egales;    on  peut  en  acquerir  la    conviction  par  la  superposition  d — ^^^ 
fuseaux.    Sachaut  plus    loin   que    DO   est  perpendiculaire  k  BC         ^^ 
BO  =  CO,  uous  trouverons  que  la  suppositiou  est  juste  (fig.  15). 

Les  th^oremes  17,  18,  19   et  la  conclusion  que  nous  venons   ^6 
faire  se  rapportent  ä  chaque  triangle  isocele  (fig.  16). 

Prenons  le  triangle  isocele   ABC  dans  lequel    AC=BC  et  8ö 
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sommet  ^^  aCB  *>  2il.  En  prolougeant  sa-  basc  des  dcux  [cötös 
nous  obtiendrons  une  ligne  geom^triquo  cntiöro  ADBCA  et  un  tri- 
anglo  isoc^le  ACB  dont  Tangle  au  sommet  est  moindre  que  2d. 

En  menant  daiis  le  A  ACBEA  ]a  ligne  CE  qui  divise  Taiiglo 
an  sommet  en  deux  parties  6gales,  nous  trouvorons  qu'  eile  sera 
perpendiculaire  h  AB  et  la  divisera  en  deux  parties  egales.  Mais 
la  ligne  CD  qui  est  le  prolongement  de  EC  divise  aussi  evidemment 
Tangle  au  sommet  du  triaugle  donu6  en  deux  parties  6gales. 

Puis,  d'aprös  le  th6or6me  6,  CD  est  perpendiculaire  ä  ADS. 
En  outrc:  EAD  =  EBD  =  ^,  mais  EA  —  EB^  par  consequent,  AD 
est  aussi  =  BD,  Ainsi  on  peut  appliquer  au  triangle  douu6  les 
th6or6me8  17  et  19. 

Nous  apercevant  quo  CD  qui  est^perpendiculaire  h  ADB  et  qui 
diviso  Zl  ACB  >  2(1  en  deux  parties  egales  est  aussi  perpendiculaire 
k  AB  et  divisera  aussi  Zl  ACB  <  2d  en  deux  parties  egales,  nous 
trouvcrens  quo  le  A  ACBEA  et,  par  consequent,  le  triangle  ADBCA 
ont  les  cotes  AC  et  BC  6gaux,  c'est  h  dire  que  le  d6rnier  triaugle 
est  isücele,  c'est  ä  dire  qua  le  theoreme  18  peut  lui  etre  applique. 
La  conclusion  dont  il  est  questiou  dans  la  propositiou  est  aussi 
Evidemment  juste  pour  le  triangle  donne. 

Theorhne  20.  Dans  un  trianfjU  isocele  les  angles  oppos^s  aux  cotes 
^gaux  soni  ^gaux  (fig.  17). 

II  est  donne;  ^  ABC,  AB  —  AC, 

II  faut  demontrer:  Z.  ABC  =  Z.  ACB. 

En  menant  AO  porpendiculairement  ä  BC^  nous  trouverons  que 
BO  =  CO,  En  prolongeant  ^10  et  en  prenant  A'0=  AO,  joiguons  les 
poiutsvl'  et  B  ^  A'OB,  par  lo  deplacement  sur  la  surface,  peut 
etre  completement  superpose  sur  {\AOC,  d*oü  il  suit  que  A' B  = 
AC  =  AB  et  Z.  A'BO  =  Z  ACO.  II  en  resulte  quc^  A  ^i^^'  est 
isoc^le  et  que  sa  ligne  OB  est  la  perpendiculaire  ä  la  base  elevee 
sur  son  milieu  et  alors,  d'apr^s  ce  que  nous  venons  de  dire,  Z  ABO 
=  Z  A'BO\  mais  Z  A'BO  =  Z  ACO,  par  consequent:  Z  ABO  = 
Z  ACO  ou  Z  ABC  =  Z  ACB, 

Donc,  si  dans  un  triangle  deux  cotes  sont  6gaux,  les  angles  qui 
lenr  sont  opposds  sont  aussi  egaux. 

Theoreme  21.  Si  la  hose  d\m  triangle  'isocele  et  moindre  que  ^  et  la 
ligne  g^omdtriqiie  qui  Joint  le  bommet  au  milieu  de  la  base  est  perperidicnlaire 
sur  cette  dernihe,  eile  didse  aussi  Vangle  au  sommet  en  deux  parties  Egales 
(fig.  18.) 
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II  est  donii6:  ^  ABC]  AC  <  i;  AD  —  DC,  BD  J\^AC, 

II  faut  d6montrer:  Z.  ABD^  A.  CBD, 

Admettant  que  les  angles  ABD  et  CBD  ne  sont  pas  6gaax  et 
quo,  par  exeraple,  Z-  ABD  >  ^  CB*D^  menons  ^JPde  maniers  que 
Zl  FBD  =  A.  CBD.  Alors,  d^aprös  le  th6ordmo  18,  nous  trouverons 
quo  BF=^  BC^  d'oü  nous  conclurons  que  FD  =  DC^  co  qui  est  en 
coQtradiction  avec  les  donuöes. 


Ainsi  nous    devons  uecessairement  conclure   que  ^  ABD  = 
CBD,    II   est   Evident   que   uous  arriverons  k  la   merae   conclnsion 
dans  le  cas  oü  la  baso   du  triaugle   est   plus   grande   qnej  ^:  nous 
n'avons   qu*  ä  complctcr   le    triaugle  jusqu'   ä   la    dcmisphere  et   ä. 
cousiderer  d*abord  le   triangle  completaut  le  trianglo  donne  jusqu'  ^ 
la  demi-sphdre. 

Corel laire.    Les  lignes  obliques  ä  la  ligue  g6om6triqne  doo-- 
u6e  qul  partout  d'un    memo  point   et    qui    out  sur  cette   ligne   des 
projectious  Egales  sont  egales 

Theoreme    22,     Si    <lans  im  triangle  deux  angles    sont  tyaux,    les  cöt^^ 
qui  leur  sont  oppos^s  sont  aussi  ^gaux» 

11  est  donne;  /SABC  (fig.  19) 

Z.  BAC  =  Z.  BGA 

II  faut  demontrer:  AB  =  BC. 


s 


Eu  supposaut  que  AB  n'est  pas  egale  ä  BC^  nous  trouvero 
quo  OD,  perpeudiculaire  ä  ^C  et  meneo  de  son  milicu  ne  passo- 
pas  par  le  poiut  B  et,  par  cons^quent,  coupera  un  des  autres  cöt^^' 
par  exemple  BC^  dans  quelque  point  />.  Alors,  d'apr^s  ce  qui  ^ 
et6  dit,  AD  =  DC,  mais,  d'apres  le  theoreme  20,  Z  DAB^  ZDC7^^'' 
ce  qui  est  en  coutradiction  avec  les  donnes.  Ainsi  nous  voyons  (%S^^  ^ 
AB  doit  etre  uecessairement  =  BC. 

Theoreme    23.     Si  V angle    au  sommet  d'un  triangle  isocele  est    moinädt 
que  2d  et  les  cot^s    fgaux  sont    moindres  que  |,    les  angles    ä  sa  hose   s 
aigues  (fig.  20). 

II  est  donne:  AB^AC  <  i,  ZA  <,2d',  ÄO  ±^  BC 

II  faut  dem.'ontrer:  Z  B  < /i. 

L'angle   B  ne  peut   pas    etre  droit  car,    si  nous   le  supposa 
6gal  ä  un  angle  droit,  nous  verrons  que   -^O  =  AB  =  J,    ce  qui  est 
en  coutradiction  avec  l'hypothese.    Admettons  que  ^  -ö  >  d  et  nac 
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Dons  B-Äf  perpendiculaireraent  ä  BC^  nous  trouvorons  qae  ßM^QM=l. 
Mais,  d'apr^s  les  donn^s,  ^O  <  ^  ^  et,  par  cons^quent,  d'autant 
plus  OM  doit  Stre  plus  petite  que  j. 

L'absordit^  obtenue  montre  que  ^B  ne  peat  dod  plus  etre 
obtus,  c'est  pourquoi  il  doit  etre  n^cessairement  aigu. 

Th^ime  24.  St  Vangle  au  sommct  d'un  triangle  isocUe  est  mofndre 
que  ce  de  et  les  cotis  €gaux  sotit  plus  grands  que  \y  les  angles  ä  sa  base 
sont  chtus, 

Poor  d^moDtrer  le  tb^oreme  on  n'a  qu'  i  prolonger  les  cöt^s 
^ganx  du  triangle  doone  jusqu^  ä  la  seconde  intersection  alors  dous 
obtiendrons  le  triangle  indiqu6  par  le  th^oreme  precedent  et  les 
angles  k  sa  base  seront  aigns  et,  par  cons^quent,  les  angles  ä  la  base 
du  triangle  donn6,  comme  angles  suppl6meutaires  jusqn'  k  2d  aux 
ftngles  du  nouyean  triangle,  seront  obtus.  Nous  trouverons  en  outre 
QQe  la  perpendiculaire  abaiss6e  dans  le  triangle  isocele  donn^  du 
sommet  sur  base  sera  plus  grande  que  i  et  plus  grande  que  chacun 
des  c6t6s  6gaux. 

Tli€orhne  25,  Si  Vangle  au  sommet  ä'un  triangle  isocele  est  muindre  que 
^^  et  les  angles  ä  la  hase  sont  aigus,  les  cotis  ^gaux  du  triangle  sont  moin- 
^^^   que  \  (fig.  22). 

11  est  donn6:  A  ^BC,  Z.A<^2d 

AB  —  AC 
Z.B  ^  ^C  <^d 

II  fant  d6montrer:  AB  <  \. 

Xes  cdt6s  ^gaux  du  triangle  donnö  ne  peuvent  pas  etre  ^gaux 
^  i"  car  dans  ce  cas  ^  ^  =  ^  C  =  d,  ce  qui  est  en  contradiction 
*^e<i  rbypothese. 


1)  Seit    AM  =  AN=i  (fig.  21),  ^JB  =  ^C  <;  J  ^  ^  <   2d   et   AO 

-J — -GC,    Si  l'angle  A  ^  2d,  MN  ^  .J.     II    en    r^8ulte  que  BC  ne  peut  pas 

'^»icontrer  MN  entre  les  points  M  et  M  et  dans  ce  cas  BC  coupe  la  ligne  geo- 

***^triqne  AOQ  entre  les    points    A   et  Q  et  par  suite    AO  ^  J.     Pnis    nous 

^yonsi  OQ  est  perpendiculaire  k  deux  lignes  BC  et  MN  dt  dlle  est  moindre 
"^®  -J,  c'est  pourquoi  OQ    est  la    plus    grande  des  perpendiculaires  abafssdes 

*•  points  de  la  ligne  BC  sur  la  ligne  MN  (corollaire  1  du  theor^me  13) 
^Otic  OQ^  BM  et  par  suite  AO  ^Aß.     Nous  en  concluons:    „si  Tangle  au 

»»•ounugt  d'nn   triangle  isocele    est  moindre   que  2c?  et    les    cotes  dganx  sout 

»^oindres  que  l,.  la  perpendiculaire   abaissce  du  sommet  sur  la  base  est  plus 

^P^titc  que  chacun  des  autres  cötcs.'^ 


> 
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Supposant  AB  =  AC  >  J,  nous  pouvons  prendrc  AM'^AN==^  \\ 
alors   nous  aurons  dans  le  triangle   DBC:    Z^  DHC  <  d\   et,    [      }^ 
cons^quent,  la  somme  des  angles  adjacents  Z-  ABC  +  zl  -^J5C  <  ^^r2d. 
Oq  voit  par  lä  que  AB  est  n^cessairement  moindre  qae  \, 

Thiortme  2b'.'  Si  Vangle  au  sommet  dun  triangle  isocele  est  moinm^  süre 
que  2d  et  les  angles  a  la  hase  sont  ohtus,  lea  cöt(»  €gaux  du  triangle  S'^^^^iont 
plus  grands  que  |. 

La  v^rite  de  co  quo  vient  d^ßtre  enonc6  est  facile  ä  voir  par  le 

Supplement  du  triangle  donn^  jusqu'  au  fuseau,  en  proloDgeant  d     ies 
c6t6s  ögaux  donn^s  jusqu'  ä  la  secoude  intersection. 

Corollaires  des  th^or^mes  pr6cedents  sur  les  triangles   isoc^l^      es. 


1)  Si  Tangle  au  sommet  d'un  triangle  isocele  est  plus  grand  q 3"® 

2d  et  les  cdtes  ^gaux  sont  moindre  que  j^^  les  angles  h,  la  base  so^^Qt 
obtus  et  la  perpendiculaire  abaissöe  du  sommet  sur  la  base  est  p] — ^Qs 
grande  que  J. 

2)  Si  Tangle  au  sommet  d'ua  triangle  isocöle  et  plus  grand  q  °6 
2d  et  les  cotes  egaux  sont  plus  grands  que  },  les  angles  ä  la  ba.  i*se 
sont  aigus  et  la  perpendiculaire  abaiss^e  du  sommet  sur  la  base  ^^^st 
plus  petite  que  |. 

8)  Si  Tangle  au  sommet  d*un  triangle  k  sa  base  sont  aigus,  1 es 

cotes  egaux  du  triangle  sont  plus  grands  que  i- 

4)  Si  l'augle    au   sommet   d'un  triangle  isocele  est  plus  gra^^»d 

« 

que  2d  et  les  angles  k  la  base  sont  obtus,    les  cotes  ^gaux  du  tc    -^^' 
angle  sont  plus  petits  que  J. 

5)  Les  perpendiculaires   61ev6es   des  milieux  de  tous   les  cötz— ^s 
d*uu  triangle  quelconque  passent  par  un  meme  point. 


G)  Les  bissectrices  des  angles  de   tout  triangle   passent  par  ^lmü 
meme  point. 

Th^orhme  27.     Si  dann   un   triangle  la  somme   de  deux  c6t€s  est    ig€xle 
au  troisieme,  Vangle  oppos^  au  iroisieme  c6t€  est  €gal  ä  2d. 

II  est  donne:  A  ^^^i  AB-\-BC  =  AC  (fig.  23.) 
II  faut  demontrer  que  Z.  ABC  «  2d. 

En  faisant    AO  =  AB ,    nous  trouverons  que    CO  '^  CB.    En 

joignant  les  points  B  et  O,  nous  obticndrons 
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du  triaugle  ABO Zl  ABO  «  Zl  AOB 

du  triangle  CBO Z.  GBO  =  ZI  COB 

Z_  ABC  =  Zl  ABO  +  Z:  C^O  «  2d 

Remarque.  Ou  voit  sans  difficulte  qae  si  dans  un  triangle 
nn  seul  angle  est  6gal  ä,  2^,  la  somme  des  deux  c6tes  formant  cet 
angle  est  egale  au  troisieme ;  un  pareil  triangle  peut  avoir  les  deux 
autres  angles:  1)  ^gaux  ä  zero  et,  par  consequent  11  represente  une 
certaine  partie  d'une  ligne  geometrique  enti^re  ou  2)  non  egaux  ä 
z6ro,  c'est  ä  dire  il  se  transforme  en  fuseau. 

Th^orhne  28.      Si  dans  un  triangle  la  somme    de  deux    cStäs   est   plus 
jtetite  gue  le  trosieme,  Vangle  oppose  au  troisihme  c6t€  est  plus  grand  que  2d. 

Gas  l®';  AB  ainsi  que  CB  est  plus  petit  que  i  (fig*  24.) 

II  est  donn6:  /\  ABC .  AB '\-  CB  <^  AC. 

ZI  BAC  ainsi  que  zl  BCA  diff^rent  de  2rf, 

II  faut  d^montrer  que  Zl  ABC  <  2d. 

Le  th6or6me  propos6  n'  a  6videmment  besoin  d*etre  demente 
que  dans  ce  cas  oü  Z.  BAC  et  zl  BCA  sont  chacun  ä  chacun 
moindre  que  2cZ;  en  admettant  qu'  un  de  ces  angles  est  plus  grand 
que  2rf,  nous  trouverons  que  le  cöte  qui  lui  est  oppos6  est  plus 
grand  que  ^  et,  par  consequent,  d'autant  plus  -4C  >  ^,  d'  oü 
Z.  ABC  >  2d. 

Si  nous  prenons  AM  =»  AB  et  CN  =  CJ5,  d'apr^s  les  donn6s, 
nous  aureus  AM'\-  CN  <  AC  En  joignant  le  point  B  avec  les 
points  M  et  iV,  nous  obtiendrons  deux  triangles  isoceles:  ^  ABM 
et  {^  CBN  dont  les  angles  aux  sommets  sont  moindres  que  2d  et 
les  c6t6s  6gaQx  sont  moindres  que  \\  c'est  pourquoi  les  angles  ä 
leurs  bases  sont  aigus  (thöor^rae  23;.  D'apres  cela  Zl  BMN  ainsi 
que  Zl  BNM  sont  plus  grands  que  d. 

Si  maintenant  nous  abaissons  la  perpendiculaire  du  sommet  B  sur 
le  cöt6  AC  et  si,  prenant  OD  «=•  0J5,  nous  joignons  le  polnt  D  aux 
points  A,  M^  N  et  6/,  nous  obtiendrons  les  triangles  isocMes  AB  D 
MBB,  NBD  et  CBD. 

Comme  dans  A  BMD  et  A  BND  les  angles  M  Qi  N  sont 
chacun  plus  grands  que  2(7,  leur  base  commune  BD  doit  etre  plus 
grande  que  i;  donc  BD  doit  couper  Ac  entre  les  points  iW  et  N\ 
en  supposant  le  contraire  nous  aurions  trouve  quo  BD  est  en  meme 
temps  plus  grande  que  ^  et  plus  petite  que  \;.     Si  BD  >  ^,   dans 


416  Sikstel:   Th^orimes  fondamentaux  de  la  g€om€lrie  sphärique, 

les  triangles  isoc^les  BAD  et  BCD  dont  les  cötes  egaux  sont,  d'apr^s 
rhypothöse,  plus  petits'  que  J,  les  angles  aux  sommets  sont  plus 
grands  que  2d.  Dans  ce  cas,  d^apr^s  ce  qui  prec^de,  les  angles  aux 
bases  de  ces  triangles  sont  obtus,  c'est  ä  dire  Z.  ABO'^  d  et 
ZI  CBO  >  d,  d*  oü  Z.  ABC  >  2J,  ce  qu'  ü  fallait  d^montrer. 

Cas  2ö"»«  du  th^oröme  28,  quand  ÄC  >  J^  et,  par  conse- 
quent,  AB  <s\  (fig.  25  J 

II  est  donn6:  A  ABC 

AB  +  BC  <  AC 

Z.A  et  zl  C 

diff^rcnt  de  2d,  autreraent  sont  moindres  que  2d. 
II  faut  d^montrer:  Zli4ÄC>  2(i. 

En  construisant  A  ABM  et  A  CBN  de  meme  que  dans  le  cas 
prec6dent,  nous  deTons  conclure,  d'apr6s  les  donn^s  et  les  th6or^- 
mes  sur  les  triangles  isocMes,  que  Zl  CBN  6gal  ä  zl  CNB  est  plus 
grand  qu'  un  angle  droit.  Si  nous  admettons  maintenant  que 
Zl  ABC  <  2f/,  la  ligne  -ÖÄ^qui  divise  Z  ABC  en  deux  parties  Egales 
doit  tomber  ä  Tinterieur  de  ZL  CBN.  Mais,  sachant  que  les  bissec- 
trices  des  angles  du  triaugle  passen't  par  un  meme  point,  nous  de- 
vons  arriver  ä  la  conviction  quo  les  bissectrices  BK^  AK  et  CK  so 
rencontrent  necessairement  ä  Tint^rieur  du  A  CNB  dans  quelque 
point  K  Mais  comme  AK  et  CK,  ^taut  bissectrices  des  angles  aux 
sommets  isoceles,  servent  de  perpendiculaires  elevees  sur  les  deux 
cötes  BM  et  BN  de  leurs  milieux  dans  ^  BMN,  et  comme  les  per- 
pendiculaires des  milieux  des  cötes  du  triangle  se  rencontrent  toutes 
les  trois  dans  un  meme  point,  le  point  K  sert  de  point  commun 
d^ntersection  —  des  bissectrices  des  angles  A  ^BC  et  des  perpen- 
diculaires des  milieux  des  cöt^s  dans  A  BMN.  D'apres  la  suppo- 
sition  ZL  ABK  <  eZ,  donc  Z  AMK  qui  lui  est  egal  <  rf  et  par  suite 
ZI  KMN,  6gal  ä  Z.  KNM,  est  plus  grand  que  d.  En  abais- 
sant  maintenant  dans  le  triaugle  isocele  KMN  la  perpendiculaire 
KO  du  sommet  sur  la  base  et  en  la  prolongeant  d'une  longueur 
OK'  =  OK,  joignons  le  point  K'  aux  points  A,  M,  N  Qt  C.  Apres 
avoir  consider^  les  triangles  KMK'  et  KNK'  dont  les  angles  aux 
sommets  M  Qi  N  sont  plus  grands  que  2rf,  nous  trouverons  que 
KK'  >  i  et,  par  consequent,  Zl  KAK'  >  2d,  mais  Z-  KAK'  ^ 
ZBAC,  donc  ZL  BAC '^  2d,  ce  qui  est  contraire  ä  l'hypoth^se. 
La  contradiction  ue  vient  que  de  la  supposition  que  Z  ABC  <  2d, 
donc  Z  ABC  >  2d,  ce  qu'il  fallait  demontrer. 
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Th€orhne  29,  Si  la  somme  de  deux  c6t6s  d^un  triongle  est  plus  grande 
jueletroisieme,  V angle  oppos^  au  troisihne  cdte  est  plus  petit  que  2d  (flg.  26  ) 

II  est  donn6:  ^ANCB,  ÄB+BC  >  AMC. 

II  fant  d^montrer:  Z.  ABC  ^2d. 

En  admettant  que  ^  ABC  >  2rf,  nous  trouyerons  qae  le  pro- 
lOOgement  AB  doit  rencontrer  le  cöt6  AMCä  l'iDt^riear  da  triangle 
311  quelqne  point  M.    Alors: 

AB  +  BM  ==  ANM 

^8  d'apr^s  l'hypothöse  AB  +  BC>  ANM + MC 

Ou  BO  BM+MC 

BM  +MC  <,  BCy  d'oü  Z.  BMC  >  2d, 

:e  qui  est  absurde. 

II  faut  en  conclure  que  Z.  ABC  <C  2d. 

Thiorhme  30.  Si  V angle  ^un  triangle  est  moindre  que  2d,  la  samme 
lea  cdiis  qui  forment  cet  angle  est  plus  grande  que  le  troisihne  cdte. 

On  ne  peut  pas  admettre  que  la  somme  de  deux  cöt6s  qui  for- 
oent  nn  angle  moindre  que  2d  —  dans  le  triangle  donn6,  soit  6gale  au 
roisi^me  cöt6  car  dans  ce  cas  l'angle  compris  entre  eux  serait  6gal 
i  2d.  De  mSme  on  ne  peut  pas  admettre  que  la  somme  de  ces 
lenx  cöt^s  soit  moindre  que  le  troisi^me  cöt^  car  alors  Tangle  com- 
»ris  entre  euz  serait  plus  grand  que  2d.  C'est  pourquoi  nous  devons 
i^cessairement  conclure  que  la  somme  de  deux  cöt^s  est  plus  grande 
[ae  le  troisi^me  cdt6. 

Thiarhne  31.  Si  V angle  d^un  triangle  est  plus  grand  que  2d^  la  somme 
'€8  cSiis  qui  le  forment  est  moindre  que  le  troisihme  c6t6  (flg.  27«) 

II  est  donn6:  A^ßS;  ^>4Cä>  2d. 

II  faut  d6montrer:  AC+  BC  <  AQB. 

D'apr^  les  donndes  le  prolongement  du  cöt6  AC  passera  ä  Tint^- 
ienr  du  triangle  et  rencontrera  AB  —  le  troisi^me  cöt6  —  en  quel  - 
ne  point  Q  —  entre  les  points  A  et  B.    Alors  Z.  CQB  <  fid 

ÄC  <  CQ  +  QB 

lais 

AC-\'CQ  =  AQ 

onc 

AC^BC  <,AQ  +  QB 

Axeh.  d.  Math.  u.  Phjs.   2.  B«ih«,  T.  XY.  S7 


\  '  *. 
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AC+  BC  <,ÄQB 

CoroUaire  „Si  chacun  des  aogles  d'an  triangle  est  moindre 
„que  2J.  la  somme  de  toas  les  cötis  da  triangle  est  moindre  qa' 
„ane  uniti''  (fig.  28.) 

Snpposons  que  ^  ABC  (fig.  28.)  satisfait  k  la  proposition.  En 
prolongeant  les  cötis  AB  et  AC  jusqa'  ä  la  seconde  intersection, 
admettons  qae 

^B  +  ^C  +  B(7  ^  1 

Hais  anssi 

AB  +  AC'\-BD  +  CDr=zl 
Donc 

BC'-(BD  +  CD)1^0    oa    BC^  BD^CD 


et  par  snite  ^  D  igal  k  j^A  est  plus  grand  oa  igal  k  2c;,  ce  qa 
est  en  contradiction  ayec  Phypoth^se. 

Thiorhne  32.  Si  chacun  des  angles  d'un  triangle  est  moindre  gve  2d^ 
dan$  un  pareU  triangle  du  plus  grand  angle  est  opposi  le  plus  grond  ctU 
(fig.  29.) 

Ilestdonni:  Chacan  des  angles  da  A  ^^^  est  moindre  qoe 
2rf  Z^  C  >  ^  Ä. 

II  faat  d6montrer:  AB  >  AC, 

En  constraisant  Z.  DGB  z=z  Z^  B^  neos  troaverons  qae  CD  coa- 
pera  AB  entre  les  points  -4  et  -ß  car  Z.  A  ainsi  qae  Z  B  est 
moindre  que  2d.  D^s  lors  BD  =  CD,  Dans  ^  ADC  chacan  des 
angles  est  moindre  que  2d  et  ainsi  CD-^-DA  >  AC  ou    AB  >  AC- 

Le  thdoreme  riciproque  est  aussi  yrai. 

Coro  Ilaire  s.  £n  ajoutant  aux  deux  derniers  th^orömes  les  pro- 
pri6t6s  des  c6t6s  du  triangle  ayant  un  angle  plus  grand  que  2d  et 
de  mSme  —  les  propri^t^s  des  c6t6s  du  triangle  ayant  an  cdü  plus 
grand  que  ^,  nous  pouvons  faire  encore  les  conclusions  suivantes: 

1)  Dans  tont  triangle  au  plus  grand  des  trois  angles  est  op- 
posi les  plus  grand  cöt6. 

2)  Dans  tont  triangle  au  plus  grand  des  trois  cöt^s  est  opposi 
le  plus  grand  angle. 

3)  Si  un  angle  du  triangle  est  obtus  mais  moindre  que  2d  et 
l'autre  aigu,  la  perpendiculaire  abaiss6e  du  sommet  du  troisi^m^ 
angle  sur  le  cöte  opposi  passera  k  Text^rieur  du  triangle  et  sera 


divisfie  par  ce  sommet  en  parties  inegales:   la  plus    grande  partie 
sera  oppos^e  ä  l'angle  obtus  doon^  et  la  ptns  petite  ft  l'aDgle  aign- 

4)  Si  noas  avoDS  dans  un  triaDglo  deux  aagles  obtus,  la  per- 
pendicalaire  da  sommet  du  trotsi^me  angle  siir  le  c6tä  opposä  tom- 
bera  k  l'intSriear  du  triangle. 

5)  Si  noDB  avoD9  dans  un  Iriangle  deux  angles  aigus ,  la  per- 
pendicalaire  du  sommet  du  troisi^me  angle  sur  le  cötä  opposä  pas- 
aera  aussi  ä  l'iDterieur  da  triangle. 

6)  Si  les  lignea  obliques  ä  la  ligue  donn^e  sont  issnes  d'nn 
meme  point  et  forment  avec  eile  au  triangle  dont  les  angles  intiri- 
ears  adjacents  k  la  ligae  donnäe  sont  aigus,  la  ligne  oblique  dont 
la  projection  sur  la  ligno  donn^e  est  plus  grande  sera  plus  graudo. 

7)  Le  tbäorSme  reciproqne  est  aussi  vral  et  sera  demontre  par 
la  methode  de  reduction  k  l'absarde. 

8)  Si  les  lignes  obliques  k  la  ligne  donnäe  sont  issnes  d'ua 
meme  poiut  et  forment  un  triangle  dont  les  angles  adjacents  k  la 
ligne  donnäe  sont  obtus,  la  ligne  oblique  dont  la  projection  sur  la 
ligne  donn^e  est  plus  petite  sera  plus  grande. 

9)  Le  tbeor^ma  räciproque  sera'  demontrü  par  „la  miithode  de 
redaction  k  l'absnrde." 

Les  proprietes  6,  7,  3,  9,  4  et  5  sont  egalement  vraies  poor  le 
triangle  qui  a  un  angle  plus  graud  que  2d.  La  propriiito  3  pour  le 
triangle  ayant  an  angle  plus  grand  que  2d  ne  diffäre  de  celle  que 
nouB  venons  de  citer  qn'en  ce  que  la  perpendiculaire  passe  a  l'in* 
törieur  du  triangle. 

Comme  nous  n'  avons  pas  pour  but  d'ecrire  un  cours  d^taille  de 
geomotrie  spberique,  noua  ne  dirons  que  quelques  mots  k  propos  de 
]a  circonf6rence. 

Oq  appelle  circonferonce  nne  ligne  non  interrompue  snr  la 
Gurface  splimque  dont  cbaque  point  est  ögaiement  distant  d'un  point 
qui  [so  troave  aussi  sur  cette  surface.  Le  point  egalement  distant 
de  tous  les  pointa  de  ia  circonftTcnce  s'appelle  centre  de  la  circon- 
ference.  II  est  evident  que  si  le  rayon  de  la  circonrerence  est 
moindre  quo  i,  pour  la  m^ime  circonferonce  11  se  trouvera  un  autre 
centre  et  un  autre  rayon  plus  grand  qne  J.  II  est  aussi  facile  ä 
comprendre  que  la  circonfüreuce  dont  le  rayon  est  egal  ä  «  a  un 
antre  centre  et  repreaonte  une  ligne  geometrique  entiöre  On  appelle 
cercle  ia  partie  de  la  surface  spbiirique  limitüe  par  la  circonference. 
Cbaqne  circonfereuce  limitc  deux  cercles. 
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ConvenoDs  de  ne  prendre  en  consideratiou  qu'an  senl  centm  de 
la  circonference  et  an  senl  rayon,  par  exemple  le  moindre  et  eitons 
quelques  theor^mes  sans  demonstrations: 

1)  Les  circonföreuces  et  lea  cercles  des  rayons  »gaux  sont  egsti:&i 
entre  eux. 

2)  Par  trois  poiuts  donnes  qui  se  trouvent  ou  qui  ne  se  trou- 
vent  pas  sur  la  m§me  ligne  geometrique  on  peut  mener  une  circon- 
ference et  on  n'en  peut  mener  qu'nne  senle. 

3)  Si  le.  rayon  de  la  circonference  n'est  pas  egal  ä  ^,  ancane  cle 
ses  parties  n^  peut  Stre  prise  pour  ligne  geometrique. 

4)  La  ligne  geometrique  ne  peut  pas  avoir  avec  la  circonferea  ce 
plus  de  deux  points  communs  si  le  rayon  n'est  pas  egal  k  \ 

5)  Dans  la  m^me  circonference  ou  dans  les  circonferences  d^s 
rayons  egaux  —  les  angles  au  centre  sont  proportionnels  ä  leim^s 
arcs  corresppndants  de  meme  qu'aux  aires  des  secteurs  qui  la«^^ 
r^pondent 

Imprim^  selon  U  ddcision  du  Conseil  de  U  Soci^t^  Pbytieo-math^fflati(|.'*^® 
de  rUniTersit^  Imperiale  de  Kasan. 

Si^n^:  President  de  la  sociale 

A,  Yassilief. 

Kasan.     Typo-lithographie  de  rUnirersiU  Imperiale  I894. 
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XX. 

Herleitung  des  Gesetzes 

vom  Kräfteparallelogramin  aus  der  Bewegung 

eines  Körpers  im  widerstehenden  Mittel  und 

Aufstellung  einer  allgemeinen  Gleichung  für 

dynamische  Kraftwirkung. 

Von 

Tb.  Scbwartze. 


L 

Lagrange  begründete  seine  allgemeine  Eräftegleichang  anf  das 
yirtaelle  Princip.  Es  scheint,  dass  man  dasselbe  als  ein  Axiom  be- 
trachten musSy  um  einen  Ausgangspunkt  für  einen  systematischen 
Aufbau  der  Mechanik  zu  gewinnen.  Dieses  Princip  ist  daher  auch 
den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt.  Mit  Bezug  auf 
Fig.  1  ist  angenommen,  dass  ein  materieller  Punkt  P  sich  mit  einer 
gewissen  Geschwindigkeit  durch  ein  widerstehendes  Mittel  bewegt, 
wobei  schliesslich  ein  Ausgleich  zwischen  der  lebendigen  Kraft  der 
beweglichen  Masseneinbeit  P  und  dem  Widerstände  des  Mittels  ein- 
treten muss.  So  lange  der  Ausgleich  noch  nicht  eingetreten  ist, 
wird  Yor  dem  bewegten  Punkte  eine  Verdichtung,  hinter  dem  be- 
wegten Punkte  eine  entsprechende  Verdünnung  des  Mittels  vorhanden 
sein. 

In  Fig.  1  ist  AB  die  Bewegungsricbtnng  des  gedachten  Punktes 
P,    Als  Resultanten  der  Wirkung  des  ringsum  gegen  den  bewegten 
Punkt  andrängenden  Mittels  sind  zwei  von  einander  dynamisch  un- 
abhängige Eraftstrahlenkegel  angenommen,  deren  in  eine  Ebene  mit 
der   Bewegungsricbtung  des   gedachten    Punktes  fallende    Strahlen 
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gegen  einander  rechtwinklig  gerichtet  sind.  Die  diesen  Kraftstrahlen 
bezüglich  der  Masseneinheit  zukommenden  Bewegangsgrössen  be- 
zeichnen wir  mit  i^i  bzhw.  u^  Der  Winkel,  welchen  der  mit  der 
Bewegnngsgrl^sse  u,  seiner  Strahlen  gegen  den  bewegten  Punkt 
wirkende  Kraftkegel  bildet,  sei  tt,  so  dass  also  jede  Kraftlinie  diesei 

unter  dem  Winkel  5  gegen  die  Bewegungsrichtnng  des  Punktes  wirkt. 

Der  hinter  dem  bewegten  Punkte  wirksame  Kraftkegel  bildet  also 
mit   seinen   Strahlen  gegen   die  Bewegungsrichtung  des  Punktes  P 

et 

den  Winkel  90*  —  0.    Die  virtuellen  Momente 

a  tt 

Pa  =  11^ cos  Ä    und    Pb  =  tigsin  ö 

sind  mit  Berücksichtigung  des  Princips  der  Gleichheit  von  Wirkung 
und  Gegenwirkung  einander  gleich  zu  setzen.  Da  nun  in  einer 
durch  die  Bewegungsrichtnng  des  vom  Widerstände  des  Mittels  be- 
einflussten  Punkte  auf  jeder  Seiten  die  Kraftstrahlen  paarweis 
wirken,  so  ist  zu  setzen 

4uj«cos*ö  —  4M,*sin>2 

Im  allgemeinen  ist  der  hierdurch  angedeutete  Gleichgewichts- 
zustand ein  dynamischer,  weil  die  Winkelfunctionen  Sinus  und  Co- 
sinus ungleiches  Wachstum  besitzen.  Der  statische  Gleichgewichts- 
zustand tritt  ein  für  a  »  90*.  Dann  besteht  die  Gleichheit  der 
lebendigen  Kräfte: 

Wir  [bezeichnen  die  beiden  Gleichungsglieder  mit  Ej*  und  B^^ 
und  setzen: 

-Ri*  =  4«!*  cos*  ^  =  2w|*  (1  +  cösa)  =  W|*  +  Uj^  +  ^^i  WiCOS« 


Äj*  ==  4^2* sin*  2  =  2mji*(1  —  cos«)  =  t*j*  +  «*sj*  ""  SwjMjCOS« 

Es  ist  dann  R^  =  R^  für  nj  =  «4  und  a  =  90* 

Hiernach  sind   aber  auch  für   den  dynamischen  Zustand   eines 
dualen  Kr&ftesystems  die  Gleichungen  zu  bilden: 

^i*  =  "i*  +  «*j*  +  2t*itt2C0sa (1) 

i?2»  =  wi*  -{-  tt,*  —  2«,  uj  cos  a (2) 

Es  lässt  sich  jedoch  auch  auf  einem  anderen  Wege  eine  Kraft- 
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gleichuDg  CDtwickelo.  Wir  benutzen  dazu  den  sogenannten  separirten 
Tangentensatz. 

In  dem  Dreieck  ABC  (Fig.  2)  sind  die  als  Kraftstrecken  za  be- 
trachtenden Linien 

AD  =  iRi     und    BD  =  DC  —  ^Ä, 

zu  setzen,  wobei  wir  Ri  als  die  Combinatiousresuitante  bezeichnen. 
Wir  setzen  ferner  Winkel  BAD  =  «,  und  Winkel  CAD  =  a„  so  dass 

«1  +  «2  =  « 

ist.    Femer  sei  Winkel  ADB  als  Resultantenwinkol  =  y.    Es  gelten 
nun  die  Gleichungen: 

i^isiny 
tangor.  =  - — '-r=-^ — 
^   *       Ä2— --RiCOsy 


Daraus  folgt: 


Ä|  sin  y 


tang(«i  +  a,)  =  tang«-  » 2aj«2 


/?,  sin  Y       \_       ^i  sin  Y 
_  7^2 4" ^1  cos y  "'    R^ —  Ri  cosy 
"~  ig|^sin»y 


^      Äg«  — Ä,«C08*y 

oder 

21?i/l8siny 

tang«  =  :^izrjBir 

Fttr  y  setzen  wir  den  Complementswinkel  g>  unter  der  Bezeichnung 
„Compensationswinkel^^  und  erhalten  somit 

i2i*  —  Ä,^  =  —  2J?,  J?2  cotang  «  COS  g> (3) 

Diese  Gleichung  sehen  wir  als  die  allgemeinste  Gleichung  der 
Zusammensetzung  zweier  dynamisch  wirksamer  dualer  Kräfte  an, 
dio  als  Wirkung  und  Gegenwirkung  mit  teilweiser  Combination  und 
teilweiscr  Compensation  zur  Wirkung  kommen.  Diese  beiden  Kräfte 
haben  aber  die  Bedeutung  der  Resultanten  zweier  Elementarkräfte, 
welche  Bedeutung  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zum  Ausdruck 
gebracht  wird. 

In  dieser  Beziehung  lässt  sich  aber  die  Gleichung  (3)  mit  Be- 
nutzung der  virtuellen  Momente  auch  auf  geometrisch-algebraischem 
Wege  entwickeln. 

In  Fig.  3  und  4  entsprechen  die  Strecken  ab  und  ac  den  Ele- 
mentarkräftcn  v^  und  v^,  inde^  die  auf  dio  Masseneinheit  wirken-« 
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den  Bewegangsgrössen  in  der  Bedeutnng  von  Kräften  zor  Oeltn...^ 
kommen.     Die  Phasendifferenz   dieser   Wirknngsgrössen   ist  di 
den  Znsammensetznngswinkel  6ac=  a  symbolisirt,   wobei  in  Fig. 
«  <  90^  und  in  Fig.  4  «  >  90®  angenommen  ist. 

Die  beiden  Elementarkräfte  v^  nnd  t^g  beeinflussen   sich  gegi 
seitig  in  ihren  Richtungen  durch  die  virtuellen  Momente: 

ae  =  r,  COS  et    und  af  =  t7iSin  a 

Ausserdem  entwickeln   diese  Elementarkräfte  in  normaler  Richte 
gegenseitig  relativ  freie  "Wirkungen  in  den  virtuellen  Wirkunge 

ah  =  VgSin  a    und  ai=^  v^  cosa 

Mit  Bezug   auf  die  Combinationsresultante    ad=R^    und      ^f/e 
Compensationsresultante   ic  =  l^    gelten  die  Anfangs  entwickelten 
Gleichungen  (1)  und  (2).    Durch  Einführung  der  beiden  obigen  vir- 
tuellen Momentenpaare  erhält  man 

i2i*cos*a  =  rj*co8*a  +  üj^cos*«  +  2i;i»3C08'a C^) 

i?2*  sin'«  =  t?!*  sin*«  +  ^j* s*'**«  —  2»|  t?}  cos  a  sina     ....  C^  ^ 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  man  dieselbe   Entwickelung  der  virti'^' 
eilen  Momente  auch  für   den   andern  Endpunkt   der  Combinatioicm  ^^ 
resutante  ad^  R^  wiederholen  kann,  indem  man  die  zum  Ausglei 
der  Kräfte  des  Systems  eingeführt  gedachten  Gegenkräfte  zu  «^  n 
^2  parallel  zu  sich  selbst  mit  ihrem  Angriffspunkte  in  der  Ricbtu 
der  Resultante  ad  =i  R^  verschoben  sich  denkt,  ergibt  sich,  dass 
Combinationsresultante  der  resultirenden  virtuellen  Momente 

J^iCOsa  =  Qi    und    i^^sina  =  Q^ 

mit  der  Combinationsresultante  der  Elementarkräfte   vi  und  v^ 
sammenfällt;  demnach  gilt  auch  die  Gleichung: 


V  =  Qi*+Q2*— 2QiQ,cos9 

Durch  Einsetzen  der  Werte  für  Q^  nnd  Q^  erhält  man: 

Äj*  —  Ä|*  =  2R1R2  cotang  a  cos  q> 

wobei  (p  den  Winkel  zwischen  den  Yectoren  i^^cosa  und    R^  si 
bezeichnet.    In  Fig.  3  und  4  sind  diese  Yectoren  durch  ag  und    ^^ 
dargestellt. 

Zur  Bestimmung  des  Compensationswinkels,  welchen  wir  als  d^^ 
C  omplementswinkel  des  Resultantenwinkels  bereits  gekeniueicbD^^ 
haben,  gelten  die  folgenden  Gleichungen; 
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Mit  Berttcksichtigang  der  Bedingnogsgleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt 
sich  daraas  anter Bezugaahme  auf  den  Resaltantenwinkel  y-^^O^—ip: 

.  «  «  4üi*t?«*Bin*ot 

Bin»y  =  cosV  =  7— «—i — o\o       .    ^ — 9 — m- 

_  4t;j»P2*8in»flf 

■"  («i*-tf,V  +  2vi«Vsin«ft    •;   *    '^^^ 


l^o  =  a{nS#M  rr- 


(t^,*  -  t;^«)« 


COS  y  -  Sin  g>  -  ^^^,  ^  ^^,j,  _  4^^2^^2co8«a 


(t?i*  —  V;*H-:.^t;|«t;2*  sin*« 


....  (9) 


Diese  Gleichungen  gelten,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  als 
Ausdruck  des  Wirkungsgrades  des  Systems.  Entsprechend  dem  Ge- 
setze der  Erhaltung  der  Kraft  ist  die  Summe  der  unter  einander 
stehenden  Ausdrücke  gleich  eins. 

Für  »1  =  va  =  V  wird  der  Compensationswinkel  g?  =  0  und  der 
Eesultantenwinkel  y  =  90®.  Durch  die  Gleichheit  der  Elementar- 
kräfte wird  der  Gleichgewichtszustand  des  inneren  Kraftfeldes  des 
dualen,  auf  Wirkung  und  Gegenwirkung  beruhenden  Systems  ausge- 
drückt, denn  die  Wirkung  des  äusseren  Kraftfeldes  ist  dann  relativ 
gleich  null.    Es  ergibt  sich  dafür  die  Gleichung 

J?i*  —  J?2*  =  2Ä,  Ä^cotang« 

welche  für  «  =  45®  in  die  Formel  der  absoluten  Statik 

übergeht.  Eine  Discussion  dieser  Gleichungen  erfolgt  in  einem 
zweiten  Artikel 


II 

Von  den  zur  Bestimmung  des  Compensationswinkels   7  der  all- 
gemeinen Kräftegleichung 

i?i«  — i22«  =  2ä,  Äjcotangacosg) (10) 

dienenden,   aus  den  Elementarkräften  mit  Benutzung  der  Formeln 
für   die  Combinationsresultante  R^  und  Gompensationsresoltante  R^ 
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Uj»=:ri*  +  v,*+ 2»,  r,C0ßa (W 

F,«  =  Vj«-)- t;j«  —  2t?,t;8COsa O^i 


gebildeten  Oleichnngen: 





.  4».*».*  sin'« 


(«i« 


4t?,*ü^*8in*a 


®^°  '^  ""  (t?!«  +  V)«  -  4v,  W  cos»« 


(t^i»  -  V)* 


K*  —  «'s*)*  +  4vi«»,«Bin*a 


- c^i) 


entsprechen  die  oberen  dem  Wirkungsgrade  des  inneren  Kraftfeld-^^i 
die  unteren  dem  Wirkungsgrade  des  äusseren  Kraftfeldes  eines  d^' 
alen,  auf  Wirknng  und  Gegenwirkung  beruhenden  Systems  X>i^ 
Zähler  sind  als  Ausdruck  der  Nntzarbeit  (Bildungsarbeit  bzhw.  1^^' 
haltuDgsarbeit) ,  die  Nenner  als  Ausdruck  der  Gesamtarbeit  cI^b 
Systems  zu  betrachten. 

Für  Vi  =  »2  =  ^  ^olgt  aus  den  Gleichungen  (13)  und  (14) 

0089»  =  1    und    sin  9»  =  0 

das  heisst,  im  Ausschluss  der  Elementarkräfte  verschwindet  A^t 
Fhasenunterschied  der  Compensation.  Aus.  den  Gleichungen  C^  ^) 
und  (12)  folgt  dann: 

Äj«  =  4t;«co8«^    und  V4  =  4v* sin«  | 

wodurch  der  Schwiogungszustand  des  kinetischen  Drucks  für  d,^^ 
statischen  Gleichgewichtszustand  gekennzeichnet  ist,  wie  aus  Fig.  ^' 
hervorgeht.    Für  «  =  90®  erhält  man 

Äj  ^^  Äj  ^^^  Ä 
und  es  ist 

ß«  =  2v*    oder    t;*  =  -g- 
als  lebendige  Kraft. 

D\p  Hauptgleichung  (IQ)  nimmt  für  cos^  ==  1  die  einf|tcbere  Form  ^^^ 


i 
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Äi*  —  Ä,«  =  — .  2ÄiÄ,cotanga 
oder 

(^ ~J8ina=  — 2Ä,Ä,cosa (15) 

Der  Factor  -^ ~    entspricht  einer  Differenz  lebendiger  Kräfte 

bzhw.  einer  motorischen  Kraft.  Die  Winkelfunctionen  sin«  und  cos« 
sind  im  allgemeinen   als  Kraftstreckenverhältnisse  anzusehen   und 

daher  dnrch  yi,  oder  für  Z'  =  1  dnrch  L  aaszadrücken     Die  Kräfte 

Jti  nnd  R2  sind  ihren  Beschlennigungen  proportional.  Fügt  man 
ihnen  den  Wertigkeitscoefficienten  der  Masse  bei,  so  sind  ihre  Di- 
mensioi^en  im  allgemeinen  MLT^^  Unter  das  Zeichen  der  Quadrat- 
wurzel |[esetzt  ergeben  sich  demnach  ftr  (-^ j-j8ina  =  i2»sina 

nnd  2^i2|COSa  die  Ausdrücke 

Dies  ist  aber  die  auf  die  Dimensionen  von  elektromotorischer  Kraft, 
Stromstärke  und  Widerstand  zurttckgeftthrte  Formel  des  Ohm'schen 
Gesetzes. 

Da  angenommen  wird ,  dass  der  elektrische  Strom  auf  Aether- 
■chwingungen  beruht,  so  gilt  die  aus  dem  Parallelogrammgesetz  ab- 
geleitete Gmndgleichung  der  Dynamik  fttr  den  allgemeinen  Vor- 
gang des  Ausgleichs  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  zwischen  zwei 
Kraftfeldern. 

Wird  in  der  Gleichung  des  kinetischen  Druckes 

-~ f—  —  RiRi  cotonga 

a  sr  45*  gesetzt,  so  erhält  man  die  Formel  der  absoluten  Statik: 


oder 


Hieraus  folgt 


^1  =  Bt(V2  —  1) 
RtR9=RtHV2  +  l) 
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Die  Ausdrücke  V2  — 1   nnd   V2-|-l   sind  leicht   geometrisch  dar 
Btellhar.     Schneidet  man  in  Fig.  6   von  der  Hypotenuse   des  rech 
winklig  gleichschenkligen  Dreiecks. ^^C  vom  Punkte  ^  mit  der  Käthe 
AB  als  Halbmesser  das  Stück  AD  und  von  der  Verlängerung  d 
Hypotenuse  das  Stück  AE  ab  und  setzt  man  AB  =  1 ,  so  bestehe 
die  Verhältnissgleichungen: 

AD:  DC  -  1  :  V2-'l 
AD  i  CE  =  l  i  V2  +  \ 
Folglich  hat  man: 

^/J= /)C(V2  +  l)  =  Äi«(v/2+l) (L        ^) 

^JD  =  i&;C(V2~l)  =  iZ,»(v/2-l) (m_      -7j 

Mit  Bezug  auf  Fig.  6  ist  daher 

DC  =  Äj«    und    EC  =  JR,« 

zu  setzen. 

In  Fig.  7  ist  vom  Punkte  A  aus,  als  Mittelpunkt  eines  Syste 
zweier  als  Wirkung  und  Gegenwirkung  auftretenden,  weil  von  eine 
seits  von  innen  nach  aussen  und  andrerseits  von  aussen  nach  inn^^^*^ 
sich  betätigenden  Centralkraft,  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  AD^=       '^ 
geschlagen.    Dieser  Kreis  mag  den  Durchschnitt  eines  sphärische:^  ^^ 
Weltkörpers  darstellen,  der  im  Baume  als  inneres  Kraftfeld  wirksao^^^^ 
wird.    In  den  Kreis  ist  ein  Secantenquadrat  als  Durchschnitt  de 


Compressions-  oder  Combinationskubus,  und  um  den  Kreis  ein  Tan —  ^ 
gentenquadrat  als  Durchschnitt  des  Expansions-  oder  Compensations-  "^  ^ 
kubus  gelegt.  Hierbei  denke  man  sich  die  Kugel  in  drei  Paar 
diametraler  vierseitig  pyramidaler,  den  drei  Raumachsen  ent- 
sprechender Sectoren  zerlegt,  wobei  Druck  und  Gegendruck  der 
beiden  Kraftfelder  mit  ihren  Resultanten  in  der  Richtung  der  drei 
Hauptträgheitsachsen  sich  auf  die  Mitten  der  gedachten  Wtlrfel- 
seiten  projiciren. 

Der  innere  Kreis  entspricht  demnach  der  positiven  minimalen 

Sphäre  des   inneren  Kraftfeldes;  der  äussere  Kreis  der  negativen 

minimalen  Sphäre  (Hohlsphäre)  des  äusseren  Kraftfeldes.    Nach  den 

Gleichungen  (16)  und   (17)  ist  demnach  mit  Bezug  auf  Fig.  6  zu 

setzen; 
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/ 


>  DC(V2  +  1)  =  EC(V2  —  1) 

irobei  wiederom 

DC  =  Äj*    nnd    EC  =  Ä^* 

ist,  welche  Grössen  als  die  dualen  Potentiale  der  £lementarkräfte 
«7i  nnd  «2  zu  gelten  haben,  wie  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
bzhw.  (11)  und  (12)  hervorgeht.  Diese  Potentiale  sind  aber  gleich- 
wertig  den  zweiten  Potenzen  der  Entfernungen,  aus. denen  die  Ele- 
mentarkräfte  als  Wirkung  und  Gegenwirkung  in's  Spiel  treten ,  wie 
leicht  zu  finden  ist,  wenn  man  in  den  GrundglMchungen  (11)  und  (12) 

t>j  ==  Vg  =  »    und    cos  a  = 


V2 
ftLr  u  =  45^  setzt.    Man  erhält  dann 

/2j«  =  t;«(V2+l)    und    i22«  =  i7»(V2-l) 
Demnach  lässt  sich  aus  der  allgemeinen  Formel  der  Statik 

das  Gravitationsgesetz  ableiten. 

In  Fig.  8  ist  nach  dem  Verfahren,  welches  zum  Aufzeichnen  der 
Diagramme  (3)  und  (4)  benutzt  wurde  ein  Rräftesystem  mit  einem 
Zusammensetzungswinkel  a  <  90<^  im  Gleichgewichtszustande  der  Ele- 
mentarkräfte 

a&  =  ac  =  V 

• 

dargestellt.  Da  für  diesen  Fall  der  Gompensationswinkel  q>=0,  also 
der  Resnltantenwinkel  y  =  90^  ist,  so  fallen  die  Resultanten  des 
Parallelogramms  der  inneren  Arbeit  aegf^  des  Parallelogramms  der 
äusseren  Arbeit  ahhi  und  des  Parallelogramms  der  Gesamtarbeit 
ah  de  in  der  Combinationsresultante  ad  zm  einer  Kraftstrecke  zu- 
sammen. Die  Fläche  des  Parallelogramms  aegf  ist  bestimmt  durch 
den  Ausdruck  v^cos^asina  und  die  Fläche  des  Parallelogramms  der 
äusseren  Arbeit  ahhi  ist  bestimmt  durch  den  Ausdruck  v'sin'a. 
Hieraus  folgt  für  die  Fiächensumme 

»•(8in*«+cos*a)sin«  =  w*sina 

Dieser  Ausdruck  entspricht  aber  der  Fläche  des  Parallelogramms 
der  Oesamtarbeit  ah  cd  und  somit  ist  dem  Gesetz  der  Erhaltung 
der  Kraft  genügt. 

Dieselben  Beziehungen  gelten  ftlr  Fig.  9,  wo  der  Zusammen- 
setzangswinkel  der  im  Ausgleich  befindlichen  Elementarkräfte 
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ah  =  ac  =z  V 

grösser  als  90^  angenommen  ist 

Bemerkenswert  ist  noch,  dass  der  Aasdruck 

y 2  —  1  =  tang  ^  =  tang22«80' 

ist;  dieser  Winkel  entspricht  nahezu  dem  Winkel  der  Ekliptik. 

Wir  behalten  uns  Tor  die  Grundsätze  fttr  die  Bewegung  znsa 
mengesetzter  Systeme,   sowie   die  allgemeine  Strahlungsformel 
der  Orundformel  der  Dynamik 


abzuleiten. 


Äj*— JRo*  =  —  2Rg  jRj|COtangacoB9 
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XXL 


Eine  besondere  Gattung  goniometriseher 

Nulldarstellungen. 


Von 

Franz  Rogel 

in  Barmen, 


1. 

Werden  in 

f(u)^Iiu(u)+a^Bn{2u)+a^BA3u)  .    .    .  +  a*-i(ifcu),  n  >  1      (1) 

WO  Bn  das  Fnnctionszeichen  für  die  Bernonlli'sche  Function  nter 
Ordnung  ist,  die  Jb— 1  Gonstanten  a,,  o^, .  .  .  ,  ak-i  so  bestimmt, 
dasB  ib  — 1  von  den  in  Bn{u)  auftretenden  Potenzen,  worunter  sich 
tt*»*i  befinden  soll,  ausfallen,  so  ist  dann  f(u)  mit  n  zugleich  ge- 
rade oder  ungerade  und  lässt  sich  nach 

Äm(t*+i)  «(—!)"•  Bm(—M+i),    m  =  l 

entwickeln,  wofür  sehr  einfache  goniometrische  Reihen  mit  dem 

<       < 

Oeltungsintervalle  —  ^  „  ^  =  -f-  i^  bekannt  sind.    Wird  nun  auch 

in  (1)  Jedes  Bn  durch  die  gleichwertige  goniometrische  Reihe  mit  den 
bezüglichen  Geltungsbereichen 

(0,  1),    (0,  J),    (0,  i)  .  .  . ,     (o,  J) 

ersetzt,  so  sind  dann  für  dieselbe  Function  f{u)  zwei  gleichwertige 
goniometrische  Reihen  gegeben,  deren  Differenz,  geordnet  nach  den 
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Cosinus  resp.  Sinus  der  Yiolfacben  von  2nu  eine  goniometriscbe 
Nnlldarstellung  91  mit  dem  Geltungsbezirk 

(±r,    ±r±J),    r-0,  1,  2,.    .    ., 

WO  die  Grenzen  zulässige  Werte  sind,  ergiebt 

Aus  diesen  9t  entstebt  durcb  Yeriauscbung  von  ii  mit  u  —  ^  ein 
neues  91'  mit  Zeicbenwechsel  und  dem  Geltungsbereicbe 

(±r±i,  +r±^),     r-0,  1,2,..., 

In  beiden  Fällen  ist  das  Geltungsintervall,  wie  bei  jeder  goniometri- 
scben  Nulldarstellung,  kein  zusammenbangendes  Gebiet,  sondern  be- 
stebt  aus  einer  unendlicben  Reibe  gleicb  grosser  um  die  Einheit 
von  einander  abstehender  Einzelgebiete ,  welche  graphisch  wie  folgt 
versinnbildlicht  werden  können: 

-.,-1-3   -.-5,-1    1    l   ,1+1.  H-1 


_5_1     __5     ^3     _1     _^3     _1     _1     _10 
2      k  2  2  Jb  2  2  k  2    \ 

1  11     3     3      1     5     5 

2  2+fe     2     2+Jb     2     2"^"  ^ 

Die  Entwicklung  der  ganzen  Function  /(u),  welche  zufolge  der  über 
0^,02,.  .  .  aAr-i  gemachten  Voraussetzung,  gerade  oder  ange- 
rade ist,  nach  den  B(u-^i)^  kann  mittelst  des  vom  Verfasser  ge- 
fundenen Satzes  *) 

F{u  +  k)  ^  F(k)+ff  B,(u)+^  B,(u)+ffB,{u)  .    .    .  (2) 

wo 

Zfr  «  Fi^)  (ifc  + 1)  —  F(^^)  (k) 

ist,  nun  leicht  vor  sich  gehen. 

Wird  zu  diesem  Behufe  in  (2)  f{u)   für  F(u)  (i-^-i  für  fi  ge 
setzt,  k^  —  i  und  n  ungerade  genommen,  so  gilt  wc^en 


*)  Siehe   „Entwicklung    nach    Bernoulli*8chen    Functionen^.     Sitsber.  d 
kOnigl.  böhmischen  Ges.  d.  VViss.  XXXI,  1896. 
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/(«)  =  -/r-«)-At*+i)-i) 

die  Gleichung 

f(u)  =  -  fii)  +  j-j/(i)^i(u+i)  4-  |j  m)B,(u+i) 

2  \^ 

•  •  '+  ^^^ZZ^i^^'^'^^^i^^^i^+i^        nungerade 

(3) 

Mit  Rücksicht  auf  die  später  Yorzunehmcnde  Ersetzung  der  ^  durch 
goniometrische  Reihen  ist  es  vorteilhaft  derselben  mittels  Differen- 
tiation bezüglich  u  die  Form  zu  geben 

if»  =  f /(i)  +  im)  iB,{u+  i)  +  Bi) 

+  i/^^>(i)(^4(«+i)-B8).   .   . 

•   •  •+(;^^i/^-'Hi)(^n-8(u+i)+(-i)   ^   ?^).  .  (4) 

Hierin  bestimmen  sich  die  f^^Ki)  ^^^  ^^^^^  ^^^ 

n+1 

Bn\u)  -  n(Ä«^i(u)  +(-1)     ^     ^),     n  >   1 

j?(r)^(tt)  «  rl  QjÄn-r(t*),       r  gerade 

^j'(a)  =  2tt  —  1 

nt 

2"2'«  —  1 
(—1)     "2m~i    B^^  m  gerade 

^m(i)  - 

0,  m  ungerade 

Bmil)  -  0 
^,Q-5«(i)  +  m2— +1 

"2 
(—1)     Bm  +  ^  2-■•+^  m  ge r a d e 

m2-«+^,  m  ungerade 


AMh.  d.  Matlu  m.  Phys.    2.  B«ihe,  T.  XY. 
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Nach  Einsetzung  der  fQr  /(*')(})  gefiindenen  Werte  in  (4)  nnd 
nach  einmaliger  Differentiation  des  Resnltates  bezüglich  ss  findet  sich 
dann  eine  der  Formel  (4)  analoge  für  gerade  n 


2. 

Die  einfachst  gebauten  und  das  grösste  Oeltangsbereich  (r, 
i:^±i)  besitzenden  Nulldarstellangen  entsprechen  dem  kleinsten 
zulässigen  Wert  k  —  3,  wofür 

Oi  =  — 2-*+2,    a,  =  +  8-»+i 
und 

+  (-1)^     i(l-2--+3+3-"+2)'Ä^_l 


.    •'n^5(^B,(u  +  i)  -B,) 

2 

.    .    .(5) 

i(BnMu)  -  2— +tj5„_2(2ti)  +  3-»»+8  5n-2(3w)) 

•    •    -  +  (1114)  6-2  ^n-4(t*  +  i),  n>3      .    .    .(6) 

gefanden  wird 

Wird  jetzt  tt  =  ^,  in  (5)  2n  für   n— 1   und  in  (6)   2n  — 1  für 
n— 2  gesetzt,  jedes  ^  mittels 

(X  \  ^     .    ,       V      1^  (2n)l      <»       cosvaj 

n  >  0  ...  (7) 
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^-'  \27t)       V     ^^   ^  (2n-l)!  ^.1%. .  v2~-i  ' 


n>  1 


0  ^  a;  ^  27C  ...  (8) 


WO  für  B 


^\2n) 


Ä  — a; %  sin  V» 


2  r— 2        V 

za  stehen  kommt, 

^  (£  -h)+<-.)-b.  -  (-,,^.2  HiL  ^(-.).  5^' 

...  (9) 

•-n^  X  '^+n;  .   .    .  (10) 

in  Eeihen  umgewandelt     Alles  auf  eine  Seite  gebrächt,  durch  (2n)! 
bzbw.  (2n— 1)!  dividirt  und  reducirt,  so  ergiebt  sich 

62"(2n)!+62«:-2(2n-2)I{2^)7^"'^^''    i/» 

2 CO  cosvx 

""  62»-4(2n-4)(2iö*  ^  ^■~"^^''  ~v^ 


(— 1)*»  /»  cosvx       _J__  j.  C082va;  .       1    \  wcos; 

"»"(ä^  VT  "v2i^  Pi^f  "i)2"n        r  32n=l  j  -^  "^S 


1    QOco82va;,       1    >^  ogcosSva? 


27r(r  -  i)  5  laJ  I  5  2«(r  +  J)  .    .    .  (11) 


r  «  0,  1,  2,  .    .    - 


62»»-2(2n— 2) !  2«  T '     ^      v  62h-4(.^„_4)31(2^)3 

"*"tH-6(2n-.6)!(2,r)»t.        ^     V»      •    •    -i-   •    •    • 
(—1)**       <»  sinva;  (—!)>*    ^  sin  va? 

"*"  6«2!  (2w)2»-8  f  ^~"^^''  ;;2;?::3  +  2(27r)2»»-i  f  i^^ 

1     <gsin2va;  1     <^8in3vn;\ 

2aM-S  -^  y2ii-l      +  32n-2  ^     ;L2n-l  j  **  ^ 
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2«(r-i)^|a:|   ^2n(r  +  i)  (12) 

r  —  0,  1,  2,  .    .    . 


ausserdem  noch  gültig  für    |  a;  |  —  2r-{-l  n:. 

[cos^ 

von  X  zu  ordnen. 


{COs  I 
.    }  der  Vielfachen 
am  ) 


Hieraus  gehen  durch  Yertauschung  von  x  mit  n—x  dann  noch 
zwei  neue  für 

^(2r  +  i)5l«l5^(2r+|) 


geltende  Nulldarstellungen  hervor. 

3. 

Aus  einem  9t  ohiger  Art,  welches  allgemein  von  der  Form 

5»=    2:    cvq>(vx)  .    .   .  (13) 

n(2r  —  a)  ^  «  ^  n(2r  +  O) 

ist,  wo  ^  entweder  Cosinus  oder  Sinus  vorstellt,  können  weitere  3t 
abgeleitet  werden,  indem  man  zuerst  x  »  v-^-hn^  dann  a;  —  v  —  kn 
setzt,  wo  h  eine  beliebige  positive  Zahl  bedeutet,  und  die  beiden 
Substitutionsresultate  durch  Addition  und  Subtraction  mit  einander 
verbindet,  wodurch 

QO 

2  Cp  COS  vv  COS  vhn  =  0 

9  =:  Cosinus 

00 

2  Cm  sin  w  sin  vJm  =  0 


oo 

£  cp  sin  vv  cos  vhn  —  0 

9  =  Sinus 
£cvCOBwsmvhn  =  (' 


hervorgeht.    Das  Geltungsgebiet  ist  in  beiden  Fällen 
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7t{2r  -  a  +  Ä)  ^  1  r  I   5"  n{2r  +  a  —  Ä) 

h  <  a 


4. 
Wird  ein  unbedingt  convergentes  9?  gliedweise  mit 

I\  =  BinmiX  .  sinm^x  .    .    .  BinmrX  .  cos mr^  1^003^^4.20;  •    ,    .  cosm^a; 

wo  die  m  ganze  Zahlen   bedeuten,   multiplicirt ,   so  lässt  sich  jedes 

p  +  2 
der  Producte  Prg>(vx)  durch  eine  Summe  von      '      (p  gerade)  oder 

— 2~  (P  ungerade)  Glieder 

-S'i;xt|;[(ex,i»»i  +  fx,2m,  .    .    .  +  Sx,pmp  +  «x.p+iv)«]  ♦) 

X 

ausdrücken,  worin  die  b  und  rj  Vorzeichen  bedeuten,  auf  welche 
sich  die  Summation  bezieht  und  t/;  entweder  Cosinus  oder  Sinus 
y erstellt,  jenachdem  in  Pr(p(vz)  die  Anzahl  der  Sinusfactoren  gerade 
oder  ungerade  ist. 

31  .  Fr  kann  somit  als  eine  unendliche  Reihe  von  in  Klammern 

stehenden  endlichen  Keihen  aufgefasst  werden.     Da  aber  31  con- 

Yergent,  demnach. 

lim    c»  =  0 

ist,  so  können   die  Klammern  in  Wegfall  kommen,  und  da  die  so 

•,-1-2  P+3 

hervorgehende  Reihe  als  die  Summe  von  — 0—  bzhw.  — —  unbe- 
dingt convergenten  Reihen  selbst  unbedingt  convergirt 
daher  commutativ  ist,  so  darf  dieselbe  nach  den  Cosinus  resp. 
Sinus  der  Vielfachen  von  x  geordnet  werden,  wodurch  ein  neues  9?o 
mit  denselben  Giltigkeitsgrenzen  wie  das  ursprügliche 
ffl  hervorgeht 


*)  Das  Bildungsgesetz  dieser  Summen  ist  Gegenstand  einer  eingehenden 
Untersachung  in  des  Verfassers  „Heihensummirungen  mittels  bestimmter  Inte~ 
grale«  (Sitzg.-Eer.  d.  königl.  böhmischen  Ges.  d.  Wiss.  XXXIX,  Prag,  1895.) 
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In  dem  einfachsten  speciellen  Falle 

Pr  =  sinma; 

entsteht  aus  einer  Nnlldarstellung  in  den  Sinus  eine  solche  in  den 
Cosinus  und  umgekehrt 

Barmen,  11.  Januar  1897. 

Franz  Bogel. 
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XXIL 

Miscellen. 
1. 

Naehtragr  zu  Nr.  XTIII,  lieber  die  pythagroreischen  Dreiecke. 

§  23. 

Die  [pythagoreischen  Dreiecke  geben  ausser  den  Hypotenusen - 
winkeln  noch  andere  Constructionswinkel  zur  Teilung  des  Ereisum- 
fangs.  Diese  werden  aus  den  von  der  Höhe  gebildeten  Abschnitten 
der  Hypotenuse  gewonnen,  indem  man  dieselben  zu  Katheten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  macht.  Es  ist  nämlich,  wenn  der  der  Ka- 
thete b  anliegende  Abschnitt  mit  p  und  der  andere  mit  q  bezeichnet 

werden, 

h^  =  a  » p    und    c*  «=»  o^ 

Setzt  man  nun 

b^       a  .  p       p       ^ 

-5  =»  — -  =  -  =  tang  tp, 

SO  ergiebt  sich  folgende  Tabelle  für  7: 
b^ 


«8 


9  90—9 


4  %  n  -  290  21' 27||^'    60»38'32|g 

^.  %  9'«  -    S'^O'Segig    80»   9'   3^9 

A  7^  171"  78" 

4  g  qp«,  -420  12'32|^'    47»  47' 27|i|^' 

A  12* 

«  551  VsT  —    6'  *2'  16,875"  83»  17'  44,125" 

t  &.  -P«  -   2»  58'  53|g^'    87»   6'    %^ 

A  28' 

„  -^t  i>n  -21»    9' 51,965"    $8»  §0' 8,035'' 
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«    g-,    «P«'  -19*    9'    iT      70»  50- 5^ 

^    g    V«"  -    3«  41'  25||^    86«  18'  ^ 

Die  Winkel  7  sind  hier  wieder  halbe  Hypotemuenwinkd  toh 
pythagoreischen  Dreiecken.  Es  sind,  da  h  und  c  relatiye  Primzahlen 
sind,  anch  die  Quadratzahlen  6*  nnd  e^  relatiTprim ;  mithin  giebt 
die  Summe  6^4~^^  ^^^^  Hypotenuse. 

So  ist  z.  B.  9'-f-16'  =  ^7  ^ii^o  Hypotenuse,  deren  Katheten 
nach  §  19.  I.  288  und  175  sind     Nun  ist 


i.is.'f 


288  425' 

y  33^  =  58»  42' 55^-^3-  -  2n    -«i 

«"^-31»  17'    4^ 
P337       ^^   "     *493 

Mittels  dieser  ^-Winkel  und  der  Tabelle  in  $  18.  ergeben  nch  fol- 
gende Bestimmnngswinkel : 

1)  Fflr  das  7-Eck: 

?t'— ?!  =  »"  oder 

=-  1'29«  51*  25,520" 
W"-  i(2T«+lr|^-3«)  --  ^1'  25'  42,76(r 

It  — It"  =  Oj:»^'  «  ^       oder 
l^ni  _  60*4-22'  3a'+fF4i  -^54  -  ^1*  25'  43,194" 

2)  Für  das  d-£ck: 

28^ 


S,' 

-lOv«' 

-JÄ- 

-129« 

y- 

-i,-2 

28* 

.11 

oder 

40^0' 2 


41 


S»^  -  |(irö+75«- i^^) -480  -  40» O  a41'^ 


?9      -"  ?9  "■ 
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41" 


100 

3)  FOr  das  11-Eck: 

|„i  =.  48«-  (»5  -  1(»5»)  =  32«  43'  39,735" 
Sa'— fn  =1.508"  oder 

20 
Sil"  =  9»«+  20«  15'  -  i/JgQ  =  32»  43'  38,648" 

I«"-Hn  =0,466  =  1" 

4)  Fttr  das  13-Eck: 

I»'  =  i{<Psi  + 126»  -  y  S)  =  27«  41'  32,6333" 

|,ji-S„  =  0,3256" 

5)  Fttr  das  19-Eck: 

|,»i  =  7S«>+|/Js»-n»-«»»5  -?9°  =  18«  Ö6'  49,064" 
Si»-f«>  =  M62"  =  ir       oder 

l,.°  -  »»6+ W  -  18«  66'  52.453 
fi»"-fi»  =  1,827" 

6)  Fflr  das  21 -Eck: 

ImI  -  4(93«  -  2<Pi)  =  17«  8'  32,069" 

f«-g.ii  =  2,218"  =  2^' 

7)  Für  das  23-Eck : 

£,.'  =  W'+  l(yS  -  78«)  =.  15«  39'  9.8" 

?»s  — Im  ""  2 

8)  Fflr  das  25-£ck: 

|26i  =  69)661  —  100«  30'  =  14«  24' +  1.6" 

gj6'-?26  =  l,6" 

9)  Fttr  das  29-Eck: 

S»'  -  »13+ 21  -ißl-  12»  24'  50,613" 

S»i-5m  =  0,958"  =  1"     oder 

f«°  -  ^<PsT+hsQ  -  33«  =  12«  24'  51,133" 

?«»"-5»  =  M78"  -1^' 
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10)  Für  das  31 -Eck: 

l»i'  -  Vs+i/J  g5-93»=  110  36'  46,415" 

§3,— 5,ji  =  0,037"       oder: 

I»."  =  il»  37+  IS»  -  «P»  =  11»  36'  47,930" 

11)  Far  das  37-£ck : 

§»7'  =  <Pk+W-  36»  -  9»  43'  49,163" 
l«i-f»7  =  2,134" 

12)  Fttr  das  41-Eck: 

S      PO 
5«ii  -  29«  +  9  ^•-  2  r  89  =  ®*  ^®'  *^'^'^" 

l4i-S«'-MÖ3"-=li^'        oder: 

W^  =  <P6i  +  Jyg9  -  g^eo^  -  6«  =  80  46'  49,544" 
•    ?4i-§4i"=  0,212" 

13)  Für  das  43-Eck: 

•§43!  ==  3g?ß6"  +  y5^o  -  84«  -  8»  22'  20,63" 

14)  Für  das  47-Eck: 

W  -  95  +  18«-2<p,3-if9ii  -  7*39'  34,867" 
J^,i-5^^  —0,4"        oder: 

§47°  =  <P65  +  i|Jg5-42«  -  7«  39'  37,133 

l47°  =  147  =  2,665" 

15)  Fttr  das  53-Eck: 

gssi  =  9>66"+6«  — 94,  =  6*  47'  32,408" 
g53-|8si- 0,422" 

16)  Fttr  das  59-Eck : 

?6»  -  4<p63-i|jj3-?9"-18«  -  6«  6'  5,68" 
|6»-W=  0,422" 
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§.  24. 
Es  ist 

(sin^y  +  cos V  =  8iö*y + cos  V + 2  sin^y  co8*y  «=  1        und 

8in*y+C08*y  ~  1  —  2sin*ycos*y 
Ist  nun 

.44        ^  43 

8iny^  =  5     «nd    cosy^  =  ^ 

so  ist 

w      I       ^  44   ,   3*  ,      ^    4« .  35 

sm*y5+C08*y6  -  625  +  "625  ""  ^""  ^  '  ~625" 

und  337  -  625—288 

oder  337  +  288  =  625 

Hieraus  folgt  allgemein: 

a„*  =  an*(sin*  yn  + cos*  yn)  + 2a»*  .  sin*y»  .  cos^y» 

wo  on  eine   Hypotenuse  und  y»  ein  zu  «•»  gehöriger  Hypotenusen- 
winkel bedeutet,  oder  der  Satz: 

Jede  Hypotenuse  a»*  lässt  sich  in  die  Summe  einer  Hypotenuse 

ap  =  an*(sin*yn+cos*yn) 

und  einer  zu  dieser  gehörigen  Kathete 

2a»*  .  sin*yn  .  cos'y» 
zerlegen;  die  andere  Kathete  ist 

a»*(sin*y»  —  cos^y») 

Das  Verhältniss   —.  lässt  sich  auch  auf  die  Teilung  des  Kreis- 
en* 

umfanges  anwenden.    Einige  bemerkenswerte  Lösungen  sollen  noch 
zum  Schluss  angegeben  werden. 

Es  sei 

1)     tang  T5  —  g25  ""  (sin^ys  +  co8S*yö) 

wo  der  Index  5  in  Ts  auf  das  Ausgangsdreieck  *A'  hinweist. 

5 


Dann  ist 


log  337  -  2,5276299 
log  625  «  2,795  8800 


logtangtö«  0,7317499 

TS  -  28®  20'  0,77" 
Nun  ist 

Iji  =  3t5— 450  =  85»  0'  2,31"  — 4ö«  =  iO^  0*  2,31" 
also  ist  der  wahre  Unterschied 
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Um  diesen  Centriwinkel  za  coostrniren,  zeichne  man  das  recht- 
winklige Dreieck  ^17C(^A')i  ziehe  die  Höhe  AD  nnd  trage  auf  der 

6 

Yerlängernng  DE  =  DB  ah.    Man  verhinde  E  mit  C,  zeichne 

Z,  CEF  =  ^  DEC 

nnd  verlängere  den  freien  Schenkel,  his  er  die  Yerlängernng  von 
DC  in  F  schneidet,  dann  ist  A  ^DE  das  pythagoreische  Dreieck 
176^288     Zeichnet  man  das  rechtwinklige  Dreieck  GFE^  in  welchem 

837 

die  Katheten 

GF^  FD+DG  =  FD+FE  —  288+337    nnd 
FII  ^  FE  ^  337    ist,  dann  ist 

Z,  FGH  «  T5  —  28^  20'  0,77" 
Beschreibt  man  jetzt  nm  G  einen  Kreis,  trägt  JK  —  ts  aaf  der 

Peripherie  ab,  bis  JL  -»  SJAT  ist,  nnd  constrnirt  J3/=:45^,  dann  ist 

ML  =  Qk-^Tm  —  g»!.    S.  Fig.  10. 

Setzt  man  ferner 

337 
2)  "^^0  =  625 

so  ist 

«5  =  32»  37'  45,111" 
Es  ist  dann 

g^i  =  2<yö+/?5^-42»  =-  510  25'  45,555" 

i'^i-l^  =  2,698"        und 

1,3^  -  4(^5+  i/?5^-1050  -  270  41'  29,5065" 

3)  Setzt  man  ferner 

tangr,3  =  Sintis +  cos*yi3 


so  ist 


21361 
tangTjs  —  28561 

log  21361  «  4,3299216 
log  28561  =  4,4557734 


logtangtjs  ^  0,8738482-1 

Ti5  =  360  47'  35,194" 

Es  ist  dann 

£53  ==  r^,  — 30«  «  60  47'  35,194"        Und 

153^—153-2,364"         nnd 

5,,i  =  ri3-iy6*  +  22J0  =  32«  43'  41,013" 

?ii^-?n- 2,831"       und 
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W  =  1^18+^41  -120  ^  270  4r  28,444" 

5i8-Si8^«  3,864" 

4)  Setzt  man 

_  21361 

"^^1»— 28561 
80  ist 

a,5  =  48»  24' 34,171" 
Man  erhält: 

{yi  =  2(^13  —  y6»+  24«  =  51»  25'  43,152" 
g^i  —  ^7  -  0,295"       und 
Ii9^  -  <^i8— i9>6i  — 28*0  «  180  56'  49^09" 
Si9-*§i9'  -  1,436" 
Die  Construction  von  T|3  und  ^13  ist  der  in  1}  analog. 

Um  die  Werte  für  die  Bestimmungswinkel  bis  auf  Bruchteile 
von  Secunden  genau  zu  erhalten,  construire  man  sich  den  Gon- 
structionswinkel 

w  -  (g>s9+2g>4i)  -  480  0'  18,741" 
So  erhält  man  z.  B.  ftlr 

li^  -  "^18-  iyö*  —  I  +28*0  «  320  43'  38.670"         und 

fu  -  5ii^  -  0,512" 
und  für 

I18'  -  T„+g^4i+  J-24«  =  270  41'  33,129" 

?i8^-?i4  =  0,821" 
wendet  man  als  Gorrectionswinkel 

«  -  (9>29+ 29)41)  -  480  0'  18,741" 

an.    Dieser  ist  leicht  zu  construiren. 

Man  erhält  z.  B.  für  ^7^  in  3): 

5,1  =  Ti3-g,,3+  ^ «,+30  -  510  25^  42,986" 

S,i-J7=  0,129" 
und  für  5,9!  in  4): 

£,,i  -  3  .  <y„+  ^  •  «  - 1770  -  180  56'  51,054" 

Ii«^-Si9  =  0,528" 


und 
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Mittels  des  Gorrectionswinkels  o  erhält  man  folgende  Tabelle 
für  die  Bestimmungswinkel: 

^7^  -  iy5—  J  •  «+93«  -  510  25'  42.409"  +0,448" 
80       17 

Ui  —  iy  89 + 16  •  **^+  ^^^  ==  ^^  ^'  ^'^^^"  -Ö'l^l" 

63       13 
§11^  =  h^+  8   •  w4-54Y  =  320  43i  37.935''  +o,247" 

12        7 
§,3!  =  iyj3  +  j^  •  c«  -270  «  270  41'  32,387"  +0.079" 

I19'  =  */»53  +  i  •  "  -  "°  -  18»  56'  50,453"  +0,073" 


W  -  ifo*-  S+ 131«  =  16»  39'  7,531"  +0,295" 
J25^  -  iys'»—  J?  -  20J*  =  14»  24'  0,509"  -  0,509" 

W  =  iy  61  +  ?  •  "- 1<^^**  "=  12»  24'  49,869"  -  0,209" 

Ijji  =  1^5'+ 1 .  »-  39»  =  11«  36'  46,523  +0,058" 
§3,1  =.  |J56^2  .  «-127i«  -  9»  43'  47,248  —0,221" 

5m'  =  iy  S  +  I  •  "  - 117°  =  8*  46'  49,989"  —0,223" 
W  -  4r6'+  ^  •  «» -  •*94»  -  8*  22'  19,878"  +0,343" 
§„i  =,  ^^5+?  .  6,_  162«  -  7«  39'  34,672  -0,204" 


20       27 
|6»i  -  i/Sgg  ~  fl  •  "  "*"®®*  "  ^*  47'  33,051"  -0,221" 


W  =  4y  J+  ä-37i«  =  6»  6'  5,866"  +0,236"' 
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Iß^i  =  iy6*+^  .  (0  —  61^0  =  50  22'  23454"  -0,150" 


Graeber. 


2. 

Erweitemugr  der  Guryeiielasse  yon  eonstanter  Krümmuiig:. 

Sind  die  Richtungscosinus  der  Tangente  einer  Carve  f^  g,  h  ge- 
gebene Functionen  eines  Parameters  tc,  so  lässt  sich  der  Curven- 
bogen  8  noch  als  beliebige  Function  von  n  annehmen.  Die  Curve 
gehört  einer  speciellen  Classe  an,  wenn  s  proportional  rr,  also 

8  =  cn  (1) 

gesetzt  wird.  Nur  für  den  besondern  Fall,  wo  n  dem  Erümmungs- 
winkel  (d.  h.  dn  dem  Gontingenzwinkel  der  Tangente)  proportional 
ist,  hat  die  Curve  constante  Krümmung.  Diese  neue  Beschränkung 
lassen  wir  hier  fallen  und  suchen  ftlr  beliebiges  n  Eigenschaften  der 
Gurve  (1),  namentlich  Beziehungen  zwischen  Ertlmmungswinkel  t, 
Torsioiswinkel  d-,  Bogen  s  und  Parameter  n. 

Da  keine  algebraische  Gurve  von  eonstanter  Krümmung  bekannt 
ist  (vom  Kreise  abgesehen),  so  wollen  wir  hier  sogleich  den  Fall 
einführen,  dass  die  Gurve  algebraisch  sei.  Dies  findet  offenbar  statt, 
wenn  man  für  ungleiche  rationale  Zahlen  a,  b  setzt 

/  •=  COSanCOBbTt]    g^  COSOjc  sin&Tt;     h  —  sinaTt 

Hieraus  berechnet  man: 

8t  —  (a«  +  i8cos*€i7r)3Ä* 

a  V+i^cosäaTt"*"  ;  Va«+6«cosW 

Sei  der  elliptische  Modul 

b 

und  an  —  am  u  die  Amplitude,  ferner 
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coBan  »  cnu  — >  rcot^ 

dann  werden  die  Integrale  der  vorstehenden  Gleichungen: 

elu 
T  «  j^ ;    ^  —  5(C06 ip  —  log tgi^) 

Die  Coordinatengleichnngen  der  Corvo  sind: 

c 
X  ■=•  -jQ^(asinaÄC08^  —  öcosa^rsinöir) 

e 
y  —  -= — j-  (a  sin  a«  sin  otr  +  &  cos  an  cos  5ä) 

c 

»  = cos  Ott 

a 

Die  Garve  umläuft  also  spiralisch  ein  Rotationsellipsoid  (resp. 
Hyperboloid) 

während  ihre  Höhe  »  nach  t  maligem  Umlauf  periodisch  wieder- 
kehrt. Ihr  ErQmmungswinkel  r  stellt  sich  als  Ellipsenbogen  dar ; 
die  ganze  Ellipse  entspricht  der  Periode  der  z\  die  Exentricität  ist 
-"  h  für  grosse  Halbaxe  *»  1.  Mittelst  des  Torsionswinkels  d-  ist 
die  Gleichung  der  Evolute  bekannt: 

aJi-aJ+ljy  +  Z'tgO);    etc. 

R.  Hoppe. 
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Physik. 

Die  Lehre  von  der  Elektricität.  Von  Gustav  Wiodemann. 
Zweite,  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  Zugleich  als  vierte 
Auflage  der  Lehre  vom  Galvanismus  und  Elektromagnetismus. 
Zweiter  Band  mit  163  —  Dritter  Band  mit  32 )  eingedruckten  Holz- 
stichen. Braunschweig  1895.  Friedrich  Vieweg  u.  Sohn.  1126  + 
1139  S. 

Der  1.  Band  des  Werkes  unter  anfänglichem  Titel  ist  im  222. 
litt.  Ber.  S.  12,  der  1.  Band  der  „Lehre  von  der  Elektricität"  in 
2.  Reihe,  49.  litt.  Ber.  S.  lü  besprochen.  Die  im  2.  und  3.  Bande 
hinzukommenden  Lehrgegenstände  sind:  Dielektrische  Ladung  der 
Körper;  Töne  beim  Elektrisiren,  Aenderung  des  Volumens,  der  Ge- 
stalt, der  Elasticität  und  des  optischen  Verhaltens.  Beziehungen 
zwischen  Elektricität  und  Wärme,  und  zwar  thermische  und  mecha- 
nische Wirkungen  des  elektrischen  Stromes,  Thermoelektricität, 
Temperaturänderungen  der  Contactstellon  heterogener  Leiter;  Elek- 
tricitätserregung  in  Krystallen  durch  Temperaturänderuugen  und 
Druck ;  Elektrochemie,  u.  zw.  Elektrolyse;  ihr  Einfluss  auf  den  Lei- 
tungswiderstaud  und  die  elektromotorische  Kraft  im  Schliessungs- 
kreise; Veränderungen  der  elektromotorischen  Kraft  der  Metalle 
durch  Einwirkung  der  sie  umgebenden  Flüssigkeiten;  Theorie  der 
Elektrolyse  und  Leitfähigkeit  der  Elektrolyte;  Theorie  der  Elektri- 
citätserregung  beim  Contact  heterogener  Körper;  Arbeitsleistungen 
und  Wärmewirkungen  bei  den  elektrolytischen  Processen;   Elektro- 

JLieh.  d.  Math.  a.  Fhys.    2.  Koihe,  T.  XV.  1 
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dynamik,  und  zwar  Anziehnng  und  AbstossnDg  elektrischer  Ströme ; 
Verhalten  der  elektrischen  Ströme  gegen  die  Erde.  Elektromagne- 
tismus, u.  zw.  allgemeine  Theorie  der  Magnetisirung;  Verhalten  der 
Magnete  gegen  elektrische  Ströme;  magnetische  und  elektromagne- 
tische Messmethode;  Gesetze  der  Magneto  und  Elektromagncte; 
Wechselbeziehungen  zwischen  dem  Magnetismus  und  dem  mechani- 
schen Verhalten  der  Körper;  Beziehungen  des  Magnetismus  zur 
Wärme.  Magnetisches  Verhalten  schwach  magnetischer  und  diamag- 
netischer Körper,  u.  zw.  Diamagnetismus;  Einfluss  des  Magnetismus 
auf  das  dielektrische  Verhalten,  die  Länge,  die  Leitfähigkeit  und 
das  thormoelektrische  Verbalten  diamagnetischer  Stoffe;  Beziehungen 
des  galvanischen  Stromes  und  des  Magnetismus  zum  Liebt  und  zur 
strahlenden  Wärme ;  Beziehungen  des  Magnetismus  zur  dielektrischen 
Polarisation,  zur  chemischen  Verwandtschaftskraft,  zur  Krystalli- 
sation,  Gobäsion  und  Gravitation.  H. 


Dr.  J.  Fr  ick 's  Physikalische  Technik,  speciell  Anleitung  zur 
Ausführung  physikalischer  Demonstrationen  und  zur  Herstellung 
von  physikalischen  Demonstrations-Apparaten  mit  möglichst  einfachen 
Mitteln.  Sechste,  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  Von  Dr. 
Otto  Lehmann,  Professor  der  Physik  an  der  technischen  Hoch- 
schule in  Karlsruhe.  In  zwei  Bänden.  Zweiter  Band.  Mit  1016 
eingedruckten  Holzsticbeu  und  3  Tafeln.  Braunschweig  1895.  Frie- 
drich Vieweg  u.  Sohn.    1054  S. 

Der   1.  Band,   in   6.  Auflage  erschienen   1890,  ist   im  36.    litt, 
ßer.  besprochen.    Der  2.  Band,   welcher  die  Experimente  für  Elek- 
tricität,  Magnetismus,  Optik  und  Akustik  bebandcli,  ist  verschieden 
vom    ersten    bearbeitet.      Wegen   der   schnellen   Folge    neuer    Ent- 
deckungen  und   neuer  Methoden   in    der    Elektricitätslehre    konnte 
nämlich    der    Herausgeber    den    Anschluss    au    theoretische     Lehr- 
bücher  nicht  beibehalten    und    liess   überhaupt  alle  pädagogischen 
Gesichtspunkte   fallen.     Das  Ganze    ist  jetzt   ein    wissenschaftliches 
Universum ,   in   welchem    die .  Anfertigung   der  Demonstrationsmittel 
und  die  Ausführung   der  Versuche  gelehrt  wird.     Da   nun   die  Ver- 
trautheit mit  der  Theorie  Zweck    der  Experimente  ist,  so  kann  sie 
nicht  deren  vorausgehende  Bedingung  sein.    Zum  Gebrauch  in  jeder 
Schule  ist  es  also  erforderlich,    dass  der  Lehrer  die  ganze  Theorie, 
welche  das  Buch  als  bekannt  voraussetzt,   nach  eigenem   Ermessen 
hinzufügt.      Die    Vorrede   spricht   vom    Gebrauche    in    technischen 
Hochschulen  und  Mittelschulen,  d.  i.  in  Faclischulen.     Die  Teile  der 
Doctriu,  denen  die  Versuche  gelten,  sind  der  Reihe  nach,  in  betreff 
der  Elektricität;    ihre   Erzeugung   durch    Reibung-,    Verteilung  und 
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Biadaog  der  Elektricitäten,  Condensatoren ;  Mitteilung  an  und  von 
Isolatoren,  Elektrisirmaschinen;  Erzeugung  durch  chemische  Pro- 
cesse;  chemische  Wirkung  der  Elektricität;  Elektrodynamik;  Magne- 
tismus,  Elektromagnetismus;  Wechselwirkung  von  Magnaten  und 
Stromleitern;  Induction;  Erzeugung  der  Wärme  durch  Elektricität; 
elektrische  und  magnetische  Grössen;  Durchgang  durch  schlechte 
Leiter;  Staub-  und  Lichtfiguren;  Anlagen  für  Demonstrationen  — 
in  betreff  strahlender  Energie:  ihre  Ergänzung;  Absorption;  chemi- 
sche Wirkung,  Phosphorescenz,  Fluorescenz ;  Fortpflanzung ;  Zurück- 
werfung; Brechung;  Interferenz;  Beugung;  Polarisation;  doppelte 
Brechung  —  in  betreff  optischer  Instrumente  und  Lichtempfin- 
dnng:  Sehen:  Täuschungen;  Fernrohre;  Mikroskop  —  in  betreff 
der  Tonempfindungen  und  der  Musikinstrumente:  Erzeugung  des 
Schalles  durch  Schwingungen;  Resonanz,  musikalische  Instrumente; 
Ausbreitung  des  Schalles;  zu  dessen  Analyse;  Uebertragung ;  Har- 
monie. H. 


Grundzüge  der  mathematischen  Chemie.  Energetik  der .  chemi. 
sehen  Erscheinungen.  Von  Dr.  Georg  Helm,  o.  Professor  an  der 
K.  technischen  Hochschule  zu  Dresden.  Mit  17  Figuren  im  Text 
Leipzig  1894.     Wilhelm  Engelmann.     138  S. 

Das  Buch  würde  ein  sehr  willkommenes  und  verdienstliches  Werk 
sein,  wenn  es  nicht  in  so  unklarer  Sprache  abgefasst  wäre.  Im  An- 
fang ist  vom  Energiepriucip  die  Rede,  und  soll  Folgendes  dessen 
Erklärung  sein.  „Parameter  heissen  die  Grössen  —  wie  Coordinaten, 
Geschwindigkeit,  Temperatur,  elektrische  Ladung  u.  s.  w.  —  welche 
den  augenblicklichen  Zustand  eines  Körpers  bestimmen.*'  Eigenenergie 
eines  Körpers  wird  nun  eine  Function  aller  jener  Parameter  genannt 
und  von  dieser  Function  gesagt,  dass  bei  allen  Veränderungen  ihr 
Gesamtbetrag  in  der  Natur  unverändert  bleibe  „Das  so  gefasste 
Energiepriucip  sei  offenber  nicht  schlechthin  beweisbar,  sondern  sage 
eine  Betrachtungsweise  der  Naturerscheinungen  aus,  die  ihre  Be- 
rechtigung durch  den  Erfolg  nachzuweisen  hat".  Dies  soll  nun  eine 
Erklärung  des  Begrifl's  der  Energie  sein!  Allem  Ausgesagten  fehlt 
offenbar  das  Object.  Die  Energie  soll  eine  Function  sein;  die  Func- 
tion bleibt  unbekannt,  auch  von  ihren  Argumenten  werden  nur  einige 
genannt,  sie  ist  daher  als  Attribut  schlechthin  inhaltslos  in  Erman- 
gelung der  Grössen,  von  denen  sie  nicht  abhangen  soll.  Demnach 
ist  auch  die  Aussage,  dass  sie  die  genannte  Eigenschaft  habe,  als 
unbeweisbare  Behauptung  sinnlos;  es  konnte  nur  von  dem  Pro- 
blem, die  Function  und  ihre  Argumente  für  die  Chemie  zu  finden, 
die  Rede  sein,   wie  solche  von  Leibniz  und  Iluygens   für  die  reine 

i* 
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Bewegung  gefunden  worden  ist.  Wenn  schliesslich  das  Energie- 
princip  eine  Betrachtungsweise  von  Erfolg  genannt  wird,  so  vermisst 
man  leider  bei  der  hier  dargebotenen  Betrachtungsweise  jede  Hin- 
weisnng  auf  den  resultirenden  Erfolg.  Dass  die  gesuchte  Function 
von  vorn  herein  als  algebraische  Summe  Ton  Effecten  betrachtet 
werde,  wird  nirgends  ausgesprochen.  Es  werden  vielmehr  immer 
nur  die  partiellen  Effecte  einzelner  Parameter  in  Betracht  gezogen 
und  der  anfänglichen  Erklärung  zuwider  Eigenenergien  genannt. 
Nach  jener  Erklärung  bezieht  sich  der  Name  auf  einen  Körperteil 
bei  voller  Mitwirkung  aller  Parameter,  wo  offenbar  das  „Eigen'' 
ganz  überflüssig  steht,  nachher  auf  den  Anteil  des  einzelnen  Para- 
meters. Für  den  Kundigen  gleicht  sich  freilich  der  Unterschied  im 
Gesamtbetrage,  der  leider  nicht  einmal  am  Schlüsse  formulirt  wird, 
aus.  So  ist  dann  der  ganze  Vortrag  mehr  ein  Monolog  als  eine 
Lehre.  Hoppe. 


Vorlesungen  über  mathematische  Physik,  gehalten  an  der  Uni- 
versität Königsberg  von  Dr.  Franz  Neumann,  Professor  der 
Physik  und  Mineralogie.  Siebentes  Heft.  Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  Gapillarität.  Herausgegeben  von  Dr.  A.  Wanger  in, 
Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Halle.  Mit  Figuren  im 
Text.    Leipzig  1894.    B.  G.  Teubner.    234  S. 

In  der  Einleitung  werden  die  Fundamentalsätze  der  Laplace^schen 
Capillaritätstheorie  aufgestellt,  und  vom  Herausgeber  die  Verhältnisse 
der  spätem  Bearbeitungen  von  Poisson,  Stahl,  Boltzmann,  Wein- 
stein, Mensbrugghe  dargelegt,  nachdem  die  von  Gauss,  der  jene 
Sätze  zum  erstenmal  vollständig  begründet  hat,  schon  vorher  bespro- 
chen war.  Der  Vortrag  selbst  leitet,  wie  Gauss,  die  Theorie  aus 
mechanischem  Princip  ab.  Die  Gegenstände  der  folgenden  Capitel 
sind:  Ansteigen  oder  Sinken  der  Flüssigkeiten  an  ebenen  Platten 
und  in  Gapillarröhreu ;  Druck  der  Flüssigkeit  auf  das  umgebende 
Gefäss  oder  auf  eingetauchte  Körper,  Adhäsionsplatten;  die  Ge- 
stalten von  Flüssigkeitstropfen ;  allgemeine  Sätze  über  das  Gleich- 
gewicht einer  Flüssigkeit,  welche  sich  in  einer  andern  von  demselben 
specifischen  Gewicht  befindet;  Zusammenhang  zwischen  der  Gauss- 
schen  und  Laplace'schen  Ableitung  der  Gruudgleichungen  der  Capil- 
laritätstheorie. H. 


Einführung  in  die  Maxweirsche  Theorie  der  Elektricität.  Mit 
einem  einleitenden  Abschnitte  über  das  Rechnen  mit  Vector- 
grössen   in   der  Physik.     Von  Dr.  A.  Föppel,    Professor    an    der 
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Universität  Leipzig.    Mit  Figuren  im  Text.    Leipzig   1894.    B.  G. 
Teubner.    413  S. 

Den  ersten  Abschnitt  des  Baches  bildet:  die  Algebra  und  Ana- 
lysis  der  Vectoren.  Zu  welchem  Zwecke  der  Verfasser  durch  Ge- 
brauch dieser  symbolischen  Rechnungsweise,  entsprechend  den  Me- 
thoden von  Hamilton  uud  Grassmann,  durch  welche  bekanntlich 
nichts  gewonnen  wird,  einer  Rechnuugs weise,  von  der  auch  er  selbst 
nicht  behauptet,  dass  sie  notwendig  oder  förderlich  sei,  das  Yer- 
ständniss  der  physikalischen  Theorie  erschwert,  ist  nicht  zu  ersehen. 
Die  folgenden  Abschnitte  sind  betitelt:  die  Grundlinien  der  Max- 
well'schen  Elektricitätslehre ;  weiterer  Ausbau  des  Systems;  die  Ener- 
giebeziehungen im  elektromagnetischen  Felde  zwischen  ruhenden 
Leitern;  die  Elektrodynamik  bewegter  Leiter;  Uebersicht  über  die 
übrigen  Teile  der  Maxweirschen  Theorie.  H. 


Die  Bestimmung  des  Molekulargewichts  in  theoretischer  und 
praktischer  Beziehung.  Von  Dr.  Karl  Win di seh.  Mit  einem 
Vorwort  von  Professor  Dr.  Eugen  Seil.  Mit  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.    Berlin  1892.    Julius  Springer.    542  S. 

Nachdem  die  in  vielen  Zeitschriften  zerstreuten  Original-Ab- 
handlungen der  Forscher,  welche  zur  Gewinnung  des  heutigen  Stand- 
punktes der  theoretischen  Chemie  geführt  haben,  bereits  gesammelt 
und  herausgegeben  worden  sind,  hat  der  Verfasser  das  sehr  ver- 
dienstliche Unternehmen  in  Ausführung  gebracht,  die  bis  jetzt  bekannt 
gewordenen  Methoden  der  Bestimmung  der  Molekulargewichte  in 
einem  Werke  zusammenzustellen.  Im  Vorwort  wird  ihm  das  Zeug- 
uiss  ausgestellt,  däss  er  vermöge  seiner  chemischen,  physikalischen 
und  mathematischen  Kenntnisse  durchaus  seiner  Aufgabe  gewachsen 
sei.    Voraus  geht  die  Entwickelungsgeschichte  der  Doctrin. 

H. 


Nikola  Tesla's  Untersuchungen  über  Mehrphasenströme  und 
über  Wechselströme  hoher  Spannung  und  Frequenz.  Mit  besonderer 
Berücksichtigung  seiner  Arbeiten  auf  den  Gebieten  der  Mehrphasen- 
strommotoren und  Hochspanuungsbeleucbtuug  zusammengestellt  von 
Thomas  Commerford  Martin.  Autorisirte  deutsche  Ausgabe 
von  H.  Maser.  Mit  313  Abbildungen.  Halle  a.  S.  1895.  Wilhelm 
Knapp.    508  S. 

•Nikola  Tesla,  geboren  1857  in  Smilja  im  Komitat  Lika  (Grenz- 
land von  Oesterreich- Ungarn)   bildete  sich  zum  Lehrer  der  Mathe- 
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matik  uud  Physik  aus,  vertauschte  aber  diesen  Beruf  mit  der  Elektro- 
technik, begann  seine  Tätigkeit  in  Paris,  setzte  sie  in  Amerika  erst 
unter  Edison,  dann  selbständig  fort.    Er  gelangte  zu  neuen,  hervor- 
ragenden Erfindungen,   indem   er   die  Wirkungen  in  verschiedenen, 
bisher  noch  nicht  angewandten  Verhältnissen  gründlich  durchforschte. 
Diese  werden  nun  von  Martin  in  4  Abschnitten:  Mehrphasenströme; 
Erscheinungen  bei  Strömen  von  hoher  Frequenz  und   hoher  Span- 
nung, verschiedene  Erfindungen  und  Schriften,  Tesla's  erste  Phasen- 
motoren und  sein  mechanischer  und  elektrischer  Oscillator  —  dar- 
gelegt,   einzeln  I.  ein  neues  System  von  Wechselstrommotoren  und 
Transformatoren;  das  Tesla'sche  rotirende  magnetische  Feld,  Motoren 
mit  geschlossenen  Leitern,    synchrone  Motoren,  Drehfeldtransforma- 
toren; Abänderungen  und  Erweiterungen  der  Tesla'schen  Mehrpha- 
sensysteme;  Verwertung  der  gewöhnlichen  Typen  von  Gleichstrom- 
maschineu ;  Verfahren  zur  Erzielung  einer  gewünschten  Geschwindig- 
keit des  Motors  oder  Generators;  Regulator  für  Drehstrommotoren; 
von  selbst  angehende  synchrone  Motoren  mit  nur  einem  Stromkreise; 
Verwandlung  eines  Motors   mit   doppeltem  Stromkreis  in  einen  sol- 
chen mit  einfachem  Stromkreis;  Motor  mit  künstlich  erzeugter  Ver- 
spätung;  andere  Methode   zur   Verwandlung    eines   von   selbst  an- 
gehenden  Motors  in    einen   synchronen    Motor;   durch   magnetische 
Remanenz  wirkender  Motor;   Methode  zur  Erzielung  der  Phasendif- 
ferenz   mittels    magnetischer    Schirmwirkung;   Type  des  Tesla'scheu 
Einphasoumotors;    Motoren    mit    Stromkreisen    von    verschiedenem 
Widerstände;   Motor    mit   gleicher  magnetischer  Energie   im  Felde 
und   Anker;    Motoren,    bei   denen    die    Maxima    der    magnetischen 
Wirkung  im  Anker  uud  Feld  zusammenfallen j    Motor,    welcher  aufr 
der  Phaseudifferenz   in   der   Magnetisiruug  der  inneru  und  äussern 
Teile  eines  Eisenkerns  beruht;  eine  andre  Type  des  Tesla'schen  In 
ductionsmotors ;    Verbindungen    eines   synchronen   und   eines    selbs 
angehenden  Motors;  Motor  mit  einem  Coudensator  im  Ankerstrom 
kreise;    in  einem   der  Feldmagnetstromkreise;    Tesla^s  Mehrphasen 
transformator;    Transformator    für    constanten   Strom  mit   magneti 
schem    Schirm   zwischen  den  Spulen    des  primären   uud    secundäre 
Stromkreises.     IL   Versuche    mit   Wechselströmen    von    sehr    hohe 
Frequenz   und  deren  Anwendung   auf  Methoden  der  künstlichen  Be 
leuchtung;   Versuche   mit  Wechselströmen  von  hoher  Frequenz  un 
hoher  Spannung;    über  Licht  und    andre  Erscheinungen  hoher  Fre- 
quenz;   Ausführlicheres   über   Tesla's   Wechselstromgeneratoren  für: 
hohe  Frequenz;   Apparate  zur  Erzeugung  von  Wechselströmen  mit- 
tels elektrostatischer  Inductiou;    Massage    mit   Strömen  von  hoher" 
Frequenz;   elektrische   Entladung    in  Vacuumröhren.     III.   Methode 
zur    Umwandlung    von  Wechselströmen    in    Gleichsti'öme.    Conden- 
satorcn  mit  in  Oil  tauchenden  Platten;  registrirender  elektrolytischer 
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Zäbler;  thermomagnetische  Motoren  und  pyromagnetische  Genera- 
t.orGu;  faokeulose  Dyuamobürsten  und  ConiuLutatoren ;  Reguliruug 
dei*  Gleichstromdynamomaschinen  mittels  einer  Httlfsbürste;  Ver- 
l>osserang  in  der  Construction  von  Dynamomaschinen  und  Motoren; 
Tesla's  Gleichstrom-Bogeulicht-System;  Verbesserung  an  Unipolar- 
iii£Lschineu.  IV.  Tosla's  Ausstellung  auf  der  Gbicagoer  Weltausstel- 
lung; sein  mechanischer  und  elektrischer  Oscillator.  H. 


Lehrbuch  der  Physik  für  Studierende.  Von  Dr.  H.  Kayser, 
Professor  an  der  Universität  Bonn.  Zweite,  verbesserte  Auflage 
Mit  384  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Stuttgart  1894.. 
Ferdinand  Enke.    564  S. 

Obgleich  die  Durchführung  und  Handhabung  der  Lehren  im  ein- 
zelnen eine  durchaus    correctc  ist,  so  schlicsst  sich  seltsamerweise 
<ii«  allgemeine  Aufstellung  und   Einführung  noch  ganz  der   irrigen 
und  unklaren  Auffassung  des  ungebildeten  Laien  au,    ohne   die  Irr- 
tümer  mit  einem  Worte   zu    berichtigen.    So  wird  z.  B.  der   Satz 
aufgestellt:    Alle  Körper  besitzen  Trägheit,  d.  h.  sie  haben  das  Be- 
streben, ihren  Zustand  der  Ruhe   oder  Bewegung  unverändert    bei- 
zubehalten, solange  keine  Kräfte  auf  sie  wirken.    Der  wahre  Sach- 
verhalt ist  im  Gegenteil:  Sie  besitzen  Trägheit,  d.  h.  —  nach  Wort- 
sinn und  der  Wirklichkeit  entsprechend  —  sie  haben    kein   Bestre- 
beu,  ihren    Bewegungszustand  zu  verändern,  wie  überhaupt  keiner 
Sul)8tanz  ein  reflexives  Vermögen  zukommt;  jede  solche  Veränderung 
ist  Wirkung  äusserer  Kräfte,  d.  i.  von  Kräften  anderer  Körper.  Er- 
stens ist  es    offenbar  unsinnig,   ein  Bestreben  Trägheit  zu  nennen; 
zweitens  ist  es  unsinnig    die    Beibehaltung    eines    unangefochtenen 
Besitztums  zum  Ziel  eines  Strebens  zu  machen;  nur  wo  äussere  Kräfte 
auf  Aenderung   wirken,   hätte   das    Streben    als   ein    bekämpfendes 
einen  Sinn,  und  gerade  für  diesen  Fall  wird  es  nicht  behauptet,  findet 
auch  wirklich  nicht  statt.    Nach  Allem  würde  kein  Anlass  sein,  einen 
Satz  über  die  Trägheit  der  Körper  aufzustellen,  wenn  es  nicht  gälte 
einer  irrigen  Meinung  entgegenzutreten.    In  der  Tat  begünstigt   die 
unüberlegte  Beobachtung  überwiegend  die  Auffassung,  als  begegneten 
die  äusseren  Kräfte  einem  Widerstände   in   der  Beharrung.     Es  ist 
^Iso  allerdings  Grund,   durch  entschiedene  Aussage  eine    Täuschung 
fern  zuhalten,   nämlich  durch  die  Aussage:    Die  Bewegung  ist  ein 
Zustand  eines  Körpars;   auf  diesen  wirken  äussere  Kräfte  stets    mit 
ibrem  vollen   von   der   Bewegunj;   ganz    unabhängigen   Werte.     Der 
»Erfasser  tut  das  Gegenteil:   er  adoptirt    die  Täuschung  und  macht 
^'«durch  seine  Lehre  populär  —  jedoch  in  so  unklarer  Hede,  dass 
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es  für  das  Folgende  so  gut  ist,  als  wenn  der  Unsinn  nicht  gesagt 
worden  wäre.  Das  Lehrbuch  behandelt  nach  einander:  die  Mecha- 
niky  die  Aggregatzustände,  die  Akustik,  den  Magnetismus,  die  Elek- 
tricität  und  die  Optik.  Die  Lehrweise  ist  beschreibend  und  mittei- 
lend. Auf  Erklärung  geht  sie  nicht  eben  tief  ein,  stellenweis  kaum 
hinreichend  zum  Yerständniss-,  auch  wird  dazu  keine  Rechnung, 
weder  algebraische  noch  analytische  verwandt,  geometrische  Kennt- 
nisse nur,  soviel  zur  Beschreibung  nötig,  beansprucht.  Dagegen  ist 
besonderer  Fleiss  der  Bearbeitung  darauf  gerichtet,  für  alle  Lehren 
die  quantitativen  Bestimmungen  in  numerischen  Angaben  und  For- 
meln zu  liefern,  und  die  Wege  ihrer  Ermittelung  nebst  den  dazu 
geeigneten  Apparaten  zu  zeigen.  Hoppe. 


Die  Erhaltung  der  Arbeit.  Von  Dr.  Richard  Heger,  a.  o 
Honorarprofessor  a.  der  Königl.  Sachs.  Technischen  Hochschule  un 
Gymnasial-Oberlchrer  in  Dresden     Hannover  1896.  Helwing.  305  S 

Die  Lehrmethode  ist  ein    originelles  Kunstwerk.    Sie  nimmt  di( 
geläufigen  Begriffe  ohne  weiteres  auf  und  geht  von  den  Erfahrunge 
aus,  welche  sich  ohne  Experiment  in  einem  Punkte  der  Erde,  diese 
als  fest  betrachtet,  darbieten.    Der  Begriff  der  Arbeit  wird  gleic 
anfangs  eingeführt,  ihre  Uebertragung  und  Verwandlung,  einschliess 
lieh  der  thermischen  Gestalt,  erläutert.     Hierbei  und  hiernach  wir 
ausführlich  auf  die  Mechanik  eingegangen.     Letztere  erscheint  inde 
stets  als  notwendige  Basis  der  Theorie  der  Arbeit,  nicht  als  herge 
leitet  aus  ihr,  wie  ein-  oder  mehrmal  versucht  worden  ist  das  Ver 
hältnisB  darzustellen.     Die  Wahl  der  Methode  und   der  Reihenfolg 
der  Themata  zeigt  sich  darin  ausserordentlich  glücklich,  dass,    ob 
gleich  die   Präcision   und  Idealität  nur  stufenweis  gewonnen  wird,^-  -^» 
doch  nie  ein  Mangel  verhüllt  oder  verschwiegen  vorkommt.   „Masse' 
und  „Kraft*'  werden  anfänglich  durch  „Gewicht"  vertreten,  „leben 
dige  Kraft",  unter  dem  Namen  „Wucht"  eingeführt,  aber  erst  späte 
beim  „Stosse"  vollständig  bestimmt.    Die  Relativität  der  „Geschwin- 
digkeit" wird  durchgängig  ignorirt-,  dagegen  lässt  sich  nichts  sagen, 
da  der  doctrinäre  Begriff  der  Arbeit  selbst  nur   absolute  Geschwin 
digkeit   kennt.    Die  so  entwickelte  Lehre  wird   für  alle  Fälle  de 
Mechanik,  bezüglich  auf  starre,  elastische,  flüssige  Körper  und  Gase 
mit  Eingehen  auf  technische  Verwendung  ausgeführt,  dann  die  elek 
trische  Arbeit  behandelt.  H. 


Lehrbuch   der  Experimentalphysik   für   Studirende.     Von   Dr. 
Emil    War  bürg,    Professor   an   der   Universität  Freiburg.     Mit 
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408  Original -Abbildungen  im  Text.    Freiburg  i.  B.  und  Leipzig  1893. 
J.  C.  B.  Mohr.    381  S. 

Es  werden  nach  einander  behandelt:  die  mechanischen  Grund- 
begriffe; die  Mechanik  starrer  Körper;  flüssiger  Körper;  Elasticität, 
Viscosität,  Oberflächenspannung,  Diffusion,  Absorption ;  Schall ;  Wärme ; 
Strahlung,  insbesondere  des  Lichts;  Elektricität  und  Magnetismus. 
Jeder  dieser  Hauptteile  ist  wieder  in  Unterabteilungen  geordnet, 
entsprechend  den  vielen  zu  erforschenden  Fragen  und  Seiten  der 
Betrachtung,  und  jede  Unterabteilung  zeigt  eine  Reihe  Ton  Lehren 
durch  Experiment  dargetan,  dann  in  Sätzen  formulirt.  Obwol  nun 
für  Ordnung  der  Lehren  nach  theoretischem  Gesichtspunkt  das  Mög- 
liche getan  ist,  so  hat  das  Ganze  doch  noch  mehr  die  Gestalt  einer 
Sammlung  von  Gesetzen  ohne  theoretisches  Band  innerhalb  eines 
Bezirks  zusammengehöriger  Vorgänge  als  einer  Theorie  derselben. 
In  der  Tat  ist  es  durch  die  Natur  einer  Erfahrungswissenschaft  von 
so  grossem  Umfang  geboten,  die  Schwierigkeiten  der  Feststellung 
der  einzelnen  Gesetze  von  denen  der  speculativen  Arbeit  getrennt 
zu  erhalten,  damit  sie  sich  nicht  häufen  und  vergrössern.  Da  indes 
stets  Erforschung  und  Erfindung  Hand  in  Hand  gehen  müssen,  so 
kann  im  engern  Bezirke  der  Vorgänge  die  Trennung  nicht  stattfin- 
den, zeigt  sich  aber  in  neuster  Zeit  unabweislich.  Einwände  sind 
im  vorliegenden  Buche  nur  gegen  einige  sehr  seltsame  Aeusserungen 
des  Verfassers  zu  machen.  Gleich  im  Anfang  lehrt  er :  die  Naturwissen- 
schaften knüpften  an  einen  vorgefundenen  Trieb  des  Menschen, 
zwischen  den  von  der  Natur  dargebotenen  Tatsachen  den  Zusam- 
menhang aufzusuchen,  an;  dem  Triebe  zu  genügen  wäre  ihre  Auf- 
gabe. Erst  am  Schlüsse  fügt  er  hinzu:  der  eingepflanzte  Trieb  führt 
auch  zu  dem  Ziele  die  Naturkräfte  zu  beherrschen  und  sie  in  den 
Dienst  menschlicher  Zwecke  zu  stellen.  Natürlich  verhält  es  sich 
umgekehrt:  der  letztgenannte,  niemandem  unbekannte  Gewinn  ist  es 
eben,  was  jenen  Trieb  hervorruft.  Die  Beherrschung  der  Tatsachen 
vermöge  der  Kenntniss  ihres  gesetzlichen  Zusammenhangs  kennen 
und  üben  wir  von  Kindheit  an;  sie  auszudehnen  strebt  bewusster- 
massen  die  Wissenschaft.  Der  Verfasser  spricht  hier  vom  For- 
schungstriebe wie  ein  Dilettant,  dem  es  um  Curiositäten  zu  tun 
ist.  Weiterhin  nennt  er  Kräfte,  die  in  die  Ferne  wirken,  „schein- 
bare" Fernkräfte.  Er  hat  aber  nirgends  Kräfte  denken  gelehrt,  die 
nicht  in  der  Ferne  wirken,  da  doch  zwischen  zusammenfallenden 
Punkten  keine  bewegende  Kraftwirkung  denkbar  ist.  Statt  dessen 
hätte  vielmehr  das  am  Seile  hangende  Gewicht  eine  scheinbare 
Nichtfernkraft  genannt  werden  müssen.  Der  Verfasser  aber  bezeichnet 
allein  die  kosmische  Attraction  (Schwerkraft  ohne  Seil)  als  „schein- 
bare" Ferukiaft  und  gibt   —   in  respectvoller  Berücksichtigung  der 
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Menge  iu  Amerika  und  EnglaDd  erschieuenor  Schriften  müssiger 
Grübler  —  ihre  Erklärung  für  ein  noch  nicht  gelöstos  Problem  aus. 
Diese  Aeusserung,  die  mit  seiner  ganzen  Lehre  in  keiner  Verbindung 
steht,  möchte  wol  schwerlich  aus  seinem  Gedanken  entspringen. 
Drittens  wird  iu  §  81.  der  Trägheit  eines  bewegten  Körpers  ein 
Widerstand  gegen  Beschleunigung  durch  äussere  Kräfte  zugeschrieben, 
eine  Aussage,  die  dem  Princip  der  Dynamik  direct  widerspricht. 
Ausserdem  ist  dieser  §  81.  überschrieben:  „Das  d'Alembert'sche 
Princip";  von  diesem  Princip  ist  aber  weder  hier  noch  sonst  im 
Buche  eine  Spur  zu  finden.  Wie  die  genannten  Stellen,  die  wie 
Tintenkleckse  in  einer  ganz  vernünftigen  Schrift  erscheinen,  in  das 
Buch  gekommen  sind,  mag  begreifen  wer  will.  Hoppe. 


Grundzüge  der  Molecular-Physik  und  der  mathematischen  Che- 
mie, dargestellt  von  Dr.  W.  C  Wittwer,  o.  Professor  der  Physik 
am  k.  Bayr.  Lyceum  zu  Roßcnsburg.  Zweite ,  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.     Stuttgart  1893.    Konrad  Wittwer.     304  S. 

Die  nach  einander  behandelten  Themata  sind:  der  Aether;  die 
Constitution  der  Körper  nebst  den  Beziehungen  des  Aethers  zu  ihnen ; 
die  Grundzüge  der  Chemie;  die  Wärme;  die  Elektricität  In  der 
Einleitung  bespricht  der  Verfasser  die  Frage  über  die  Existenz  von 
Fernwirkungen,  constatirt,  dass  der  grösste  Teil  der  Physik  sich  auf 
Feruwirkungen  gründet,  hält  daher  ganz  entschieden  die  Frage  für 
bedeutungslos.  Dennoch  räumt  er  ihre  Berechtigung  ein  und  lässt 
den  logischen  Fehler  der  Gegner  unbeachtet.  Offenbar  kann  mau 
nicht  die  Lösung  einer  Frage  anstreben,  ehe  man  ihren  Sinn  ver- 
steht und  anzugeben  vermag,  was  sie  sucht.  Der  Verfasser  spricht 
die  Frage  mit  den  Worten  aus:  Wie  macht  es  die  Erde,  dass  der 
losgelassene  Stein  sich  ihr  zu  nähern  strebt?  Die  Beantwortung  ist 
leicht  genug:  Die  Erde  ist  da,  ihr  Dasein  ist  hinreichende  Bedingung 
für  die  bestimmte  Bewegung  des  Steins.  Eine  Causalfrage  wird  aus 
gutem  Grunde  nicht  aufgeworfen.  Die  Physik  hat  die  Ursachen 
aller  Naturveränderungen  zu  erforschen.  Das  Attractionsgesetz  ver- 
ändert sich  nicht,  bietet  folglich  nichts  dar,  dessen  Ursache  zu  suchen 
wäre.  Solange  demnach  die  Gegner  keine  andre  Frage  klar  und 
deutlich  gestellt  haben,  ist  kein  Problem  aufgewiesen.  Wie  man 
hier  liest,  soll  die  Anzahl  der  Gegner  eine  bedeutende  geworden 
sein;  es  ist  aber  nicht  gesagt,  welcherlei  Geister  zu  ihnen  gehören; 
ihr  Zuwerkegehen  spricht  nicht  dafür,  dass  ihre  Menge  eine  achtung- 
gebietende wäre.  In  der  Abhandlung  selbst  handelt  es  sich  zunächst 
um    Correction    des  newtonschen   Attractionsgesetzes    rücksichtlich 
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kleiner  Entfernungen.  Zur  Ermittelung  der  umfassenden  Attractions- 
function  werden  mehr  directe  Schlüsse  und  Betrachtungen  als  Rech- 
nung angewandt.  Das  Verfahren  ist  selbständig  gewählt,  die  Resul- 
tate zumteil  abweichend  von  denen  anderer  Autoren.  Eine  Zusam- 
menstellung hat  der  Verfasser  bereits  1870  in  einer  Schrift:  „Die 
Molekulargesetze"  —  gegeben.  In  der  vorliegenden  2.  Aullage  sind 
Anwendungen  neuer  Beobachtungen  hinzugekommen.  Die  Vorrede 
sagt,  dass  deren  Ergebnisse  vielfach  mit  den  herrschenden  Ansichten 
in  CoUision  sich  befänden,  doch  nur  in  Punkten,  die  auch  bisher 
ohnedies  streitig  waren.  Hoppe. 


Terrestrial  Magnetism.  An  international  quarierly  Journal. 
Publishcd  under  the  auspices  of  the  Rycrson  physical  laboratory  A. 
A.  Michelson,  Director.  Edited  by  L.  A.  Bauer.  With  the 
Cooperation  the  following  Associates:  C.  Abbe,  B.  Baracchi,  W. 
von  Bezold,  E.  Biese,  F.  H.  Biegelow,  C.  Borgen,  C.  Chi- 
stoni,  W.  Doberck,  M.  Eschenhagen,  J.  Hann,  G.  Hell- 
in  ann,  S.  C.  Hepites,  D.  A.  Goldhammer,  A.  Lancaster, 
C.  Lagrange,  S.  Lemström,  G.  W.  Littlehales,  J.  Liznar, 
T.  C.  Mendenhall,  Th.  Moureaux,  F.  E.  Nipher,  L.  Pa- 
lazzo,  van  Rijckevorsel,  A.  W.  Rücker,  E.  Schering,  A. 
Schmidt  (Gotha),  C.  A.  Schott,  A.  Schuster,  M.  Snellen 
E.  Solander,  J.  P.  van  der  Stok,  R.  F.  Stupart,  A.  de 
Tillo,  H.  Wild  „Magnus  magnes  est  ipse  globus  terrestris"  (Gil- 
bert, „de  Magnote.")  Vol.  I.  No.  1.  Chicago,  Januar  1896.  The 
üniversity  of  Chicago  Press.    54  S. 

Die  1:  Numer  dieser  neuen  Zeitschrift  enthält  folgende  Ab- 
bandlungen : 

A.  Schuster:  Elektrische  Ströme  erzeugt  durch  rotirende 
Magnete. 

Ad.  Schmidt  (Gotha):  Die  Verteilung  des  erdmagnetischen 
Potentials  in  Bezug  auf  beliebige  Durchmesser  der  Erde. 

L.  A.  Bauer:  Halloy^s  neueste  Karte  gleicher  Variation. 

Dann  folgen  Briefe  an  den  Herausgeber,  Noten  und  litterarische 
Berichte.  H. 


Cours  de  physique  de  Tficole  Polytechnique.    Par  M.  J.  Jamin, 
Premier  Supplement.    Par  M.  Bouty,  Prolesseur  ä  la  Facultö  des 
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Sciences   de    Paris.    Chaleur,    Acoustique.     Optique.     Paris    1896 
Gaathier  Tillars  et  fils.    183  S 

Die  Reihe  der  in  der  Entwickelnng,  der  Wärmetheorie  behan- 
delten Gegenstände  sind  folgende:  Messung  der  Temperaturen;  Prin- 
cipien  der  Thermodynamik;  Compressibilität,  Dilatationen,  Zustands- 
veränderungen ;  Theorie  der  Dissociation  nach  Gibbs;  osmotische 
Pression  nach  van  t'Hoff;  kritischer  Punkt,  capillare  Phänomene  In 
der  Akustik  und  Optik:  Fortpflanzung  der  vibratorischen  Bewegung. 
Fortpflanzung  des  Schalles;  Untersuchung  der  Vibrationen;  Fort- 
pflanzung des  Lichtes ;  Diffractiou ;  Interforenzerscheinungen  und 
ihre  Anwendungen.  H. 


Repetitorium  der  Experimentalphysik  für  Studierende  auf  Hoch- 
schulen. Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Bedürfnisse  der  Mo- 
diciner  und  Pharraaceuten.  Von  Dr.  L.  Weber,  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  Kiel.  Mit  12  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen     München  und  Leipzig  1895.     Dr.  E.  Wolff.     256  S. 

Das  Buch  enthält  die,  Grundlagen  der  Experimentalphysik  un- 
gefähr in  dem  Umfange,  wie  sie  in  den  einleitenden  Uebersichten 
eines  Praktikums  für  Medicioer  und  Pharmaceuten  vorgetragen  zu 
werden  pflegen.  Ein  allgemeines  Anschauuugsbild  der  bekannteren 
Apparate  und  Experimente  wird  dabei  vorausgesetzt  und  vorzugsweise 
die  grundlegenden  Dcductionen  und  leitenden  Ideen  der  einzelnen 
Disciplinen  in  präciser  Form  zur  Darstellung  gebracht.  Die  mathe- 
matischen Htilfsmittel  sind  vereinfacht,  das  Detail  der  Experimental- 
physik mit  ihren  vielseitigen  Anwendungen  nur  augedeutet  und  nur 
insoweit  berücksichtigt,  als  neue,  grundlegende  Gesichtspunkte  darin 
enthalten  sind.  H 


The  Electrical  World.  Published  every  saturday  by  the  W.  J. 
Johnston  Company,  limited.  Vol.  XXIV.  iir.  15.  New  York. 
1894.     40.    24  S. 

Die  seit  1874  bestehende  Zeitschrift   bringt   eine  grosse  Anzahl 
kurzer  Mitteilungen  sehr  mannigfaltigen,  grösstenteils  technisch-phy- 
sikalischen  Inhalts.    In   vorliegender   Numer   findet  sich    eine  Bio- 
graphie des  durch  zahlreiche  philosophisch-mathematische   Schriften 
bekannten  Alexander  Macfarlane,   geboren  1851   zu  Blaitgowria   in 
Schottland,  nebst  Nachrichten  über  seine  Werke.  H. 
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On  the  analytical  treatment  of  alternaÜDg  corrents.  (With  dis- 
cassioD.)  By  Prof.  A.  Macfarlane,  University  of  Texas,  Austin, 
Texas.  New  York,  American  Institute  of  Electrical  Engineering. 
8  S. 

Der  Verfasser  spricht  die  Ansicht  aus,  dass  die  analytische  Be- 
handlung der  alternirenden  Ströme  die  Algebra  der  Ebene  (mit 
Complexen)  erfordere,  so  jedoch,  dass  sie  mit  der  Algebra  des  Rau- 
mes (Quaternionen)  harmonire,  und  führt  es  aus.  Es  folgt  eine 
Debatte.  H. 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  Ton  Adolph  Wü  11  n  e  r. 
Erster  Band.  Allgemeine  Physik  und  Akustik.  Fünfte,  vielfach 
umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage  Mit  321  in  den  Text  ge- 
druckten Abbildungen  und  Figuren.  Leipzig  1895.  B.  6.  Teubner. 
1000  S. 

Das  sehr  bekannte  Buch  gibt  seiner  Bestimmung  gemäss  unter 
dem  steten  Hinweis  auf  die  Originalarbciten  eine  Uebersicht  über 
den  augenblicklichen  Stand  der  experimentellen  Physik  und  über  die 
theoretischen  Auffassungen,  zu  denen  die  Physik  zur  Zeit  gelangt  ist. 

H. 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

XLX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physili. 

Cantor,  Mor.,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik. 
3.  (Schluss-) Bd.  Vom.  J.  1668  bis  zum  J.  1759.  2.  Abtlg.  Die 
Zeit  von  1700—1726.  gr.  S^.  (S.  253-472  mit  30  Fig.)  Leipzig, 
Teubner.    6  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  i.  J.  1889.  Dargestellt  Ton 
der  physikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  45.  Jahrg.  2.  Abth.  Physik 
des  Aethers.  Red.  v.  Rieh.  Börnstein.  gr.  S^.  (XLIX,  821  S.) 
3.  Abth.  Physik  der  Erde.  Red.  v.  Rieh.  Assmann.  gr.  S^.  (LVII, 
79:3  S.)     Braunschweig,  Vieweg.    ä  30  Mk. 

—  dass.  i.  J.  1894.  50.  Jahrg.  1.  Abth.  Physik  der  Materie. 
Red.  V.  Rieh.  Börnstein  gr.  8«.  (LXXIV,  600  S.)-  Ebd.  22  Mk.  50  Pf. 
3.  Abth.  Kosmische  Physik.  Red.  v.  Rieh.  Assmann.  gr.  8^.  (LI, 
716  S.)    Ebd.     25  Mk. 

Grassmann's,  Ilerm.,  gesammelte  mathemat.  u.  physikal. 
Werke.  Hrsg.  v.  Frdr.  Engel.  1.  Bd.  2.  Tbl.  Die  Ausdehnungs- 
lehre V.  1862.  In  Gemeinschaft  mit  Herm.  Grassmann  d.  J.  hrsg. 
V.  Frdr.  Engel,  gr.  8^.  (VIll,  511  S.  m.  37  Fig.)  Leipzig,  Teub- 
ner.   16  Mk. 

Matthiessen,  Ludw.,  Grundzüge  der  antiken  u.  modernen 
Algebra  der  littcralen  Gleichungen.  2.  wohlf.  (Titel-)Ausg.  gr.  8®. 
(XVI,  1001  S.)    Ebd.    8  Mk. 

Rosenbergcr,  Ford.,  Jsaac  Newton  und  seine  physikalischen 
Principien.  Ein  Hauptstück  aus  der  Entwickelungsgeschichte  der 
modernen  Physik,  gr.  8^.  (VI,  536  S.  m.  25  Abbildgn.)  Leipzig, 
Barth.     13  Mk.  50  Pf. 
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Litterarischer  Bericht 


Lvm. 


Sammlangen. 

Sammlung  von  Aufgaben  ans  der  Arithmetik  für  höhere  Lehr- 
anstalten. Ton  Karl  Schwering,  Director  des  stiftischen  Gym- 
nasiums in  BtLren.  Erster  —  zweiter  —  dritter  Lehrgang.  Freiburg 
i.  Br.    1896.    Herder.    242  S. 

Durch  Uebungen,  Ausrechnung  von  Zahlenbeispielen  und  Beant- 
wortung von  Fragen,  werden  die  Schüler,  mit  Voraussetzung  der  4 
Species  in  dekadischen  Zahlen,  ohne  direct  ausgesprochene  Belehrung 
zum  Yerständniss  und  zur  Aneignung  der  elementarsten  für  die 
Arithmetik  notwendigen  Begriffe  geführt,  der  Brüche,  der  Potenzen, 
des  Gebrauchs  der  Buchstaben,  der  Gleichungen  u.  s.  w.  so  dass  die 
Reihenfolge  der  Aufgaben  einer  beständig  fortschreitenden  Höhe  des 
Standpunktes  der  Entwickelung  entspricht  Ausgeschlossen  sind: 
Negative,  Irrationale,  Potenzwurzeln,  höhere  Gleichungen.  Die  nu- 
merischen Resultate  sind  stets  angegeben.  H. 


Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigonometrie 
und  Stereometrie.  Von  Dr.  Friedrich  Reidt,  Professor  am  Gym- 
nasium in  Hamm.  I.  Teil:  Trigonometrie.  Vierte  Auflage.  Neu 
bearbeitet  von  A.  Mach,  Professor  am  Gymnasium  in  Kreuznach. 
Leipzig  1894.    B.  G.  Teubner.    250  S. 

Auflösungen  und  Aufgaben  in  der  Sammlung  (s.  vorstehenden 
Titel)    68  S. 

▲rcb.  d.  Math.  n.  Fhys.    2.  ßeihe,  T.  XV.  "1 
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Die  Aufgaben  sind  zum  Teil  numerische  in  ganzen  Zahlen,  zum 
Teil  algebraische  in  Buchstaben,  zum  Teil  bestimmt  ftLr  den  Gebrauch 
siebenstelliger  Tafeln,  der  Folge  nach  gehörig  zur  Goniometrie,  zur 
ebenen,  dann  zur  sphärischen  Trigonometrie,  und  zwar  erst  am  recht- 
winkligen, dann  am  beliebigen  Dreieck.  H. 


Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Von  Dr. 
Adolf  Hochheim,  Professor.  Heft  I.  Die  gerade  Linie,  der 
Punkt,  der  Kreis.  A.  Aufgaben.  —  B.  Auflösungen.  Zweite  ver- 
besserte Auflage.    Leipzig  1894.    B.  G.  Teubner.    86  +  106  S. 

Die  Aufgaben  dieses  1.  Hefts  sind  darauf  gerichtet,  die  ge- 
bräuchlichen Rechnungsformen,  als  gegebene  Doctrin,  einzuüben. 
Die  analytische  Bedeutung  und  Bestimmung  dieser  Rechnungs- 
formen für  Untersuchung  von  Problemen  konnte  hier  nicht  wol  zu- 
tage treten.  Da  letzterer  Gesichtspunkt  hier  nicht  in  Betracht  kam, 
sosind  auch  die  aus  der  neuern  synthetischen  Geometrie  stammen- 
den Rechnungsformen  berücksichtigt  worden,  was  namentlich  da,  wo 
das  Buch  für  die  Schule  in  Anwendung  kom  mt ,  zweckmässig  sei 
mag.  Viel  Sorgfalt  ist  darauf  verwandt,  das  Erlernen  zu  erleichteru 
Die  „Auflösungen^^  geben  nicht  nur  Resultate,  sondern  auch  die  Weg 
der  Ausführung  der  Forderungen.  H. 


Uebungsbuch  zur  Algebra.  Von  Adolf  Sickenberger,  k. 
Gymnasialprofessor  uud  Director  der  Luitpold-Kreisrealschule  zu 
München.  Erste  Abteilung.  Erste  und  zweite  Stufe  der  Rechnungs- 
arten einschliesslich  der  linearen  Gleichungen  mit  einer  und 
mehreren  Unbekannten.  Zweite  Auflage.  München  1894.  Theodor 
Ackermann.    106  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  35.  litterarischen  Bericht  Seite  31  be- 
sprochen; in  der  2ten  ist  die  Zahl  der  Uebungsbeispiele  etwas  ve^ 
mehrt  worden.  H. 


Sammlung  von  Formeln  der  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik. Von  Dr.  W.  Läska.  Mit  drei  Tafeln.  Braunschweig  1894. 
Vieweg  und  Sohn.    1671  S. 

Eine  so  umfassende  Formelsammlung  ist  gewiss  noch  nie  her- 
ausgegeben worden.  Glücklicherweise  tritt  auch  gleich  dieser  erste 
Versuch  der  Bearbeitung  eines  solchen  Werkes  mit  guter  Wahl  der 


Litterarischer  Bericht  LVJIL  16 

Form  und  Einrichtung,  die  bei  der  Heterogeneität  der  Teile  nicht 
überall  leicht  war,  auf.  Sehr  zu  billigen  ist  es,  dass  es  die  Grenzen 
des  Theoretisch-wissenschaftlichen  nicht  überschreitet,  namentlich  die 
Technik,  wie  auch  andererseits  die  Schulmathematik  und  das  gren- 
zenlose Gebiet  der  Gonfiguratiouen,  erstere  mit  Hinweis  auf  die 
reichlich  vorhandenen  Sammlungen,  ausschliesst.  Numerische  Ta- 
bellen sind  in  geringer  Ausdehnung  mit  aufgenommen;  diese  hätten, 
da  der  Titel  des  Buchs  sie  nicht  verspricht,  auch  wegfallen  können. 
Auf  Einzelnes  einzugehen  lässt  die  Mannigfaltigkeit  des  Stoffes  nicht 
wol  zu.  H. 


Planimetrische  Constructionsaufgaben  nebst  Anleitung  zu  deren 
Lösung  für  höhere  Schulen.  Methodisch  bearbeitet  von  E.  B.  Mül- 
ler.   Dritte  Auflage.    Oldenburg  1894.    Gerhard  Stalling.    68  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  13.  litt.  Bericht,  Seite  10,  die  zweite 
im  26.  1.  B.  Seite  15  besprochen.  Sichtlich  ist  das  Bestreben,  den 
minder  begabten  Schülern  den  Anfang,  wo  nur  Ausführung,  nicht 
(Jeberlegung  verlangt  wird,  leicht  und  ihren  Abstand  von  der  Be- 
gabteren weniger  fühlbar  zu  machen,  um  sie  alsdann  allmählich 
diirdi  Angabe  der  Analysis  zum  Suchen  der  Lösung  zu  ermutigen. 

H. 


Formelsammlung  und  Bepetitorium  der  Mathematik  enthaltend 
die  wichtigsten  Formeln  und  Lehrsätze  der  Arithmetik,  Algebra, 
niederen  Analysis,  ebenen  Geometrie,  Stereometrie,  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  mathematischen  Geographie,  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes,  der  höheren  Analysis.  Von 
0.  Th.  Bürklen,  Professor  am  Reallyceum  in  Schw.  Gmünd.  Mit 
20  Figuren.    Leipzig  1896.    G.  J.  Göschen.    211  S. 

Die  formulirten  Resultate  der  Principien  der  genannten  Doc- 
trinen  werden  in  befriedigender  Vollständigkeit  in  natürlicher  Ord- 
nung zusammengestellt.  H. 


Sammlung  von  Sätzen  und  Aufgaben  der  systematischen  und 
darstellenden  Geometrie  der  Ebene  in  der  Mittelschule.  Erster  und 
zweiter  Gurs  für  die  Hand  des  Schülers  bearbeitet  von  Dr.  K.  Fink, 
Rector  an  der  Realanstalt  zu  Tübingen.  Mit  10  Figurentafeln  und 
84  Blättern  für  die  darstellend-geometrischen  Uebungen  gezeichnet 
vom  Reallehrer  Au  er  in  Tübingen.  Tübingen  1896.  H.  Laupp. 
108  S. 

2* 
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Die  AnfgabeH  sind  sehr  mannigfaltiger  Art,  stets  nnr  darauf 
bedacht,  die  Schüler  zum  Denken  and  Beobachten  zu  bringen,  ohne 
Sorge  darum,  ob  sie  jede  Frage  definitiv  beantworten  können.  Diese 
Fragen  sind  manchmal  ziemlich  unbestimmt  und  verlangen  nur 
Aeusserung  oder  beliebige  Bemerkung.  Namentlich  aber  werden  da- 
durch alle  Eigenschaften  und  Beziehungen  der  betrachteten  einfachen 
Gebilde  erschöpfend  zum  Bewusstsein  gebracht.  H. 

Algebraische  Gleichungen  nebst  den  Besultaten  und  den  Metho- 
den zu  ihrer  Auflösung.  Von  Dr.  Ernst  Barde y.  Vierte  Auflage. 
Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner.    378  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  reichhaltige  Sammlung  von  Aufgaben 
zur  Uebung  im  algebraischen  Bechnen,  Aufgaben,  die  auf  Gleichungen 
2.  Grades  führen.  Gegeben  sind  Gleichungen  der  mannigfaltigsten 
algebraischen  Form;  die  Arbeit  besteht  in  der  Beduction  auf  die 
Normalform,  die  sich  nicht  immer  direct  im  2.  Grade  ergibt,  aber 
entweder  durch  Ausscheidung  einer  leicht  erkennbaren  Wurzel  auf 
2.  Grad  erniedrigt  oder  in  eine  Succession  quadratischer  Gleichungen 
zerlegt  werden  kann.  Pie  Aufgaben  dieser  Art  bilden  zwei  besondere 
Abschnitte.  Für  Erwerbung  aller  zustatten  kommenden  Kenntnisse 
ist  durch  vorausgehende  ausführliche  Belehrung  in  bester  Weise  ge- 
sorgt.   Die  Besultate  stehen  hinter  den  einzelnen  Aufgaben. 

H. 


Beeueil  de  probl^mes  de  math^matiques.  Alg^bre,  th^orie  des 
nombres,  probabilit^s,  geom6trie  de  Situation.  —  G^om^trie  du  tri- 
angle.  A^  Tetude  des  classes  de  mathematiques  speciales.  Par  C.  A. 
Laisant,  Docteur  äs  sciences,  R^p6titeur  ä  T^cole  Polytechnique. 
Paris  1895.    Gauthier-Villars  et  fils.     264  S. 

Es  werden  hier  die  französisch  geschriebenen  Bearbeitungen  der 
Probleme  aus  den  genannten  Zweigen  der  Mathematik  mit  Angabe 
des  Autors  und  der  Zeitschrift  zusammen  gestellt,  welche  seit  1842, 
d.  i.  seit  der  Gründung  der  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques  er- 
schienen sind.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

E.  Goursat,  Vorlesungen  über  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen   erster   Ordnung.    Gehalten    an   der  Facultö 
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"Tclenc'es  zu  Paria.  Bearbeitet  von  C.  Bourlet.  Antorisirte 
deotsche  Ausgabe  voq  H.  Maser.  Mit  einem  Begleitwort  von  S, 
Lie.    Leipzig  1893.    B.  G.  Tenbner.    416  9. 

Das  Problem  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleicbangen 
1.  Ordnung  wird  schrittweise,  auch  entsprechend  dem  geschichtlichen 
Entwickclangsgang,  in  folgenden  Abschnitton  zar  allgemeinen  und 
vollständigen  Lüsnng  geführt:  Allgemeine  Sätze  Über  die  Existenz 
der  Integrale;  lineare  Gleichungen,  vollständige  Systeme;  lineare 
totale  Differentialgleicbangen;  Gleichungen  von  beliebiger  Form, 
Allgemeines,  Methode  von  Lagrange  nnd  Charpit;  Methode  von 
Caucbj,  Ciiarakteristiken;  Definition  der  Ansdrücke  (ij-',  ip)  und  [tf;, 
tp\,  erste  Ucthodo  von  Jacobi ;  Methode  von  Jacobi  und  Mayer ; 
Methode  von  Lie;  geometrische  Untersuchung  der  Gleichungen  mit 
3  Variabein,  lutegralcurven,  singulare  Lösungen;  allgemeine  Theorie 
von  Lie;  BerUbrungstrauBformationenj  Theorie  der  Gruppe,  allge- 
meine Integrationsmethode.  H. 

Elemente  der  höheren  Mathematik.  Vorlesungen  zur  Vorberei- 
tung des  Studiums  der  'Differentialgleichung,  Algebra  und  Functio- 
nentheorie.  Von  Dr.  Otto  Biermann,  o.  Ö.  Professor  an  der  tech- 
nischen Hochschule  zu  Brilon.    Leipzig  1895.   B.  G.  Tenbner.   381  S. 

Die  Abschnitte  das  Buchs  sind  folgende:  Grundlagen  der  Arith- 
metik-, über  Functionen  reeller  Variabein;  Arithmetik  complexer 
Grössen;  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen;  die  rationalen 
Functionen;  Poteuzrcihen ;  die  elementaren  Functionen.  Durch  diese 
also  soll  das  Studium  der  höheren  Mathematik  vorbereitet  wer- 
den. Schon  öfter  ist  in  der  Tat  neuerdings  die  unvernünftige  Be- 
hauptung laut  geworden,  zwischen  der  Schalmathematik  und  den 
Vorträgen  der  höhern  Mathematik  wäre  infolge  der  Fortschritte  (!) 
der  Wissenschaft  eine  Kluft  entstanden.  Offenbar  würde  dann  allein 
die  Vortragenden  ein  Tadel  troffen;  der  Fortschritt  kann  den  An. 
fang  nicht  beeinflnssen.  Die  Differentialgleichung  fusst'bei  strengster 
Begründung  ihrer  Principien  nur  auf  ganz  elementare  Lehren,  nnd 
sie  ist  wieder  in  hohem  Grade  förderlich  fOr  die  höhere  Algebra 
und  FunctioQslehre.  Lässt  hier  der  Vortrag  Schwierigkeiten  be- 
stehen, so  ist  die  Methode  unvernünftig  oder  mangelhaft:  zu  den 
Mängeln  gehört  gewöhnlieb,  dass  über  Begriff  und  Theorie  des  Un- 
endlichen keine  Auskunft  orteilt  wird,  was  auch  vom  gegenmärligen 
Buche  gilt.  Nimmt  man  nun  aber  auch  an,  dass  wirklich  eine 
Lücke  vorhanden  ist,  die  den  Stndirenden  das  VerständnrsB  er- 
schwert,  nnd  fragt,   ob  das  Dargebotene  ihnen  die  venniMte  Aflf- 
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klärung  geben  mrd^  so  mögen  diejenigen  entscheiden,  die  das  Buch 
za  eigener  Belebrang  gebraueben  wollen.  U.  E.  ist  es  nicht  der 
Fall.  An  Stelle  dessen,  was  von  Natur  einfach  ist,  werden  compli- 
cirte  neue  Begriffe  geschaffen  (wahrscheinlich  nicht  vom  Verfasser, 
sondern  gestützt  auf  gewisse  Autoritäten)  und  dem  Leser  so  vorge- 
führt, als  wäre  es  zur  Gründlichkeit  notwendig.  Das  Ganze  in 
seinem  grossen  Umfang,  wenn  wirklich  der  Leser  glaubt,  dass  er 
alles  dies  lernen  müsste,  ehe  er  mit  der  höheren  Mathematik  an- 
fangen könnte,  ist  so  abschreckend  vom  Studium  als  möglich. 

Hoppe. 


Sophus  Lie,  Vorlesungen  über  continuirlicbe  Gruppen.  Mit 
geometrischer  und  anderen  Anwendungen.  Bearbeitet  und  heraus- 
gegeben von  Dr.  Georg  Seh  e  ff  er  s,  Privatdocent  an  der  Univer- 
sität Leipzig.    Mit  Figuren  im  Text.    Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner. 

310  S. 

Die  Abteilungen  des  Buchs  haben  einzeln  folgenden  Inhalt: 
Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  und  einige  ihrer  Unter- 
gruppen; Theorie  der  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene;  die  Gruppen 
der  Ebene;  die  grundlegenden  Sätze  der  Gruppentheorie;  lineare 
homogene  Gruppen  und  complexe  Zahlen;  einige  Anwendungen  der 
Gruppentheorie.    Erklärung  der  Begriffe  wird  genügend  gegeben. 

H.    . 


Beiträge  zur  Theorie  der  Gleichungen.  Von  Dr.  Hermann 
Scheffler.    Leipzig  1891.    Friedrich  Foerster.    133  S. 

Die  Schrift  handelt  über  folgende  Themata:  Symmetrische  Func- 
tionen; Form  der  Wurzel;  Reduction  der  Gleicbuug;  Auflösung  der 
Gleichung  2ten,  3ten ,  4ten  Grades;  Gleichung  5.  Grades;  die  2te 
Bedingung  der  Lösbarkeit;  Unlösbarkeit  der  Gleichung  5ten  und 
höheren  Grades;  die  unvollständigen  Gleichungen;  die  trinomischen 
Gleichungen;  die  binomischen  Gleichungen;  Identität  und  Gleich- 
heit; die  Vielwertigkeit  der  Wurzel  als  Folge  der  Unbestimmtheit 
der  Coefficienten ;  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  und  den  Coef- 
ficienteu;  die  identische  Erfüllung  einer  Gleichung;  der  vollständige 
Ausdruck  der  Wurzel;  Auflösung  der  Gleichung  durch  convergente 
Beihen:  die  algebraische  Irrationalzahl;  die  transcendente Irrational- 
zahl ;  Nachweis  der  n  Wurzeln  einer  Gleichung  nten  Grades.     H. 
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Legonssurla  Hsolution  alg^brique  des  ^quations.  ParH.  Yogt, 
ancien  ^Uve  de  Tl^cole  Normale  snp^rienre,  Professenr  adjoint  k  la 
Facnlt<^  des  sciences  de  Nancy.  Avec  nne  pr^face  de  M.  Jules 
Tannery,  Directenr  des  ^tndes  scientifiqaes  k  T^Icole  Normale 
sup^rieore.    Paris  1895.    Nony  et  C»«.    201  S. 

Die  Gegenstände  des  Werks  sind  folgende:  Sabstitutionsgrup- 
pen;  Untergruppen,  einfache  und  zusammengesetzto  Gruppen;  ratio- 
nale Functionen  mehrerer  unabhängigen  Yariabeln;  algebraische 
Relationen  zwischen  ihnen;  cyklische  und  metacyklische  Functionen 
mehrerer  Yariabeln;  Rationalitätsbereich,  Reducirbarkeit  der  ganzen 
Functionen;  rationale  Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung, 
Resolventen,  Gruppe  einer  algebraischen  Gleichung;  Gleichungen  2., 
3.  und  4.  Grades,  Lagrange's  Untersuchungen ;  über  die  algebraische 
Auflösung  der  Gleichungen;  tLber  die  abeFschen  Gleichungen;  über 
die  Gleichungen  der  Kreisteilung;  über  die  nicht  reducirbaren  auf- 
lösbaren Gleichungen  von  Primzahlgrad;  über  die  Gruppen*  einer 
Gleichung.  H. 


Legons  sur  Tint^gration  des  ^quations  aux  d^riv^es  partielles  du 
second  ordre  de  deux  variables  ind^pendantes.  Par  £.  Goursat, 
Maitre  de  Conferences  ä  TÄcole  Normale  superieure.  Tome  I.  Pro- 
bleme de  Cauchy.  —  Charact6ristiques.  —  Integrales  intermediäres. 
Paris  1896.    A.  Hermann.    226  S. 

Es  wird  zuerst  eine  besondere  Glasse  von  Gleichungen  unter- 
sucht; dannn  folgt  ein  Problem  von  Cauchy,  dann  die  Gleichungen 
von  Monge  und  Ampere,  dann  verschiedene  Anwendungen,  dann  die 
allgemeine  Theorie  der  Charakteristiken.  H. 


Traite  d'  analyse.  Par  fimile  Picard,  Membre  de  Tlnstitut, 
Professenr  ä,  la  Facult6  des  Sciences.  Tome  III.  Des  singularit^s 
des  integrales  des  ^quations  diff^rentielles,  6tude  du  cas  oü  la  variable 
reste  reelle,  des  courbes  defiinies  par  des  equations  diff^rentielles, 
^quations  unfaires,  analogies  entre  les  eqnations  alg^briques  et  les 
Equations  line'aires.    Paris  1896.    Gauthier-Yillars  et  fils.    568  S. 

Der  I.  Band  ist  besprochen  im  43  litt.  Bericht  S.  31,  der  II. 
B.  im  47.  1.  B.  29.  Der  III.  Band  enthält:  Allgemeines  über  die 
Singularitäten  der  Differentialgleichungen;  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen 1.  Ordnung  zu  2  Yariabeln;  singulare  Lösungen  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen;  gewisse  Classen  von  Differen- 
tialgleichungen; verschiedene  Methoden   successiver  Näherung;  ge- 
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wisse  lineare  Gleichungen  2.  Ordnung;  Untersncbang  einiger  nicht 
linearer  Gleichungen;  periodische  und  asymptotische  Lösangen  ge- 
wisser Differentialgleichungen;  singulare  Punkte  der  reellen  Inte- 
grale der  Gleichungen  1.  Ordnung;  Form  der  Curven,  welche  eine 
Differentialgleichung  1.  Ordnung  und  1.  Grades  befriedigen;  Allge- 
meines über  die  singulären  Punkte  der  linearen  Differentialgleichun- 
gen; hypergeometrische  Functionen;  einförmige,  aus  der  hypergeo- 
metrischen Differentialgleichung  abgeleiteten  Transcendenten;  ge- 
wisse lineare,  im  Unendlichen  irreguläre  Differentialgleichungen; 
einige  Classen  integrabler  linearer  Differentialgleichungen;  Theorie 
der  Substitutionen  und  der.  algebraischen  Gleichungen;  Analogien 
zwischen  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  und  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichuogen.  H. 

Einftthrung  in  die  Functionentheorie.  Eine  Ergänzung  zu  allen 
Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  23  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Dr.  W.  Ldska.  Stutt- 
gart 1894.    Julius  Maier.    55  S. 

Die  Teile  des  Werkes  sind  folgende:  Grundbegriffe,  namentlich 
der  Irrationalzahl  nach  Dedekind;  die  geschichtliche  Entwickelung 
des  Functionsbegriffs;  Biemann-Cauchy's  Functionentheorie;  Theorie 
der  complexen  Integrale;  Fortsetzung  der  Functionentheorie  nach 
Riemaun's  Anschauung;  rationale  Functionen;  Theorie  der  Reihen; 
die  Keihenfortsetzung;  Begriff  der  Functionen  nach  Weierstrass,  die 
Differentiation;  Darstellung  der  eindeutigen  Functionen.         H. 

Clements  de  la  th<^orie  des  fonctions  elliptiques.  Par  Jules 
Tannery,  Sous-Directeur  des  ^tudes  scientifiques  k  l'^cole  Nor- 
male snpcrieure,  Jules  Molk,  Professeur  k  la  Facult^  des  Scien- 
ces de  Nancy.  Tome  II.  Calcul  differentiel  (II«  partie).  Paris  1896. 
Gauthier-Villars  et  fils.    299  S. 

Der  I.  Band  ist  im  47.  litt.  Bericht  S.  28  besprochen.  Der 
II.  Band  handelt  von  den  Jacobi'schen  Functionen  &  und  Weier- 
strass'schen  Functionen  a  in  der  Reihenform,  dann  deren  Quotien- 
ten, welche  die  Inversen  elliptischer  Integrale  ergeben.  Hierauf 
folgt  eine  Zusammenstellung  Ton  Formeln.  H. 

Facult^  des  Sciences  de  Lille.     Gours  d'analyse.    Profess^  par 
M.  Demartres  et  r^dige  par  M.  £.  Lemaire.    Troisi^me  partie. 
;ßquations  diff^rentielles  et  aux  d^riv^es  partielles.     Paris  18Ö6.    A. 
Hermann.    4<>.    156  S. 
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Der  3.  Teil  des  Werkes  handelt  von  der  Integration  der  Diffe- 
rential gleichungeo.  Er  entbält  nach  cinaDiIer:  Allgemeines  über  die 
Systeme  der  Diiferentialgleicbungen :  Integrationsverfahren  j  Gloi- 
cboDgen  höherer  Ordnung,  System  von  Differentialgleichungen;  Glei- 
iQugen  mit  partiellen  Derivirten-,  VariationsrechnuDg  H. 


\ 


TraitB  d'algehre.  Coraplöments.  Par  H.  Laurent,  Examina- 
teur  d'adraission  k  l'^cole  Folytechniqae.  Quatriäme  partie:  Thi^orio 
des  polynoraes  ä  plusieurs  variables.  Paria  J894.  Gaathier-Villars 
et  fils.    53  S. 

Die  in  diesem   4.  Teile    behandelten    Sätze  über   Polynome    in 

! jnehrereu  Variabein  sind  nicht  einfach  genug,  ura  sie  anzuführen  oder 

xa  cbarakterisireu.     Wir  müssen  daher  auf  die  Schrift   seibat  ver- 
weisen. H. 


Zar  Formation  quadratischer  Gleichungen.  Von  Dr.  Ernst 
Bardey.  Zweite,  unveränderte  Ausgabe.  Leipzig  1894.  B,  Q. 
Tenbner.    390  S. 

Aas  dem  unbegrenzten  Bereiche  mögt  ich  er  Transformationen 
algebraischer  Gleichungen  in  äquivalente  finden  sich  hier  in  reich- 
licher Anzahl  solche  ausgesucht,  die  für  aich  Interesse  bieten.  An 
die  Transformationen  einer  Gleichung  schliessen  sich  auch  sogleich 
Verbindungen  mehrerer  nach  dem  Princip:  Gleiche  Operatioucn  an 
Gleichem  vollzogen  geben  Gleiches  —  mit  dem  Ergebnias  im  erstem 
Falle  einfach  einander  idenliscber,  im  letatern  zerlegbarer  Gleichuu- 
geu.  Jedes  solche  Ergebniss  wird  dann  als  Lehrsata  auageaprochen, 
ohne  Zweifel  zu  dem  Zwecke,  dass  der  Schüler  die  Beziehnogcu  der 
Gleichungen  im  GediLchtniss  behalten  und  dadurch  einen  freieren 
Ueberblick  erwerben  soll.  Im  Grunde  wird  keine  neue  Kenntniss 
gewonnen;  denn  dieselben  Identitäten  und  Zerlegungen  findet  man 
auch,  wo  die  Auflösung  das  Ziel  ist,  nämlich  auf  dem  gesicherten 
analytischen  Wege  von  der  Vielheit  zur  Einheit,  d.  i.  zur  normalen 
Gleichungsform.  Hier  ist  der  umgekehrte  Weg  gewählt,  der  syntbe- 
tiscbe  von  der  Einheit  zur  Vielheit;  mau  geht  in  dieselbe  Erkennt- 
nigs,  nur  zur  andern  Tür,  mit  anderer  Perspective  hinein. 

Hoppe. 

Theorems  in  the  calculus  ot  enlargement  A  method  for  cal- 
calating  simultan eonsly  all  the  roota  of  an  equalion.  By  Emory 
Maclintock.    Amer.  Jonrn.  XVII.  1.  2. 


Der  Verfasser  ist  im  Besitz  einer  Methode,  alle  Wurzeln  einer 

algebraischen  Gleichmut  gleichzeitig  zu  finden,  wie  es  scheint,  ent- 
wickelt in  uaendlicbt;  Reihen.  Er  teilt  sie  aber  nicht  mit;  denn  in 
der  ganzen  Schrift  ist  nirgouds  ansgoaprocben ,  worin  sie  besteht. 
Vielmehr  zieht  er,  wie  er  sagt,  das  „prakiiache"  Verfahren  vor,  dem 
Leser  die  Auflösung  mehrerer  apecieller  Gleichniigen  vorzurechnen. 
In  jedem  solchen  Beispiel  findet  man  eine  Reihe  Gleichungeu  mit 
wenigen  Begleit  Worten,  die  mancherlei  sagen,  nur  nicht,  wie  sie  ge- 
wonnen Bind,  und  was  sie  bedeuten.  Die  Methode  soll  also  Geheim- 
Autora  bleiben.  Hoppe. 


G  e  0  m  e  t  r  i 


Cours  de  gt<om<!trto  analytique.  A  l'nsage  des  üives  de  la^K 
classe  de  mathmatiques  sp<^cialos  ot  des  candidats  aus  •-'coles  die:*  . 
gouvernemenl.  Par  B.  Nieweuglowski,  Docteur  «s  Sciences,  An — j 
cien  Professeur  de  mathematiques  speciales  au  Lyc6e  Lonis-le- Grand  ,t; 
Inspectenr  de  l'Academie  de  Paris.  Tome  lil.  Gcomttrio  dan* «: 
l'espace.  Avec  nne  note  sur  lee  transforraations  en  ge'onictrie,  PaUE 
£mile  Borel,  Maitre  de  Conft-rences  k  la  Facnlti^  de  Lille.  Parit  £ 
1896.    Gautbier-Villars  et  fila.    6T2  S. 


Obgleich  sich  das  Hauptgewicht  auf  Specialien  und   Uebunge«"* 
gelegt  findet,   so  sind  doch  die  allgemeinen  Principicn    der  analytif- 
sehen  Geometrie  nicht  ganz  ohne  Berücksichtigung  Übergangen,  soii::^ 
dern  bilden  den  Anfang,    Von  der  linearen  Geometrie  und  der  Curvecz^ 
theorie,  welcher  letztern  unter  den  31  Capiteln  wenigstens  eins  g^^ 
widnaet  ist,  sind  die  meisten  Elementarbegriffe  und  Relationen  hec^* 
geleitet;    was  namentlich  fehlt,    sind  die  Variationen  der  Elcment^^ 
Die  Flächentheorie  dagegen  ist  sehr  kärglich  bedacht;   sie  eratrecl^sri 
sich  bloss  auf  die  Berübrungsebene    und  Normale.     Von  den  Krüirx- 
mungen  ist  kein  Wort  gesagt;    diu  Linien  auf  den  Flächen  komme» 
nnr  als  Erzeugende  vor,   die  zahlreichen  Probleme  Über  sie  bleiben 
unerwähnt.    Von  speciellen  Fläcbenarten  werden  cylindrische,  koni- 
sche, Rotations-  und  Regelflächen  in  Betracht  gezogen.   Mehr  als  die 
Hälfte  des  Buchs  aber  bandelt  von  den  Flächen  2.  Grades. 

Hoppe. 


Die  Harmonikaien  der  Mittelpunkte  der  Berübmngsk reise  eines 
Dreiecks  in  Bezug  auf  dasselbe.     Von  Dr.  Fr.  W.  Frankenbach, 
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Bealschnl-Director.     Jahresbericht  der  städtischen   Wilhelms^Real- 
schule  in  Liegnitz.    Liegnitz  1895.    Programm.    31  S. 

Es  werden  mehrere  Sätze  und  Formeln  über  symmetrische  Con- 
fignrationen  im  allgemeinen  Dreieck  hergeleitet.  H. 


Over  een  minimalopperylak  van  tweevoudigen  samenhang.  Door 
lu,  C.  Kluyver.  Verhandlingen  der  koninglijke  Akademie  van  Weten- 
schappen  te  Amsterdam,  eerste  sectie,  Deel  III.  no.  9.  Met2platen. 
Amsterdam  1896.    Johannes  Müller.    42  S. 

£s  wird  zwischen  den  Umfangen  zweier  rechteckiger  Gegenseiten 
eines  rechtwinkligen  Parallelepipedons  die  kleinste  verbindende  Fläche 
berechnet.  H. 


De  merkwaardige  pnnten  van  den  ingeschreven  veelhoek.  Door 
M.  van  Overeem  jr.  Yerhandelingen  der  koninklije  Akademie 
van  Wetenschappen  te  Amsterdam ,  eerste  sectie,  dl.  III.  no.  7.  Met 
een  plaat.    Amsterdam  1896.    Johannes  Müller.     29  S. 

Von  den  4  sog.  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks  sind  nur  2 
an  beliebigen  dem  Kreise  einbeschriebenen  Vieleck  von  selbst  deut- 
lich wiederzufinden,  der  Mittpunkt  O  dieses  Kreises  und  der  Schwer- 
punkt des  Vielecks  Z.  'Mit  beiden  liegt  beim  Dreieck  der  Höhen- 
schnittpunkt H  auf  gerader  Linie,  und  zwar  ist  ö/T«  3ÖZ.  Die 
Mitte  der  Geraden  OH  wird  unter  dem  Namen  „Mittelpunkt  des 
Culer'schen  Kreises  N^^  jenen  Punkten  zugezählt.  Um  nun  die 
Analogie  am  einbeschriebenen  n  eck  zu  ergänzen  lässt  der  Verfasser 
auf  der  verlängerten  Geraden    OH  «  n  .  OZ  von    O  aus  n  Strecken 

im  Verhältniss 
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abschneiden,  betrachtet  deren  n-f-1  Endpunkte,  die  jedenfalls  Sym- 
xnetriepunkte  des  Vielecks  sind,  als  dessen  „merkwürdige  Punkte" 
und  entwickelt  im  Laufe  der  Abhandlung  ihre  Bedeutung  und  Eigen- 
schaften. H. 


Het  vierdimensionale  prismatoide.  Door  P.  H.  Schonte.  Ver- 
bandelingen der  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappen  te  Am- 
sterdam, eerste  sectie,  deel  V.  no.  2.  Met  een  plaat.  Amsterdam 
1896.    Johannes  Müller.    20  S. 


LitttrarüchiT  Bericht  LVJIL 

Das  bier  betrachtete  TieTdimensionalo  Prismatoid  ist  bogreszt 
Ton  2  Körpern  in  parallelen  Ränmen.  Die  m  und  n  Ecken  des  einen 
nnd  des  andern  Eörpcrs  bilden  zusammen  sämtlicbe  Ecken  des 
Frismatoids  und  lassen  sich  stets,  aber  in  mannigfaltiger  Combi- 
nation,  verbnnden  denken  durch  Tetraeder,  deren  Grundflächen  in 
die  Seiten  teils  des  einen,  teils  des  andern  fallen,  während  die 
Spitzen  bzhw.  Ecken  des  zweiten  oder  des  ersten  sind,  jedenfalls 
verschieden  gewählt  werden  können.  Der  Inhalt  des  Frismatoids 
wird  berechnet  H. 


Zur  Theorie  der  reellen  Curven  einer  rationalen  Fnnction  nten  _m. 
Grades  für  compleio  Variable.  Von  Frof.  Dr.  Suhle,  Director.  _  - 
Programm.    Dessau  1896.    4°.    16  S. 

Setzt  man  s  =  f{x+iy)  —  V(x,  y)-\-\Vix,  >),  nnd  betrachtet:»  « 
X,  ji,  I  als  rechtwinklige  Coordinaten,  so  erhält  man  für  V  ^Q  diE^  j 
Gleichung  einer  reellen  Fläche  s  ^  U  und  hat  auf  dieser  die  Cnrv^  -%* 
F=  0.  Diese  Cnrve  wird  bier  für  den  Fall,  wo /eine  beliebige  ganz^.^ 
Function  ausdrückt,  nntersncbt  nnd  mehrere  Sätze  über  sie  gefnndeiaiK  « 


Schlegel,  Professeur  h.  l'ßcole-polytechniijue  de  Ilagen.  Simi»- Sur 
an  th^'orfime  de  gi^eme'trie  4  quatro  dimensiona.  Association  Frar-^^an- 
^aise.    Congrös  de  1887.    Paris.    18  S. 

Es  wird  bewiesen,  dass,  wie  bekauntermassen  für  n  =-  2  nnd  3, 

auch  fUr  n  =  4  ein  nseiliges  n  dimcnsionalcs  Prismatoid  sich  dnrcz»  —xq\i 
lineare  Schnitto  in  n  Plasmen  (nach  Sylvester  so   genannt)  d, 
dimensionale  (n-j-ljQcke  von  gleichem  Inhalt  zerlegen  läBst. 


i 
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Gaston  Tarry,  Contröteur  de  distributiODS  diversers  ä  Algc^3 
Nouyel  essai  sur  la  g.5omctrie  imaginsire.  —  Geometrie  fgfinßral -^^"*'^- 
Association  Frangaise.  Cengrös  d'Ovan  1888.  —  Congrfis  de  Pai«:-^*^"^ 
1889,  de  Limoge  1890,  de  Marseille  1891.    Paris.    22  -)-  90  S. 

Die  erstero  Schrift  behandelt  den  imaginären  Punkt,  die  ima^  ^Bgi- 
näre  Gerade  und  den  imaginären  Winkel.  Die  „atigemeine  GeoticM^^e- 
trie"  führt  manche  ueae  Begriffe  ein;  jede  Erklärung  aber  stQ^ 
sich  auf  ebenso  erklärungsbedürftige  Begriffe.  Hoppe. 


tillrrarischiT  Berichi  LIX. 


Litterarischer  Bericht 

LIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Geschichte  der  Mathemetilt  im  Altertum  und  Mittelaller.  Vor-. 
lesnngen  von  H.  G.  Zeuthen,  Professor  au  der  Universität  Kopen- 
hagen.   Kopenhagen  1890.    Andr.  Fred.  Hüat  u.  Sön. 

Das  Buch  schlioast  sich  der  Reihe  derjenigen  Autoren  an,  die 
nach  langer  Unterbrechuug  erst  in  neuerer  Zeit  wieder  angefangen 
babcn,  die  Geschiebte  der  Mathematik  zu  bearbeiten,  nämlich  Chas- 
les,  Brett  sehn  eider,  Haiikel,  Caotor,  Tannery,  Ileiberg,  Allmann,  be- 
nutzt deren  Werke  und  stützt  sich  auf  sie.  Die  eigene  Leistung 
charakterisirt  sich  durch  Hervorhebung  einer  Seite  der  Gescbichtschrei- 
bung,  die  man  fi'üher  ala  unwichtig,  vielleicht  sogar  als  ungehörige 
Einmischung  verworfen  hat  Um  die  Geschichte  einer  Wisseuschaft  wie 
der  Mathematik  und  Pliysik  richtig  zu  beurteilen ,  ist  es  durchaus 
unzureichend  ihre  Productionen  als  Zeiterscheinungen  zu  behandeln. 
Die  Entdecker  und  Förderer  sind  meistens  ihrer  Zeit  voraus  und 
finden  hei  ihren  Zeitgenossen  zu  geringes  Verständniss.  Namentlich 
ist  in  hohem  Grade  auffällig,  dass  die  physikalischen  Kenntnisse  der 
Alten  viel  umfangreicher  erscheinen,  nachdem  mau  angefangen  bat, 
die  Ueheriieferungen  vom  heutigen  Standpunkt  aus  zu  betrachten. 
Letzteres  macht  nun  der  Verfasser  auch  zum  Frincig  für  seine  Clia- 
raklerisiruug  der  Mathematik  der  Alten  und  spricht  es  auch  als 
solches,  was  vielleicht  hier  zum  erstenmal  geschieht,  offen  aus.  Was 
indes  das  Buch  nicht  gibt,  ist  die  nähere  Bekanntschaft  mit  den 
Quellen  der  Geschichte.    Ersatz    für   dieselbe  hat   der  Verfasser  in 
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keiner  Weise  gewährt,  auch  dem  Leser  keinen  Rat  erteilt  um  Aus- 
kunft über  die  Quellen  zu  erlangen.  Mögen  dann  die  Urteile  über 
die  Productionen  und  Kenntnisse  noch  so  treffend  und  unbestritten 
sein,  so  bleiben  sie  doch  als  bloss  wörtlich  acceptirte  ziemlich  un- 
fruchtbar. Vorausgehende  Lecture  der  Quellen  scheint  der  Verfasser 
nicht  angenommen  zu  haben,  auch  sind  sie  ausser  Euklid  nicht  leicht 
zugänglich.  Vielleicht  ist  in  dieser  Beziehung  schon  von  den  Vor- 
gängern hinreichend  gesorgt,  dass  der  Verfasser  es  nicht  für  nötig 
hielt  mehr  dafür  zu  tun.  Das  Buch  beginnt  mit  einer  Vorgeschichte 
der  Mathematik,  welche  die  ersten  Antriebe  zur  Untersuchung  mathe- 
matischer Fragen  aus  einzelnen  Beschäftigungen  herleitet.  Am  mei- 
sten eingehend  werden  die  Lehren  der  Pythagoräer  und  der  Inhalt 
von  Euklids  Elementen  behandelt.  H. 


Leopold  Kronecker's  Werke.  Herausgegeben  auf  Veran- 
lassung 'der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften 
von  K.  Hensel.  Erster  Band.  Mit  L.  Kronecker^s  Bildniss.  Leipzig 
1895     B.  G.  Teubner.    4^.    483  S. 

Die  Werke  sind  vom  Herausgeber  nach  ihrem  Inhalt  in  3  Ab- 
teilungen zusammen  geordnet.  Die  erste,  welche  in  mehreren  Bänden 
erscheinen  wird,  enthält  die  „allgemeine  Arithmetik".  Darunter  ver- 
steht der  Verfasser  „die  Anwendung  der  Begriffe  und  Methoden  der 
Zahlentheorie  auf  die  Untersuchung  der  rationalen  Functionen  be- 
liebig vieler  Variabein.  Im  vorliegenden  I  Bande  stehen  folgende 
12  Abhandlungen:  Beweis,  dass  für  jede  Primzahl  p  die  Gleichung 
l-|-a;  +  a;2  ,  ^  ^  ^  ^  ^p-i  —  0  irroductibel  ist  —  De  unitatibus 
complexis.  —  Memoire  sur  les  facteurs  irreductibles  de  Texpression 
x'^  —  l.  —  Demonstration  d'un  th^oröme  de  M.Kummer.  —  Demon- 
stration de  rirr6ductibilit6  de  l'^quation  x'^-'^  +  «»»-^  +  .  .  .  -}- 
1  =  0,  oü  n  d6signe  un  nombre  premier.  —  Zwei  Sätze  über  Glei- 
chungen mit  ganzzahligen  Coefficienten.  —  Ueber  coraplexe  Einheiten. 
—  Ueber  kubische  Gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten.  — 
Ueber  die  Classenauzahl  der  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten 
complexen  Zahlen.  —  üeber  einige  Interpolationsformeln  für  ganze 
Functionen  mehrer  Variabein.  —  Ueber  bilineare  Formen  —  Ueber 
Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabein.  2  Abhandlungen.  —  Sur 
le  theor^me  de  Sturm.  —  Bemerkungen  zur  Determinantentheorie. 
Auseinandersetzung  einiger  Eigenschaften  der  Classenzahl  idealer 
complexer  Zahlen  —  Zur  algebraischen  Theorie  der  quadratischen 
Formen.  Ueber  die  verschiedenen  Stürmischen  Reihen  und  ihre  ge- 
genseitigen Beziehungen.  -  Ueber  Schaaren  von  quadratischen  und 
bilinearen  Formen.  —  Sur  les  faisceaux   de  formes  quadratiques  et 
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bilio^aires.  —  lieber  die  congruenten  Transformationen  der  bilinearen 
Formen.  —  Von  diesen  Abhandlungen  stehen  6  in  Grelle  J.,  3  in 
Lionville  J.,  11  in  den  Monatsb.  d.  Akad.,  2  in  Gomptes  rendus. 

H. 


Zwei  Abhandlungen  tlber  sphärische  Trigonometrie,  Grundztige 
der  sphärischen  Trigonometrie  und  Allgemeine  sphärische  Trigono- 
metrie 1753  und  1779.  Von  Leonhard  Euler.  Aus  dem  Franzö- 
sischen und  Lateinischen  tLbersetzt  und  herausgegeben  von  E.  Ham- 
mer. Mit  6  Figuren  im  Text.  Leipzig  1896.  Wilhelm  Engelmann. 
66  S. 

In  der  ersten  Abhandlung  bestimmt  Euler  die  Seiten  des  sphä- 
rischen Dreiecks  als  ktlrzeste  Verbindungen  der  Ecken  längs  der 
Eugelfläche  durch  Integration  der  Bedingungsgleichung,  geht  also 
von  der  Aufgabe  der  sphäroidischen  Trigonometrie  aus.  In  der  zweiten 
leitet  er  die  Formeln  durch  Betrachtung  der  Pyramide  zwischen  den 
Ecken  und  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  her.  Die  Ausgabe  schliesst 
mit  einer  kurzen  Biographie  von  Euler  und  Verweisung  auf  die  aus- 
führliche, enthalten  in  B.  Wolf,  Handbuch  der  Astronomie.  Zürich 
1890.  H. 


Die  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss.  Eine 
ürkundensammlung  zur  Vorgeschichte  der  nichteuklidischen  Geome- 
trie. In  Gemeinschaft  mit  Friedrich  Engel  herausgegeben  von 
Paul  Stacke  1.  Mit  145  Figuren  im  Text  und  der  Nachbildung 
eines  Briefes  von  Gauss.    Leipzig  1895.    B.  G.  Teubner.    325  S. 

Die  Verfasser  haben  mit  grossem  Erfolge  nach  den  Vorgängern 
der  für  Gründer  der  nichteuklidischen  Geometrie  geltenden  Lobat- 
schefskij  und  Bolyai  geforscht  und  teilen  im  Vorliegenden  die 
gefundenen  Urkunden  chronologisch  mit.  Es  sind  die  folgenden: 
John  Wallis  1616—1703.  —  Girolamo  Saccheri  1667-1733. 
—  Johann  Heinrich  Lambert  1728—1777.  —  Carl  Friedrich 
Gauss  1777—1855.  —  Ferdinand  Karl  Schweikart  1780— 
1857.  —  Franz  Adolf  Taurinus  1794—1874.  H. 


Julius  Plückers  gesammelte  mathematische  Abhandlungen. 
Herausgegeben  von  A.  Schoen flies  Mit  einem  Bildniss  Plücker's 
und  73  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1895.  B.  G. 
Teubner.    620  S. 
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Das  Vorliegende  ist  der  erste  Band  des  Gesamtwerks:  „Julius 
Plttckers  gesammelte  wissenschaftliche  Abhandlungen.  Im  Auf- 
trag der  Egl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  heraus- 
gegeben von  A.  Schoenflies  und  F.  R.  Pockels  in  zwei  Bän- 
den". Er  enthält  39  bereits  in  Zeitschriften  erschienene  Abhand- 
lungen', während  5  selbständige  Bücher  noch  ausserdem  käuflich, 
daher  nicht  aufgenommen  sind.  Der  Herausgeber  bezeichnet  Plücker's 
productive  Wirksamkeit  als  notwendige  Ergänzung  der  Entwickelung^^^g 
der  modernen  Geometrie  in  analytischer  und  formontheoretischer  Rieh —  _^^_ 
tung  neben  der  von  Poncelet ,  Möbius  und  Steiner ,  als  ihm  eigene  ^^^ 
fundamentale  Gedanken  die  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung^^  ^g 
die  Bedeutung  der  Gonstantenzahl,  den  allgemeinen  Goordinatenbe 
griff,  die  Einführung  der  Linien-  und  Ebenencoordinaten,  die  homc^  ^q 
gene  Schreibweise,  die  Benutzung  überzähliger  Coordinaten,  d^^^en 
Zusammenhang  der  Singularitäten  und  die  Liniengeometrie. 

H. 


Gino  Loria,  Professore  ordinario  d^lP  Universitä  di  Geno^^  «va. 
II  passato  ed  il  presente  delle  principali  teorie  geometriche.  Secc^^  on- 
da  edizione  accresciuta  ed  interamente  rifatta.  Torino  1896.  Car'.^rlo 
Clauaen.    316  S. 


e- 


Das  Vorliegende  ist  die  Geschichte    der  Zweige  der  Geometr^crrie, 
nämlich  der  folgenden.    Nach  einem  Blicke  auf  Ursprung  und  E  ^Z^nt- 

Wickelung  der  Geometrie  überhaupt  vom  Altertum   bis  gegen  W .^-850 

wird  einzeln  behandelt:  die  Theorie  der  ebenen  algebraischen  p^  'nr- 
ven;  der  algebraischen  Flächen;  der  algebraischen  doppelt  gekrümm  ^nten 
Linien ;  die  Differentialgeometrie  (so  nennt  der  Verfasser  die  ünt^^^  ter- 
suchung  der  Natur  der  Curven  und  Flächen  in  einem  Punkr-  ^::^te); 
Untersuchungen  über  die  Form  der  Curven,  Flächen  und  and.flSern 
Gebilde,  Analysis  situs,  Gonfigurationen;  die  Geometrie  der  Gera  «i-^den 
im  Räume,  Correspondenzen ,  Darstellungen,  Transformationen; 
abzählende  Geometrie;  die  Mehrdimensionengeometrie.  Mai 
Theorien  sind  erklärtermassen  ausgeschlossen.  Die  Erklärui 
und  Charakterisirungen  sind  kurz,  den  Hauptinhalt  bildet  der  Li 
raturnachweis.  H. 


Das  2000jährige  Problem  der  Trisection  des  Winkels,  'yon 
Ingenieur  Sigismund  Wellisch.  Mit  11  Textfiguren.  Wien  1  ^96. 
Spielhagen  u.  Schnrig.    18  S. 

Die  Schrift  ist  eine  historisch  litterarische  freie   Besprecl^ofl^ 
des  Problems.  H. 
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Lehrbücher. 

K.  K  oppe's  Arithmetik  und  Algebra  zum  Gebrauche  an  hohem 
Unterrichtsaustal teu  neu  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  Jos.  Diekmann, 
Director  des  Progymnasiums  mit  Realabteilung  in  Viersen,  Drei- 
zehute Auflage.  Mit  zahlreichen  Uebungen  und  Aufgaben.  I.  Teil. 
Die  10  Grundrechnungen  —  Die  linearen  Gleichungen.  —  Die  Po- 
tenzrechnungen. Die  einfachen  quadratischen  Gleichungen.  Essen 
1896.    G.  D.  Bädeker.    176  S. 

Im  56.  litterarischen  Bericht  S.  46  ist  des  Verfassers  Lehrbuch 
der  Geometrie  besprochen.  Zu  dem  auf  dem  Titel  stehenden  Inhalte 
beider  sehr  bekannten  und  verbreiteten  Lehrbücher  ist  wol  kaum 
weiteres  hinzuzufügen.  H. 


Katechismus  der  Algebra  Vierte  Auflage.  Vollständig  neu  be- 
arbeitet von  Richard  Schurig.  Leipzig  1Ö95  J.  J.  Weber. 
236  S. 

Im  279.  litterarischen  Bericht  S.  24.  ist  der  1.  Teil  von  des 
Verfassers  „Lehrbuch  der  Arithmetik  zum  Gebrauch  an  niedern  und 
höhern  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium^^  besprochen.  Das 
Vorliegende,  obwol  Katechismus  genannt,  stimmt  in  Lehrweise  und 
didaktischen  Gedanken  ganz  damit  überein,  so  dass  alles  Gesagte 
auch  hier  zutrifft.  Es  wird  hier  als  4.  Auflage  eines  Werkes  von 
Herrmann  und  Heym  herausgegeben  mit  dem  Bemerken,  dass  der 
Bearbeiter  von  der  katechetischen  Form  darin  absehen  zu  müssen 
geglaubt  hat.  In  der  Tat  hat  auch  der  Verfasser,  indem  er  vorzugs- 
weise in  doctrinären  Gebrauch  und  Benennung  einführt,  mit  grossem 
Geschick  zugleich  das  geleistet,  dass  Schüler,  die  das  Erlernen  als 
opus  operatum  ansehen,  leicht  und  ohne  tieferes  Eindringen  stets  den 
Gedankenzusammenhang  gerade  hinreichend  begreifen.  Insofern  würde 
das  Buch,  als  zwischen  Katechismus  und  Lehrbuch  die  Mitte  haltend  er- 
scheinen und  von  manchen  Schulen,  wo  die  Mathematik  für  ein  Neben- 
fach gilt,  gern  angenommen  werden.  Allein  der  Verfasser  hat  darin 
die  ganz  misverstandeue  Lehre  von  Null  und  Unendlich,  welche  er 
in  seinem  Lehrbuche  vorgetragen  hatte,  und  deren  Unrichtigkeit  in 
jenem  Berichte  reichlich  dargetau  worden  ist,  erneuert.  Demnach  muss 
das  Buch  wegen  Verbreitung  von  Irrtümern  für  untauglich  zur  Ein- 
führung in  Schulen  erklärt  werden. 

Hoppe. 

Die  Grnndlehren  der  Ebenen  Geometrie.    Ein  Leitfaden  für  den 
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Unterricht  mit  Uebungsaufgaben.  Von  Jos.  Len'gaaer,  Professor 
am  k.  alten  Gymnasium  zu  Würzburg.  Vierte,  umgearbeitete  Auflage 
der  Ebenen  Geometrie  Von  A.  Stegmann.  Kempten  1893.  Jos. 
Kösel.    180  S. 

In  2.  Auflage  ist  das  Buch  im  231.  Uitt.  Bericht,  S.  30  be- 
sprochen worden.  Aenderungen  fanden  am  meisten  in  der  3.  Auf- 
lage statt.  In  der  4ten  wurden  die  Fundamental constructionen  dem 
Lehrsystem  eingereiht.  Die  Gongruenzsätze  werden  hier  nicht  mehr 
auf  Euklidische  Weise  begründet,  sondern  aus  der  eindeutigen  Con- 
struction  des  Dreiecks  gefolgert.  H. 


Lehrbuch  der  Geometrie.  Herausgegeben  von  Dr.  Fritz  M ei- 
gen. Mit  150  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Hildburghausen 
1896.    Otto  Pezoldt.    82  S. 

.Der  Vortrag  zeichnet  sich  durch  eine  kindlich  populäre  Dar- 
steliungsweise  aus,  die  es  den  Schwächsten  fast  unmöglich  macht, 
etwas  nicht  zu  verstehen.  Auf  den  ersten  7  Seiten  ist  diese  auch 
durchaus  exact.  Dann  aber  wird  über  den  Begriffen  des  Winkels 
und  der  Richtung  das  nötige  Dunkel  verbreitet,  um  einen  trügeri- 
schen Scheinbeweis  des  Parallelensatzes  erschleichen  zu  können. 
Aufkärung  über  das  zur  Orientirung  Notwendige,  hier  Verschwiegene 
wird  auch  später  nicht  gegeben.  Pflege  der  Uukenntniss  ist  also  das 
würdige  Ziel  des  Buches.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Herausgegeben  von  Dr.  Fritx 
Meigen.  Mit  41  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Hildburghausen 
1896.    Otto  Peioldt.    59  S. 

Das  Buch  ist  hinsichtlich  guter  Ordnung,  klaren  Ausdrucks  und 
reichlich  dargebotener  ,  Mittel  mit  der  Lehre  vertraut  zu  machen 
musterhaft.  Der  Lehrgang  ist  der  gewöhnliche  und  empfehlens- 
werteste: die  Goniometrie  ausgehend  vom  rechtwinkligen  Dreieck 
nebst  Ergänzung  durch  graphische  Darstellung  und  mit  der  Addition 
der  Winkel  schliessend,  dann  die  Dreiecksberechnung,  die  Aufgaben 
über  das  rechtwinklige  vorausschickend.  Auf  Gebrauch  trigonome- 
metrischer  Tafeln  mit  logarithmischer  Rechnung  geht  das  Lehrbuch 
nicht  ein;  eine  kleine  dreistellige  Tabelle  reicht  für  die  Uebungs- 
beispiele  gerade  hin.  Gar  nicht  erwähnt  werden  Winkel  über  l80^ 
obgleich  die  graphische  Darstellung  die  Frage  nach  ihnen  nahelegt, 
und  die  Addition  der  Winkel  leicht  auf  solche  führen  kann.     Doch 


Liüerarischer  Bericht  LJX*  33 

ist  es  immer  erfreulich,  dass  das  vorliegende  Lehrbach  das  Schal- 
pensnm  der  Trigonometrie  nicht  grösser  erscheinen  lässt,  als  es 
wirklieh  ist,  wie  es  leider  oft  geschieht.  H. 


Die  Grundlagen  der  Stereometrie.  Ein  Leitfaden  für  den  Unter- 
richt mit  üebungsaufgaben.  Von  Jos.  Lengauer,  Prof.  am  k.  alten 
Gymnasium  zu  Würzburg.    Kempten  1806.    Jos.  Kösel.     110  8. 

In  3  Abschnitten  werden  die  Lehre  Ton  der  Lage  der  Ebenen 
und  Geraden,  die  sphärische  Geometrie  und  Trigonometrie  in  Ver- 
bindung mit  dem  Dreikant,  die  Lehre  vom  Prisma,  Pyramide,  Cylinder, 
Kegel  und  Kugel  behandelt  und  Üebungsaufgaben  dazu  gestellt.  Die 
Polyeder, .  namentlich  die  regelmässigen,  werden  nur  allgemein  de- 
finirt,  aber  in  keiner  Weise  näher  in  Betracht  gezogen.  H. 


Mathematische  Hauptsätze  für  Gymnasien.  Methodisch  znsam« 
mengestellt  von  Dr.  Heinrich  Bork,  Professor  am  Königl.  Prinz 
Heinrichs-Gymnasium  zu  Schöoeberg  bei  Berlin.  Zweiter  Teil : 
Pensum  des  Obergymnasiums  (bis  zur  Reifeprüfung).  Leipzig  1896. 
Dürr.     235  S. 

Die  Sätze  sind  vereinigt  zu  ausgewählten  Partien  der  Plani- 
metrie, Arithmetik,  Trigonometrie,  Stereometrie.  Das  Princip  der 
Auswahl  ist  nicht  ausgesprochen.  Nun  wird  aber  in  diesen  Zweigen 
eine  Vorbildung  vorausgesetzt,  die  bereits  Bekanntschaft  mit  der 
Mathematik  in  ziemlichem  Umfang  erteilt  hat.  Jene  Partien  schei- 
nen dazu  bestimmt  zu  sein,  gewisse  Lücken  in  der  Vorbildung  aus- 
zufüllen, auch  wie,  sie  auszudehnen  uud  ihren  Standpunkt  zu  er- 
höhen. Besonders  bemerkenswert  ist  die  Lehre  vom  Unendlichen, 
welche  gegenüber  einer  herrschenden  uud  von  Lehrbüchern  noch  fort 
und  fort  gepflegten  Unklarheit  einmal  berichtigend  und  einfach  ent- 
scheidend auftritt  Hier  ist  der  Lehrsatz  (14),  welcher  die  Gleich- 
heit zweier  Constauten  aus  iutinitesiraaler  Bestimmung  folgert,  in 
vollem  Sinne  ein  Hauptsatz;  er  ist  es  für  die  gesamte  Inlinitesi- 
maltheorie.  H. 


Der  Coordinatenbegriff  und  einige  Gruudeigenschaften  der  Kegel- 
schnitte Zunächst  eine  Ergänzung  der  Neubearbeitung  der  Plani- 
metrie von  Kambly  Zum  Gebrauche  an  Gymnasien  nach  den  neuen 
preussischen  Lehrpläneu  bearbeitet  von  Hermann  Boeder,  Ober- 
lehrer am  Lyceum  I  zu  Hannover.  Mit  36  Figuren  Breslau  1893 
Ferdinand  Hirt.    55  S. 
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Es  werden  die  ebenea  rechtwinkligen  Goordinaten  erklärt  and 
anf  Punkt,  Gerade,  Kreis,  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel,  letztere  nur 
in  einfachster  Lage  zum  Axensystem,  angewandt  Didaktischer  Ge- 
sichtspunkt ist,  die  räumliche  Vorstellung  beständig  im  Auge  zu  be- 
halten. Daher  erscheint  die  Rechnungsform  weniger  als  Deductions^ 
mittel,  vielmehr  als  Ziel*  aller  Operationen.  Am  Schlüsse  werden 
die  genannten  Gurven  [^ohne  Gebrauch  von  Goordinaten  als  ebene 
Schnitte  des  geraden  Kegels  hergeleitet  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Von  Heinrich  Weber,  Professor 
der  Mathematik  au  der  Universität  Göttingen.  In  zwei  Bänden. 
Erster  Band.  —  Zweiter  Band  Mit  28  eingedruckten  Abbildungen. 
Braunschweig  1895     Friedrich  Vieweg  u.  Sohn.    633  S. 

Das  Buch  enthält  das  gesamte  Gebiet  der  Algebra  auf  neue- 
stem Standpunkt,  der  erste  Band:  die  Grundlagen,  die  Wurzeln  und 
algebraische  Grössen.  Deren  Abschnitte  behandeln:  rationale  Func- 
tionen,  Determinanten,  die  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  sym- 
metrische Functionen,  lineare  Transformation,  Invarianten,  Tschirn- 
hausen-Transformation ;  Realität  der  Wurzeln,  den  Stürmischen  Lehr- 
satz, Abschätzung  der  Wurzeln,  genäherte  Berechnung,  Kettenbrüche, 
Theorie  der  Einheitswurzeln;  die  Galois'sche  Theorie,  Anwendung 
der  Permutationsgruppen  auf  Gleichungen,  cyklische  Gleichungen, 
Ereisteilung,  algebraische  Auflösung  von  Gleichungen,  Wurzeln  meta- 
cyklischer  Gleichungen. 

Der  2.  Band  enthält: '  Gruppen,  lineare  Gruppen,  Anwendungen 
der  Gruppentheorie,  algebraische  Zahlen.  H. 


Naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integralrechnung.  Lehr- 
buch und  Aufgabensammlung.  Verfasst  von  Arwed  Fuhrmann, 
ordentl.  Professor  an  der  Königl  technischen  Hochschule  zu  Dres- 
den. Teil  II,  der  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  in  den 
Naturwissenschaften,  im  Hochbau  und  in  der  Technik.  Berlin  1890. 
Ernst  u    Kohn.     261  S 

Der  Verfasser  hat  schon  bei  Herausgabe  des  I.  Teils  viel  Glück 
und  Erfolg  davon  geerntet,  dass  er  denjenigen,  welche  ohne  voraus- 
gehendes Studium  der  höhern  Analysis  naturwissenschaftliche  oder 
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technische  Fächer  betrieben,  die  Eenntniss  gerade  derjenigen  be- 
sondem  Lehren  ver&chaffte,  welche  ihnen  dabei  von  Nutzen  waren. 
Es  ist  nur  eine  Fortsetzung  seines  Werkes,  dass  er  jetzt  jene  Lehren 
auf  die  Integralrechnung  ausdehnt.  Die  partiellen  Differentialglei- 
chungen bleiben  auch  diesesmal  noch  ausgeschlossen,  daher  offen  für 
eine  weitere  Fortsetzung.  Offenbar  ist  das  Unternehmen  ein  Schritt 
dazu,  dass  der  Wert  des  mathematischen  Studiums  für  einen  weiten 
Kreis  wissenschaftlicher  Forschung  mehr  und  mehr  einleuchtet,  ob- 
gleich es  zunächst  von  der  Mühe  der  Aneignung  einer  umfangreichen 
Doctrin  zu  entbinden  und  deren  Früchte  fertig  in  dio  Hand  zu  lie- 
fern scheint;  denn  der  Weg  durch  die  allgemeinen  Principien  der 
Doctrin  führt  meist  kürzer  und  leichter  zu  den  Resultaten  als  das 
Ausgehen  auf  specielles  Ziel,  und  Früchte,  die  man  genossen  hat, 
wird  man  auch  gern  selbst  pflücken  wollen  —  Die  Anordnung  des 
Lehrstoffs  ist  nicht  nach  Fächern  und  Verwendungen,  sondern  nach 
den  Teilen  der  Theorie  getroffen.  Die  Abschnitte  sind:  einfache, 
dann  mehrfache  Integrationen,  Differentialgleichungen  erster,  dann 
zweiter  Ordnung.  H. 


Geometrie. 

Die   singulären   Punkte   der  Flächen.    Habilitationsschrift    zur 
Erlangung  der  venia  legendi  an  der  Königl  Technischen  Hochschule 
in  Stuttgart  vorgelegt   von    Dr.    Ernst   Wolf  fing  aus  Stuttgart. 
Dresden  1896     B.  G.  Teubner.    25  S. 

Es  wird  die  Gestalt  der  Fläche  in  der  Umgebung  eines  singu- 
lären Punktes  untersucht.  Die  Entwickelung  der  Goordinaten  bis  auf 
ersten  Term  ergibt  ein  Polyeder,  dieses  auf  eine  Ebene  projicirt 
ein  Netz.  Die  Abschnitte  der  Schrift  sind:  das  analytische  Poly- 
eder, die  Flächencurven  in  einem  singulären  Punkte,  das  analytische 
Netz,  die  Durchdringungscurve  zweier  Punkte,  das  Tangentialgebilde, 
bildliche  Darstellung  einer  Fläche  in  der  Nähe  eines  singulären 
Punktes,  die  Näherungs-  und  Hülfsflächen,  Untersuchung  einer  Fläche 
in  der  Nähe  eines  singulären  Punktes.  H. 
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Mechanik. 

Ballistische  |Theorien.  Beiträge  zum  Studiam  neuer  Probleme 
der  innern  und  äussern  Ballistik  I.  Analytische  Theorie  der 
Wärmeleitung  in  Geschützrohren.  Von  Alois  Indra,  k.  u.  k. 
Major  im  Festungs-Artillerie-Regimente  Graf  Colloredo-Mels  No.  1. 
Pola  1893.    E.  Schar  ff.    178  S. 

Das  Gesamtwerk  bestimmt  der  Verfasser  für  Lösung  dreier 
Probleme  betreffend  die  Wärmeleitung  im  Geschützrohr,  die  Stoss- 
wirkung  der  Pulvergase  und  den  Luftwiderstand  Für  das  erste  lag 
die  Differentialgleichung  schon  integrirt  von  Fourier  vor;  es  ist  im 
gegenwärtigen  L  Teile  danach  bearbeitet.  Die  auf  das  zweite  be- 
zügliche bisher  für  unlöslich  gehaltene  Differentialgleichung  ist  ihm, 
wie  er  sagt,  gelungen  zu  integriren,  und  es  wird  dieses  Problem  die 
Grundlage  einer  neuen  Theorie  der  Construction  beaingter  Geschütz- 
röhre bilden.  Auch  die  analytische  Theorie  des  Luftwiderstandes 
rotirender  Geschosse  hofft  er  in  vollständig  neuer  und  nmfassender 
Weise  darzustellen.  Die  Abschnitte  der  vorlie«:endcn  Bearbeitung 
sind  folgende.  Untersuchungen  über  die  Wärmeleitung  im  Rohre 
unter  blosser  Voraussetzung  einer  innern  constanten  Wärmequelle. 
Wärmebewegung  im  Rohre  unter  Voraussetzung  einer  von  Schuss 
zu  Schuss  unterbrochenen  Wärmequelle.  Die  Temperaturverteilung 
im  unendlichen  Kreiscylinder  als  geometrisches  Mittel  der  Tempe- 
raturverteilung im  unendlichen  Stabe  und  in  der  unendlichen  Kugel. 
Temperaturverteilung  im  unendlichen  Cylinder  von  begrenzter  Länge, 
wenn  die  anfängliche  Temperatur  eine  willkürliche  gegebene  Länge 
ist.  Schlussfolgerungen.  Allgemeines  Poblem  der  Fortpflanzung  der 
Wärme  bei  gegebenem  innern  und  äussern  Wärmezustaudo,  Anwen- 
dung des  Problems  der  Wärmeleitung  zur  Bestimmung  der  Stoss- 
iutensität  der  Pulvergase.  Wärmemitteilung  bei  Voraussetzung  einer 
als  Function  der  Zeit  continuirlich  wirkenden  Wärmequelle  Es 
folgt  zum  Schluss  eine  Tafel  des  lutegrallogarithmus  H. 

Die  Luftwiderstands-Gesetze,  der  Fall  durch  die  Luft  und  der 
Vogelflug.  Mathematisch-mechanische  Klärung  auf  experimenteller 
Grundlage  entwickelt  von  Friedrich  Ritter  von  Loessl,  Ober- 
ingenieur.   Wien  lb96.     Alfred  Holder.     304  S. 

Der  Verfasser  äussert  sich  in  allen  Stücken  befriedigt  von  dem 
Erfolge  seiner  Untersuchungen  in  Betreff  der  3  (genannten  Probleme, 
deren  Lösung  er  in  den  zunächst  geforderten  Hauptpunkten  über- 
zeugt ist,  dauernd  festgestellt  zu  haben  Die  Schuld  des  bisherigen 
Mislingen's  schreibt  er  gewissen,  hier  nicht  näher  bezeichneten  irrigen 
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VorstellangeD  zu.  Auch  er  geht  von  vereinfachenden  Vorstellungen 
aus,  die  er  aber  durch  sorgfältige  und  vielseitige  Experimente  so- 
weit gerechtfertigt  hat,  dass  alles  darin  Vernachlässigte  keinen  merk- 
lichen Einfluss  haben  kann.  Namentlich  ist  es  die  Vorstellung,  dass 
eine  ebene  (oder  coneave)  Platte  normal  gegen  die  Luft  geführt 
einen  pyramidalen  Lufthügel  unverändert  vor  sich  her  treibt,  der 
fest  verbunden  mit  ihr  den  Widerstand  zum  Minimum  macht. 
Letzterer  erweist  sich  dann  der  Basis  bei  jeder  Gestalt  proportional 
Ueberall  handelt  es  sich  natürlich  nur  um  summarische  Hauptgrössen, 
deren  allgemeine  Ausdrücke  stets  sehr  einfach  ausfallen;  detAÜlirte 
Bestimmung  von  Druck  in  einzelnen  Punkten,  Luftbowegung  u  s.  w 
bleibt  ausgeschlossen.  Von  den  Experimenten  und  Apparaten  wird 
wenig  mitgeteilt.  Auch  in  Betreff  des  Fluges  von  Tauben ,  wo  der 
Verfasser  beansprucht,  alles  Fragliche  aus  der  vorhergehenden  Theorie 
genügend  erklärt  zu  haben,  erfährt  man  nicht,  wie  die  Beobachtung 
angestellt  worden  ist.  H. 

Traite  de  m^canique  rationnelle  Par  Paul  Appell,  Membre 
de  rinstitut,  Professeur  ä  la  Facultö  des  sciences.  Tome  premier; 
Statique,  dynamique  du  point.  —  Tome  deuxieme:  Dynamique  des 
syst^mes,  m^canique  analytique.  Paris  1893  1896  Gauthier-Villars 
et  fils.    549  +  538  S. 

Der  Verfasser  setzt  die  Eigenheit  seines  Werkes  allein  darin, 
dass  die  analytische  Mechanik  schon  in  den  Anfang  eingeführt  werde. 
Gerade  in  diesem  Punkte  lässt  sich  indes  am  wenigsten  Verschieden- 
heit von  andern  Lehrbüchern  erkennen.  So  ist  das  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten,  obwol  es  das  allgemeinste  der  Statik  ist, 
doch  wie  gewöhnlich  nicht  in  den  Anfang  gestellt.  Dagegen  finden 
sich  sonst  genug  charakteristische  Verschiedenheiten  im  Lehrgang. 
Z.  B.  bildet  hier  die  Lehre  von  den  Kräfteparen  kein  Glied  der 
Statik.  Die  Themata  der  Abschnitte  sind  der  Reihe  nach  folgende: 
Theorie  der  Vetteren,  Kinematik ,  Principe  der  Mechanik  (Kräfte, 
Massen),  Arbeit;  Gleichgewicht  eines  Punktes  und  eines  starren  Kör 
pers,  deformirbare  Systeme,  Princip  der  virtuellen^Geschwindigkeiten, 
Begriff'der  Reibung;  geradlinige  Bewegung,  Central kräfte  insbesondere 
elliptische  Bewegung  der  Planeten,  Bewegung  eines  Punkts  auf  fester 
oder  beweglicher  Curve  und  Fläche,  Lagraage's  Gleichungen  für 
einen  freien  Punkt,  Alembert'sches,  Hamilton'schos  Princip  und  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  —  Kanonische  Gleichung,  Jacobi*scher  Satz, 
Anwendungen,  Trägheitsmomente,  allgemeine  Sätze  über  die  Be- 
wegung der  Systeme,  Dynamik  des  starren  Körpers,  Bewegungen 
parallel  einer  Ebene,*Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt, 
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freier  starrer  Körper  relatiTo  Bewegung,  Alerobert'sches  Princip, 
Lagrangü's  Gleichnngen ,  kanonische  Gleichungen ,  Sätze  von  Jacobi 
und  Poisson,  Princip  von  Hamilton  und  kleinster  Wirkung,  Stoss, 
Maschinen.  H. 


Elrd-  und  Himmelskunde. 

Astronomischer  Kalender  für  1897.  Herausgegeben  von  der  k. 
k.  Sternwarte  zu  Wien.  Jahrg.  LIX  der  ganzen  Reihe,  XVI.  der 
neuen  Folge.    Wien,  Gerold's  Sohn.    1ü9  S 

Die  Beilagen  geben:  ein  Fixsternvcrzeichniss,  Yerzeichniss  ver- 
änderlicher Sterne,  von  Nebelflecken  und  Sternhaufen,  Constanten, 
Uebersicht  des  Sonnensystems,  nämlich  Bahnelemente  der  grossen 
Planeten,  der  Satelliten,  Yerzeichniss  der  Asteroiden,  berechneten 
Kometenl,  Sternschnuppenradianten,  geographische  Positionen,  Ele- 
mente des  Erdmagnetismus,  neue  Planeten  und  Kometen.        H. 

Annuaire  pour   Tan   1896    —    pour  Tan  1897.     Publik  par  le. 
Bureau    des   longitudes.      Avec   des    notices    scientifiqnes.      Paris. 
Gauthier- Villars  et  fils. 

Comme  tous  les  ans  ä  pareille  epoque  TAnnuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  vient  de  paraitre.  TAnnuaire  pour  1896  renferme 
une  foule  de  renseignements  pratiques  reunis  daus  ce  petit  volume 
pour  la  coramodite  des  travaileurs.  On  y  trouve  egalement  des  arti- 
cles  dus  aux  savants  les  plus  illustres  sur  les  Monnaies,  la  Statisti- 
que,  la  Geographie,  la  Mineralogie,  etc ,  enfin  les  notices  suivantes: 
Les  Forces  k  distance  et  les  ondulations;  par  M.  A.  Cornu  — 
Les  Travaux  de  Fresnel  en  Optique;  par  M  A.  Cornu.  —  Sur  la 
construction  des  nouvelles  Cartes  magn^tiques  du  globe,  eutreprises 
sous  la  direction  du  Bureau  des  Longitudes;  par  M.  de  Bernar- 
di^res  —  Sur  une  troisieme  ascension  ä  Tobservatoire  du  soramet 
du  mont  Blanc  et  les  travaux  ex^cutes  pendant  l'ete  de  1895  dans 
le  massif  de  cette  montagne;  par  M  J.  Jansen.  —  Notice  sur  la 
vie  et  les  travaux  du  contre-amiral  Fleuriais;  par  M.  de  Bernar- 
dieres  —  Allocutions  prononcees  aux  fun^railles  de  M  E.  B ru- 
ner; par  MM.  J  Jansen  et  F.  Tisserand.  In-lb  de  lV-894 
pages,  avec  2  Cartes  raagoetiques. 

Outre  les  renseignements  pratiques  qu'il  contient  chaque  ann6e, 
TAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1897  renferme  des  ar- 
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ticles  das  aux  savants  les  plus  illustres  snr  les  Monnaies ,  la  Statique, 
la  Geographie,  la  Mineralogie,  etc.,  eufin  les  Notices  suivantes: 
Notice  sur  le  mouvement  propre  du  Systeme  solaire;  par  M.  F* 
Tisserand  —  Les  rayons  cathodiques  et  les  rayons  Röntgen; 
par  M.  H.  Poincar6  —  Les  epoques  dans  l'Histoire  astronomique 
des  planstes;  par  M.  J.  Jansen  —  Notice  sur  la  quatri^me  R^nnion 
du  Gomite  international  ponr  Tex^cntion  de  la  Carte  photographjque 
du  Ciel;  par  M.  F  Tisserand.  —  Notice  sur  les  travaux  de  la 
Gommission  internationale  des  Steiles  fondamentales ;  par  M.  F. 
Tisserand.  —  Discours  prononce  aux  fun6railles  de  M.  Hippolyte 
Fizeau;  par  M.  A.  Gornn.  —  Discours  prononc^s  aux  fun6railles 
de  M.  Tisserand;  par  MM.  H  Poincar6,  J.  Jansen  etM  Löwy. 
—  Travaux  au  mont  Blanc  en  1896;  par  M.  J.  Jansen.  In-18  de 
Y-918  pages,  avec  2  Gartes  magn^tiques. 

Paris.  Gauthier-Villars  et  fils. 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

LH. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik» 

Bernhardt,  Philipp  Melanchton  als  Mathematiker  u.  Physiker, 
gr.  S\    (VI,  74  S.)    Wittenberg,  Wunschmann.    1  Mk. 

Epstein,  S.  S.,  Hermann  v.  Helmholtz  als  Mensch  u.  Gelehr- 
ter.   8^    (92  S.)    Stuttgart,  Deutsche  Verlagsanstalt.    1  Mk. 

Ernst,  Adf.„  James  Watt  u.  die  Grundlagen  des  modernen 
Dampfmaschinenbaues.  Eine  geschichtl.  Studie.  Mit  dem  Bildnis  v. 
James  Watt  u.  27  Textfig.  gr-S^.  (V,  106  S.)  Berlin,  Springer. 
2Mk. 

Fortschritte  der  Physik  im  J.  1890.  Dargestellt  von  der 
physikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  46.  Jahrg.  3.  Abth.  Kosmische 
Physik.  Red.v.  Rieh.  Assmann  gr.8®.  (LIV,  780  S.)  Braunschweig, 
Vieweg  &  Sohn.     30  Mk. 

—  dass.  im  J.  1895.  51.  Jahrg.  Ebd.  —  1.  Abth.  Physik 
der  Materie.  Red.  v.  Rieh.  Börnstein.  gr.8^  (LXXII,  510  S.) 
20  Mk.  —  3.  Abth.  Kosmische  Physik.  Red.  v.  Rieh.  Assmann.  gr.8®. 
(LIV,  686  S.)     25  Mk. 

—  der  Elektrotechnik.  8.  Jahrg.  1.  u.  5.  Hft  Berlin,  Sprin- 
ger,   ä  5  Mk. 

Gay-Lussac,  premier  essai  pour  d^terminer  les  variations  de 
temperature  qu'  eprouvent  les  gaz  en  changeant  de  densite  et  con- 
siderations  sur  leur  capacit6  pour  la  calorique.  gr. 8^.  (14  S.) 
Leipzig,  Barth.    1  Mk. 

Hagen,  Joa.  G.,  index  operum  Leonard!  Euleri.  gr.S\  (VIII, 
90  S.)     Berlin,  Dames.    2  Mk. 

Müller,  Chr.  Frdr.,  Henricus  Grammateus  u.  sein  Algorismus 
de  integris.    gr.4^    (33  S)  Zwickau,  Thost.    1  Mk. 
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Lehrbücher. 

Die  Elemente  der  Arithmetik.  Für  den  Schulunterricht  bear- 
beitet von  H.  See g er,  Director  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow. 
Erster  Teil.  Buch  I.  Pensum  der  Quarta  Buch  II.  Pensum  der 
Untertertia.  Zweiter  Teil  Buch  III.  Pensum  der  Obertertia. 
Buch  lY.  Pensum  der  Untersecunda.  Buch  Y.  Pensum  der  Ober- 
secunda.  Zweite  Auflage.  Güstrow  1897.  Opitz  u.  Co.  112  -|- 
159  S. 

Das  Buch  ist  in  1.  Auflage  im  223.  litterarischen  Bericht,  S.  25 
besprochen  worden.  Das  Gesagte  ist  hinreichend  auch  das  gegen- 
wärtige zu  charakterisiren.  H. 

K.  Koppe 's  Arithmetik  und  Algebra  zum  Gebrauche  an  höhern 
Lehranstalten  neu  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  Jos.  Di ek mann,  Di- 
rector des  Progymnasiums  mit  Realabteilung  in  Yiersen.  Dreizehnte 
Auflage  mit  zahlreichen  Uebungen  und  Aufgaben.  II.  Teil.  Essen 
1897.    G.  D.  Bädeker.    204  S. 

Der  I  Teil,  bearbeitet  von  Dahl  in  12.  Auflage,  ist  im  274. 
litterarischen  Bericht  besprochen.  Im  II.  Teile  kommen  folgende 
Lehrgegenstände  hinzu:  Lösbare  Gleichungen  höhern  Grades  mit  1 
Unbekannten;  Gleichungen  höhern  Grades  mit  mehreren  Unbekann- 
ten-, geometrische  Reihen;  arithmetische  Reihen;  der  binomische 
Lehrsatz;  Ezponentialreihe ;  complexe  Zahlen;  logarithmiscfaie  Reihe; 

JLrch.  d.  Math.  u.  Fhys.    2.  Reihe,  Tl.  XV.  \ 
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eombioatorifcbe  Recbnimgeo ;  Eettenbrüche ;  diophantiacbe  Glddii 
geo;  Aoflöiang  der  Gleicbongen  3.  a.  4.  Grades;    numeriBche  Glei- 
cbaogen  böbem  Grades,  Maxima  ond  Minima.  H. 

Niedere  Aoaljsis.  Yoo  Dr.  B.  Sporer.  Mit  6  Figuren.  Leip- 
zig 1897.    G.  J.  Göschen.    173  S. 

Unter  dieser  Bezeichnung  werden  behandelt:  die  Eettenbrache, 
die  CoDibinationslehre,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnang,  arithmetische 
Reihen  höherer  Ordnung,  Interpolation,  unendliche  Reihen,  die  Theorie 
der  Gleichungen.  H. 

Algebra.  Lehrbuch  mit  Aufgabensammlung  für  Schulen,  bear- 
beitet von  WilbelmWinter,  Professor  fflr  Mathematik  und  Physik 
am  k.  alten  Gymnasium  zu  Regensburg.  Zweite  Auflage.  München 
1896.    Theodor  Ackermann.    318  S. 

Die  erste  Auflage  dieses  Lehrbuchs  ist  im  40.  litterarischen  Be- 
richt, Seite  36  besprochen.  In  der  zweiten  ist,  ausser  dem  Wegfall 
des  Abschnitts  über  Gombinatorik,  nichts  wesentlich  geändert.  Ent- 
gegen der  Aussage  des  Verfassers,  dass  er  bemüht  war,  die  der  er- 
sten Auflage  noch  anhaftenden  Mängel  sorgfältig  zu  verbessern,  ist 
vielmehr  zu  bemerken,  dass  die  Erklärung  der  Gleichheit,  deren 
Unrichtigkeit  nach  jeder  Seite  hin  in  jenem  Berichte  ausführlich 
dargetan  war,  unverändert  in  die  2.  Auflage  übergegangen  ist 

Hoppe. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Zum  Selbststudium  und  für  den 
Unterricht  in  Prima  der  höheren  Lehranstalten  vermittelnd  den 
Uebergaug  vom  Schulpensum  zum  Universitätsstudium.  Von  Dr. 
Geo.rg  Loeweuberg,  Director  der  Oeffentlichen  Gonditionir- An- 
stalt in  Berlin.    Leipzig  1897.    J.  J.  Arnd.    189  +  8  S. 

Die  in  dem  Buche  behandelten  Lehrgegenstände  werden  unter 
den  Titeln  ausgeführt:  sphärische  Trigonometrie,  Grundzüge  der 
Astronomie,  analytische  Geometrie,  Rechentheorie,  Gleichungen 
höheren  Grades,  Einführung  in  die  Differential-  und  Integralrech- 
nung, Einleitung  in  die  Determinantentheorie  und  Anwendung  (kr- 
selben  zur  Auflösung  linearer  Gleichungen  Ob  die  hier  dargebotene 
Y  ermitteln  ng  des  genannten  Uebergangs  jemandem  von  Nutzen  sein 
kann,  m^gen  diejenigen  beurteilen,  welche  das  Buch  gebraucht  haben. 
Die  Lehrweise  von  Anfang  bis  lu  Ende  zeigt  im  Gegenteil,  dass, 
wenn  nach  vollendetem  Gymnasialcorsus  der  AnfsinK  des  Studiums 
der  bdbeni  Mathematik  Schwierigkeit   bieten  soOte,  diese  im  Tor- 
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liegenden  sehr  vermehrt  auftritt.  Hier  gibt  es  nicht  bloss  za  er- 
lernen, sondern  auch  zu  erraten,  was  der  Yerfasser  meint;  denn 
fast  alle  Aussagen  sind  unvollständig  bestimmt  und  lassen  Zweifel, 
in  welchem  Sinne  man  sie  verstehen  soll.  Allerdings  hat  auch  die 
hier  beabsichtigte  Unterweisung  von  Natur  als  Einschiebung  zwischen 
zwei  Disciplinen  eine  recht  ungünstige  Stellung  für  das  Yerständniss, 
weil  die  Basis  ihres  Standpunktes  immer  nur  eine  mutmassliche  sein 
kann.  Ebendeshalb  ist  überhaupt  von  dem  Unternehmen  wenig  zu 
hoffen.  Hoppe. 


Elemente  der  Trigonometrie  zum  praktischen  Gebrauch  für 
Unterrichtszwecke  an  mittleren  Lehranstalten.  Von  Jentzen, 
Director  des  Thüringischen  Technikums  zu  Ilmenau.  Mit  36  Figuren, 
2.  Auflage.    Dresden  1897.    Gerhard  Eühtmann     55  S. 

Das  Buch  gibt  in  kurzen  Sätzen  und  Formeln  die  Erklärung 
der  goniometrischen  Functiouen,  deren  Relationen,  die  Dreiecks- 
relationen,  jede  mit  zahlreichen  ausgeführten  Beispielen,  und  am 
Schlüsse  eine  Tafel  der  goniometrischen  Functionen  (ohne  Anwen- 
dung von  Logarithmen),  7,  6  und  von  10^  an  5 stellig  durch  die 
Sechstelgrade.  H. 


Die  Planimetrie  in  ausführlicher  Darstellung  und  mit  besonderer 
Berücksichtigung  neuerer  Theorien  nebst  einem  Anhange  über  Kegel- 
schnitte. Mit  ungefähr  ^00  Figuren  im  Text  und  mehr  als  1200 
Uebungssätzen  und  Gonstructionsaufgaben  für  den  Hausgebrauch  des 
Lehrers  und  ,für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  M.  Krieger. 
Hamburg  196.    Otto  M  eis  sner.    511  S. 

Die  Lehrform  und  Methode  sind  vom  Verfasser  frei  und  ohne 
Ansehluss  an  Vorgänger  gewählt;  auch  scheint  sich  die  Wahl  nicht 
an  einfach  definirbare  Gesichtspunkte  zu  binden,  vielmehr  in  allen 
Zielen  Mass  zu  halten  und  im  einzelnen  den  grössten  ersichtlichen 
Nutzen  entscheiden  zu  lassen.  Selbst  der  Umfang  des  Ganzen  ist 
durch  das  Vorhaben,  die  neuere  Methode  in  den  Lehrcursus  zu- 
zuziehen, nicht  übermässig  ausgedehnt ,  sondern  beschränkt  sich  auf 
ein  ziemlich  elementares  Gebiet.  Die  Hauptabschnitte  sind  nämlich : 
Gerade  und  Winkel;  Entstehung  und  allgemeine  Eigenschaften  gerad- 
liniger Flächen;  symmetrische  Eigenschaften  geradliniger  Figuren; 
die  geometrische  Gonstructionsaufgabe ;  Inhalt  geradliuiger  Flächen; 
der  Kreis;  Proportionalität  der  Strecken  und  harmonische  Strecken- 
teilung;  Aehnlichkeit  geschlossener  Figuren;  Metrische  Relationen 
bei  Kreispolygonen;  Cyklometrie;  Maxima  und  Minima;  algebraische 
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ÄDalysis  bei  geometrischen  Relationen;   Polarität  der  Kreise;   die 
Kegelschnitte.     Hieraus   sieht  man,    dass    die    geringen    Elemente 
neuerer  Geometrie,   von  denen  hier  Gebrauch  gemacht  wird,   weit 
entfernt  sind  dem  Leser  durch  Einführung  in  eine  Menge   neuer, 
sogar  mit   dem  gewöhnlichen  Gebrauche  collidirender  Terminologie 
abzuschrecken.    Erklärtermassen  ist  Hauptzweck  und  Hauptgesichts- 
punkt der  Lehre  von  allen  in  Betracht  gezogenen  Gebilden  und  deren 
Beziehungen  eine  klare  Anschauung  zu  geben.     Neben  diesem  werden 
die  logischen  Anforderungen  an  den  geometrischen  Unterricht  in  der 
Ausführung  nicht  berührt,   im  Vorwort  nur  mit  folgenden  Aensse- 
rungen  bedacht:   man  könne  nicht  alle  Sätze  beweisen  und  brauche 
nicht  Schlussweisen  bei  neuer  Anwendung  zu  wiederholen      Hierauf 
ist  zu  erwidern :  Axiome  können  nicht  bewiesen .  werden ,  weil  sie 
keine  Gonsequenzen ,  sondern  Voraussetzungen  sind;  alle  Sätze  der 
Geometrie  aber,  die  Gonsequenzen  sind,   können  bewiesen  werden. 
Die  bisher  stets  anerkannte  Pflicht  der  mathematischen  Doctrin,  diese 
Beweise  zu  liefern,   d.  h.   den  exact  logischen  Zusammenhang  des 
Systems  der  Geometrie  zum  Bewusstsein  zu  führen,  kann  durch  jene 
Aeusserungen  nicht  bestritten  werden.    Man  kann  nur  fragen,  ob 
dazu  die  euklidische  Form  gerade  notwendig  wäre.    Die  hier  ge- 
wählte Form  weicht  davon   ab,   indem  sie  die  Sätze  nicht  vorher 
aufstellt,   dann  beweist,   sondern  als  Resultat  vorhergehender  Be- 
trachtungen  ausspricht.     Ob   letztere    zur   Begründung    hinreichen, 
werden  Schüler  schwerlich  zu  überlegen  geneigt  sein :  die  Lehrweise 
stellt  sich  von  Anfang  an  und  dann  beständig  als  eine  beschreibende 
dar,  zur  Prüfung  hat  der  Schüler  nie  Anlass,  er  wird  als  selbstver- 
ständlich zum  Lehrer   das  Vertrauen  haben,   dass   alles  Mitgeteilte 
richtig  ist.    Dass  die  zahlreichen  Uebungen  zu  der  Fähigkeit  sichere 
Schlüsse  zu  machen  führen  müssten,  fehlt  jeder  Grund.    Auch  mögen 
vielleicht  die  Elemente  aller  notwendigen  Begründungen,  wenn  man 
sie  zusammensuchen  und  verbinden  wollte,  vollständig  im  Buche  zu 
finden  sein.    So  ist  z.  B.  der  ausreichende  Grundsatz  für  die  Paral- 
lelentheorie als  Grundsatz  ausgesprochen;  es  wäre  also  leicht  ge- 
wesen   alle    zugehörigen  Winkelsätze  zu   beweisen,   nur   hätte  die 
Winkelgrösse  erst  erklärt  werden  müssen.    Statt  dessen  ist  erst  irre- 
leitend von  der  Bedeutung  des  Winkels  als  Mass  einer  Drehung  die 
Rede,  als  wäre  dadurch  seine  Grösse  bestimmt.    Addition  und  Mes- 
sung der  Winkel  kommt  nun  freilich  nachher  in  gar  manchen  Sätzen 
und  Aufgaben  vor.    Soll  sich  aber  daraus  ein  Schüler  den  allgemeinen 
Begriff  der  Winkelgrösse  bilden,  so  muss  er  mehr  Verstand  besitzen 
als  der  Lehrer,  der  es  unbeachtet  lässt,  dass  eben  diese  constructive 
Messung  den  Winkel  erst  zur  Grösse  macht.    Dies  Beispiel   zeigt 
wol  zur  Genüge,   dass  die  logische  Seite   des  geometrischen  Unter- 
richts nicht  gehörig  gewürdigt  worden  ist,  und  dass  deren  Zurück- 
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Setzung  einen  wesentlichen  Mangel  an  Klarheit  der  Begriffe  bestehen 
lässt.  Hoppe. 


Einleitung  in  die  projectivische  Geometrie  der  Ebene.  Ein 
Lehrbuch  für  höhere  Lehranstalten  und  für  den  Selbstunterricht. 
Nach  den  Vorträgen  des  Herrn  C.  Küpper  bearbeitet  von  Dr. 
Karl  Bobek.  Mit  96  Textfiguren.  Zweite,  wohlfeile  Ausgabe. 
Leipzig  1897.    B.  G.  Teubner.    210  S. 

Der  äusserst  kurze  und  präcise  Ausdruck  der  Lehre  eignet  sich 
vorzüglich  den  dem  Gegenstande  fremden  Leser  in  kurzer  Zeit  ohne 
Umstände  mit  ihr  bekannt  zu  machen.  Es  folgen  der  Reihe  nach 
die  Abschnitte:  Projectivität  und  Involution;  CoUination;  Kegel- 
schnitte,  Pol  und  Polare;  imaginäre  Bestimmungsstücke,  adjungirte 
Involution;  Steinersche  Verwandtscbatt;  Kegelschnittbüschel;  Pro- 
jectivität im   Kegelschnittbüschel ;  Erzeugung  der  Gurve  3.  Ordnung. 

H. 


Grundlehren  der  mathematischen  Geographie  und  elementaren 
Astronomie  für  den  Unterricht  bearbeitet  von  Dr  Siegmund 
Günther,  Professor  der  technischen  Hochschule  München.  Vierte, 
durchgesehene  Auflage  mit  47  eingedruckten  Figuren  und  2  Stern- 
karten.   München  1896.    Theodor  Ackermann     142  S. 

Die  2  Auflage  ist  im  14-  litterarischen  Bericht,  Seite  22  be- 
sprochen; die  dritte,  welche  Vieles  berichtigt  hat,  im  52sten,  Seite  47. 

H. 

Raumlehre  für  Baugewerkschulen  und  verwandte  gewerbliche 
Lehranstalten.  Von  Martin  Girndt,  königl.  Baugewerksschul- 
Lehrer.  Zweiter  Teil;  Körperlehre.  Mit  64  Figuren  im  Text. 
Leipzig  1897.    B.  G.  Teubner.    55  S. 

Der  erste  Teil  (von  ebenen  Gebilden  handelnd)  soll  nächstens 
erscheinen.  Der  Körperlehre  voraus  geht  die  Lehre  von  den  ver- 
schiedenen Projectionsweisen  zum  Behufe  der  Darstellung  der  Ge- 
bilde auf  Ebenen  und,  soweit  es  die  exacte  Behandlung  derselben 
fordert,  die  Lehre  von  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen.  Die  in 
Betracht  gezogenen  Gebilde  sind  prismatische,  pyramidale  und  Um- 
drehungskörper, ferner  einige  einfache  Gewölbeformen.  Dabei  sind 
Uebungsbeispiele,  Formeln  und  eine  numerische  Tafel.  H. 
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Sammlungen. 

BeiBpiel-SammluDg  zur  Arithmetik  und  Algebra.  Von  Dr.  Her- 
mann Schubert,  Professor  an  der  Gelehrtenschnle  des  Johanne- 
ums  in  Hamburg.  2765  Aufgaben,  systematisch  geordnet.  Leipzig 
1896.    0.  J.  Göschen     134  S. 

Die  Beispielsammlung  zeichnet  sich  durch  ungemeine  Vielseitig, 
keit  der  erstrebten  Vertrautheit  des  Schfllers  mit  allem  Gebrauch 
der  Zahl  in  Schuldoctrin  und  Leben  aus.  Man  ersieht  daraus,  dass 
eine  gentlgende  Ausbildung  zu  mannigfaltige  Aufgaben  stellt,  um  sie 
mit  Eintlbung  einiger  Algorithmen  abschliessen  zu  können.  Der 
Fortschritt  der  3  Rechnungsstufen  vertritt  nur  den  kleinsten  Teil 
des  Ordnungsprincips  der  Aufgaben.  Die  Aufgaben  beginnen  mit 
blossem  Schreiben  und  Lesen,  weiterhin  kommen  mehr  und  mehr 
neue  Elemente  und  neue  Fragen  und  solche,  die  Ueberlegung  und 
Erfindung  erfordern,  hinzu.  Selbst  die  Auflösung  der  Gleichungen 
bildet  keinen  gesonderten  Abschnitt,  sondern  wird  schon  frühzeitig 
bei  Fragen  in  Anwendung  gebracht.  —  Die  Beispielsammlung  schliesst 
sich  an  das  Lehrbuch  an: 

Arithmetik  und  Algebra.  Von  Dr.  Hermann  Schubert,  Pro- 
fessor an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg.  Leipzig 
1896.    G.  J.  Göschen.    171  S. 

Die  Hauptabschnitte  des  Buchs  sind  betitelt:  Uebergang  vom 
Rechnen  zur  Arithmetik;  Rechnungsarten  erster;  zweiter  Stufe;  An- 
wendungen beider  Arten;  Quadratisches;  Rechnungsarten  3.  Stufe; 
Anhang,  worin  u.  A.  arithmetische  und  geometrische  Reihen,  Zinses- 
zins, Moivre'sches  Theorem,  kubische  Gleichungen.  H. 


Tabellen. 

Tafeln  zur  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  sämtlicher  trinomi- 
scher  Gleichungen,  hinzugefügt  sind  vierstellige  Additions,  Subtrac- 
tions  und  briggische  Logarithmen  sowie  eine  Interpolationstafel  für 
alle  Differenzen  unter  hundert.  Von  Prof.  Dr.  B.  Gundelfisger. 
Leipzig  1897.    B.  G.  Teubner.    4P.    15  S. 

Die  gegebene  Gleichung 
wird  erst  in  der  Form  dargestellt: 


Litferarischer  Berieht  LX,  46 

10^  +  1  -  10« 

(z.  B.   für  die  Zeichenfolge  +  H durch  die  Sabstitutionen  A  « 

log — ;  J5«log^)     Die   Elimination  von   x  hieraus  ergibt  eine 

zweite,  und  zwar  lineare  Relation  zwischen  A  und  B.  Die  Verbin- 
dung beider  Relationen  ermöglicht  eine  Tafel  mit  einfachem  Entree 
für  A  (und  E) ,  woraus  dann  der  Wert  von  x  folgt  In  Betreff  des 
Rechnungsverfahrens,  welches  vielerlei  Ueberlegung,  Abschätzung 
und  Correctionen  beansprucht,  müssen  wir  auf  die  „Erläuterungen*' 
zu  den  2  Tafeln  verweisen.  Die  erste  stellt  auf  3  Seiten  gemäss 
der  transscendenten,  von  <;,  /  unabhängigen  Relation  B  als  Function 
von  A  dar,  die  andre  ist  auf  4  Seiten  die  genannte.  H. 

Hilfstafeln  für  praktische  Messkunde  [nebst  logarithmisch-trigo- 
nometrischen Tafeln.  Zusammengestellt  von  0.  Müller.  Zürich 
1897.    F.  Schnlthess.    144  S. 

Ausser  grössern  Tafeln  der  Logarithmen  der  Zahlen,  goniome- 
trischen  Functionen ,  Summen  und  Differenzen  enthält  das  Buch 
Unterweisung  und  Formeln  nebst  kleinen  Tabellen  in  astronomischen, 
geodätischen ,  vielerlei  technischen  und  physikalischen  Messungen 
und  ist  productiv  in  Vereinfachung  der  Methoden.  H. 

Vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Tafel  zum  Schul-  und 
Handgebrauch  zusammengestellt  von  Adolf  Sickenberger,  E. 
Gymnasial-Professor  und  Rektor  der  Luitpold-Kreis-Realschule  in 
München.  Dritte  Auflage.  München  1897.  Theodor  Ackermann. 
20  S. 

Die  2.  Auflage  ist  im  38.  litterarischen  Bericht  S.  16  besprochen. 
In  gegenwärtiger  Ausgabe  ist  das  Intervall  0^  bis  1^  in  kleinerer 
Teilung  ausgeführt,  im  übrigen  die  Teilung  in  Sechstelgrade  beibe- 
halten worden.  H. 


Fünfstellige  Tafeln  und  Gegentafeln  für  logarithmisches  und 
trigonometrisches  Rechnen  herausgegeben  von  Dr.  Hermann 
Schubert,  Professor  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in 
Hamburg.    Leipzig,  B.  G.  Teubner.    157  S. 

Im  Vergleich  mit  den  gewöhnlichen  Tafeln  erscheinen  die  gegen- 
wärtigen um  eine  vermehrt,  nämlich  ausser  der  Tafel  der  Logarithmen 
der  trigonometrische!^  Functionen  auch  eine  der  Functionen  selbst, 
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die  nicht  selten  in  Anwendung  kommt,  um  ein  zweimaliges  Auf- 
schlagen zu  ersparen,  wo  es  sich  am  den  Wert  nur  einer  Function 
handelt.  Formelle  Eigenheiten  aber  unterscheiden  das  Buch  noch 
folgende  zwei:  Erstens  sind,  mit  Wegfall  der  Complementar- 
functionen  die  Sinus  und  Tangens  durch  den  ganzen  Quadranten 
fortgeführt.  Den  Nutzen  der  gewöhnlichen  Anordnung  mag  der 
Verfasser  übersehen  oder  für  zu  gering  gehalten  haben;  jedenfalls 
bessert  die  Abänderung  nichts.  Zweitens  ist  zur  Tafel  jeder  der  5 
Functionen  die  Tafel  der  inversen  Function  (hier  genannt  Gegen- 
tafel) hinzugegeben.  Der  Zweck  ist  durchaus  unverständlich.  Dass 
jede  Tafel  für  eine  Function  zugleich  als  Tafel  für  die  inverse  dient, 
wird  nicht  bestritten;  das  Vorwort  sagt  nur,  sie  sei  in  letzterer  An- 
wendung nicht  tabellarisch  geordnet,  damit  kann  nur  gemeint  sein, 
die  Argumente  haben  keine  constante  Differenz,  denn  zur  tabellari- 
schen Ordnung  genügt  beständiges  Steigen  und  Sinken,  und  dieses 
fehlt  bei  jenen  Tafeln  nicht.  Hierauf  stützt  nun  das  Vorwort  die 
Behauptung:  wer  beim  Rechnen  auf  die  in  Deutschland  üblichen 
Tafeln  (ohne  Gegentafeln)  angewiesen  sei,  vergeude  viel  Zeit,  sagt 
aber  nicht,  welche  Mehrarbeit  diese  Zeit  erfordern  soll.  Eine  Tafel 
über  eine  beständig  steigende  Function  y  von  x  gibt  unmittelbar  eine 
steigende  Reihe  von  Zahlen  a;,  unter  denen  eine  x  die  nächst  kleinere 
von  einer  gegebenen  Zahl  x-^ö  und  eine  a;+^o  ^^^  nächst  grössere 
sofort  kenntlich  ist.  Ihnen  entsprechen  die  daneben  stehenden  Fudc- 
tionswerte  y  und  y  +  ^o-  Zwischen  diesen  liegt  der  gesuchte  Func- 
tionswert  y+€  entsprechend  «+d,  bestimmt  durch  die  Proportion; 

d  :  ^0  =  f  :  «Q 

Alles  dies  gilt  auch  für  die  inverse  Abhängigkeit,  wo  y-{~^  gegeben 
und  x-\-d  gesucht  ist.  Auch  die  Erleichterung  der  Interpolations- 
rechnung durch  den  Umstand,  dass  ^o  ^^s  Einheit  letzter  Decimal- 
stelle  keine  Rechnung  verursacht,  ist  dieselbe.  Es  ist  daher  gar 
nicht  zu  verstehen,  wie  die  Hamburger  Gelehrtenschule  die  Lehre 
vom  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  so  geben  kann ,  dass  die  um- 
gekehrte Anwendung  derselben  Tafel  mehr  Arbeit  verlangt  als  die 
Anwendung  einer  neuen  Tafel.  Bei  verdoppeltem  Aufwand  von  Hülfs- 
mitteln  ist  die  Leistung  höchstens  eine  gleiche.  Hoppe. 


Vierstellige  mathematische  Tabellen  im  engen  Anschluss  an  die 
mathematischen  Tabellen  der  technischen  Kalender.  Von  E.  Schultz, 
wissenschaftl.  Lehrer  an  der  Eönigl.  Maschinenbau-  und  Hüttenschule 
lu  Duisburg.  In  zwei  Ausgaben  a)  mit  Anleitung,  b)  ohne  Anleitung. 
Essen  1896.    G.  D.  Baedeker. 
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_  Znr  Motivirnng  der  erneuerten  Herausgabe  der  in  den  techni- 
Bchen  Kalendern  bereits  entbaitenon  Tabellen  wird  im  Vorwort  an- 
gegeben,  dasa  zur  Scbonnog  der  Angen  der  Schüler  ein  grösserer 
Druck  notwendig  geworden  Bei.  Dies,  sowie  der  Titel,  läsat  anneh- 
men, das3  die  Einrichtong  der  Tabellen  beibehalten  iat.  Sie  geben 
die  Quadrate,  Kuben  und  Logarithmen  der  natürlicben  Zahlen,  die 
siu,  coä,  tg  und  cot  für  die  Minuten,  dann  deren  Logarithmen, 
ausserdem  viele  in  der  Technik,  besonders  im  Maschinenhau  oft  vor- 
kommende Grössen.  Mancher  Ueberfluss,  insbesondere  die  Hinzu- 
fügung  der  inyersen  Tabellen,  lässt  erkennen,  dass  auf  mathematische 
Einsicht  wenig  gerechnet  ist,  dass  vielmehr  die  Tabellen  ganz  ge- 
wohnheitsmässig  gebraucht  werden  solleu.  H. 


Vierstellige  logarithmische  und  goniomctriscbe  Tafeln  nebst  den 
nötigen  Hilfstafeln.  Herausgegeben  von  P.  Treutlcin,  Director 
des  Bealgjmnasiums  Karlsruhe.  Braunschweig  1896.  Viewcg  und 
Sohn.    72  S. 

Die  Einrichtung  der  Haupttafeln,  umfassend  ausser  den  Loga- 
rithmen der  Zahlen  und  den  Logarithmen  der  guniometrischen 
Functionen  auch  die  Functionen  selbst  in  grössern  Argumentsdiffe- 
renzen, ist  im  weaentHchen  die  gewöhnliche.  Der  Verfasser  hat  die 
Vereinfachungen,  welche  sieh  schon  in  frühem  Ausgaben  vierstelliger 
Tafeln  fanden,  zu  vereinigen  gesucht.  Was  hier  Hilfstafcln  genannt 
wird,  sind  Tafeln,  die  zu  einander  und  zu  den  Haupttafeln  in  keiner 
Beziehung  stehen,  sonderu  jede  für  sich  anderweite  Bestimmung 
haben.  Der  Verfasser  eifert  nnn  sehr  für  den  ausschliesslichon  Ge- 
brauch vierstelliger  Tafeln  in  den  Mittelschulen  und  für  Ersparung 
des  Interpolirens ,  soweit  es  möglich  sei.  In  Verteidigung  seiner 
Ansicht  spricht  sich  aber  eine  Verwechselung  des  Zieles  der  Schule 
mit  dem  des  Rechners  aus.  Letzteres  ist  das  Resultat  jeder  Auf- 
gabe, ersteres  die  Vertrautheit  des  Schülers  mit  den  Mitteln  der  Lö- 
sung. Durch  Unterlassung  lernt  niemand  etwas.  Da  also  der  Ver- 
fasser das  Interpoliren  nicht  ganz  für  entbehrlich  hält,  so  ist  es 
offenbar  geradezu  zweckwidrig,  es  soviel  als  möglich  zu  vermeiden. 
Bieten  vierstellige  Tafeln  zu  wenig  Gelegenheit  Begriff  und  Methode 
des  Interpolirens  kennen  zu  lernen,  so  ist  dies  kein  Vorzng,  sondern 
ein  M&ngel  solcher  Tafeln  hinsicbtlicb  des  Scbnlgebraucbs.  Es  gibt 
indes  noch  andre  Punkte,  welche  der  Empfehlung  vierstelliger  Lo- 
garithmentafeln entgegenstehen.  Von  den  Gründen,  weshalb  bisher 
fast  nur  T-  und  fi stellige  zur  Verbreitung  gelangt  sind,  spricht  das 
Vorwort  gar  nicht.  Es  ist  bekannt  und  filllt  in  die  Augen ,  dass 
durch  Verzicht  anf  die  T  te,  resp.  die  ö  te  Stelle,  der  nötige  Umfang 


49  Litterarischer  Bmricht  hX* 

der  Tafel  sich  nicht  merklich  Termindert  Mit  EinfQhmng  vierstel- 
liger Tafeln  wird  also  den  Schülern  ein  Mittel  in  die  Hand  gegeben, 
das  anf  verfehlter,  unkluger  Speculatiou  beruht,  und  das  sie,  wenn 
sie  zur  Einsicht  gelangen,  gegen  bessere  HtUfsmittel  vertauschen 
werden,  Hoppe 


Vierstellige  Logarithmentafeln  nebst  mathematischen,  physikali- 
schen und  astronomischen  Tabellen.  Fttr  den  Schulgebrauch  zusam- 
mengestellt von  Dr.  A.  Schtllke.  Leipzig  lb95.  6.  G.  Teubner. 
Ib  S. 

Die  Tafeln  sind  für  vielerlei  Anwendungen  bestimmt  Ausser 
den  rein  mathematischen  sind  besonders  noch  physikalische  und 
astronomische  Angaben  tabellarisch  aufgeführt.  Die  mathematischen 
Haupttafeln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlen  (ausser  den  brigg- 
schen  die  natürlichen  bis  100)  und  der  trigonometrischen  Func- 
tionen. In  Betreff  der  letztern  ist  hervorzuheben ,  dass  die  Winkel 
ausschliesslich  in  Graden  angegeben  werden,  und  die  Teilung  in  Minuten 
und  Secunden  unterbleibt  Hiermit  ist  wenigstens  eine  ausschliessliche 
Einheit  für  Rechnung  mit  Winkeln  gewonnen ;  nur  ist  diese  noch  eine 
willkürliche.  Warum  mit  der  Sexagesimalteilung  nicht  auch  die 
Nonagesimalteilung  beseitigt  ist,  fehlt  aller  Grund.  Was  das  Vor- 
wort sagt,  verrät  zwei  Vorurteile.  Erstens  wird  darin  die  Cente- 
simalteilung  des  rechten  Winkels,  welche  in  neuester  Zeit  von  mehr 
und  mehr  Herausgebern  von  Tafeln  angenommen  wird,  die  „neue^^ 
Teilung  genannt,  als  ob  man  statt  einer  Zahl  90  eine  andre  Zahl 
100  gewählt  hätte.  In  der  Tat  nennen  jene  Tafeln  unpassenderweise 
das  Handertteil  Rechte  einen  Grad  und  führen  so  einen  Doppelsinn 
des  Wortes  Grad  ein.  Wer  die  Bedeutung  eines  Decimalbruchs 
kennt,  wird  nach  Verwerfung  des  Nonagesimalgrads  den  Wert  jedes 
Winkels  durch  eine  (decimal  geschriebene)  Anzahl  Rechte  ausdrücken. 
Der  Name  „neue  Ereisteilung^'  beruht  also  auf  einem  Reste  von 
Unklarheit  und  Befangenheit.  Der  rechte  Winkel  ist  kein  neuer 
Begriff.  Zweitens  wird  der  Meinung  unbestrittene  Geltung  einge- 
räumt, die  AstronoiTjen  wären  durch  Rücksicht  auf  die  kostbaren 
Instrumente  gezwungen,  bei  Minuten  und  Secunden  zu  bleiben.  Die 
Form  der  Beobachtungsresnltate  kann  offenbar  ihrer  Ausdrucksform  in 
der  Rechnung  keinen  Zwang  auferlegen.  Ebenso  wie  bei  physikali- 
schen Untersuchungen,  wo  die  Scalen  der  Apparate  für  den  Zweck 
der  Beobachtung  eingerichtet  sind,  daher  die  erhaltenen  Zahlen  zum 
Zweck  der  Rechnung  öfters  reducirt  werden  müssen ,  ist  auch  nach 
Himmelsbeobachtung  schon  wegen  Refraction  u.  a.  m.  manche  Re- 
duction  der  Zahlen  nötig,    und  kann  die  hier  verlangte  Reductions- 


LiUirariichrr  Brri'hl   f.X- 


50 


"ivbeit  der  WinkelteiloDg  gegen  den  grossen  Gewinn  an  RUrze  der  Recb- 
nnngen  nicht  io  Betracht  kommen.  Die  im  Vorwort  genannte  Ver- 
hindeniDg  der  Astronomen  am  Uebergang  zur  Decimalteilnng  des 
Winkels  durch  ihre  Inatrumente  erweist  sich  Bomit  als  völlig  nichtig 
und  leerer  Vorwand.  Was  den  Astronomen  den  Zwang  auferlegt, 
ist  vielmehr  der  Beschluss  dss  Pariser  Einheitgcongresses ,  an  den 
die  Sternwarten  aller  Länder  in  ihrem  Verkehr  nnd  ihren  Puhli- 
cationen  gebunden  sind,  und  der  keine  rationale  Verbesserung  von 
Seiten  der  einzelnen  mehr  ;!uläSBt.  Der  Beschluss  ist,  wenn  nicht 
als  Folge,  doch  vermutlich  sehr  beeinflusst  durch  den  derzeitigen 
Mangel  an  den  nötigen  litterariscbeu  Ulllfsmittelu  gefasst  worden. 
Dies  kann  und  möge  für  diejenigen,  welche  in  der  Lage  sind  für 
rationale  Ordnung  der  Winkelausdrücke  zu  wirken,  ein  Antrieb 
sein,  dem  alten  Schlendrian  nicht  zögernd  schrittweise  zu  entsagen, 
pudern  sogleich  den  bekannten  Slandpunkt   einzunehmen,   auf  den 

[  nir  doch  schliesslich  kommen  müssen.  Hoppe. 


Arithmetik,  Algebra  und  leine  Analysis. 

Katechiemas  der  Differential-  nnd  Integralrechnung.  Von  Franz 
Bendt,  Mit  20  in  den  Text  gedrnckten  Figuren.  Leipzig  1896. 
J.  J.  Weber.    267  S. 

Die  Bearbeitung  scheint  mehr  auf  geordnete  Zusammenstellung 
der  Doctrin,  fertig  zur  Anwendung,  ah  auf  principielle  Entwickelung 
derselben  gerichtet.  Daher  begnügt  sie  sich  damit,  von  den  Ele- 
menten der  Infinitesimalrechnung  in  geometrischer  Gestalt  eine  An- 
schauung zu  geben  Leicht  wäre  es  gewesen,  damit  die  aualytische 
Form  zu  verbinden  und  die  nötigen  Dejiuitioneu  und  Sittze  als  all- 
gemeine Grundlage  der  Rechnung  aofzustelten,  was  in  diesem  Ge- 
biete, wenn  die  Lehre  zu  richtigen  Schlüssen  befähigen  soll,  gewiss 
nicht  abertlQssig,  und  doch  für  AntSngcr  der  Arithmetik  verständlich 
ist.  Die  Lehrgegenstände  sind:  die  algebraische  Analysis,  die  Diffe- 
rentiation der  Functionen,  die  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Laurin, 
Bestimmung  gewisser  Ausdrücke,  Maiima  und  Minima,  Ciirveotbeorie, 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabein,  Integration  der 
Functionen,  bestimmte  Integrale,  Quadratur,  Rectification ,  Compla- 
nation ,  Kubatur ,  vielfache  Integrale ,  Differentialgleichungen ,  die 
complexen  Zahlen,  alles  dies  in  massigem  Umfang. 

Hoppe. 
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J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Mit  Oenehmigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Axel 
Harnack.  Zweite,  durchgesehene  Auflage  yon  G.  Bohl  mann. 
Erster  Band:  Differentialrechnung.  Mit  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Leipzig  1897.    B.  G.  Teubner.    570  S. 

In  der  ersten  Auflage  der  Uebersetzung  waren  die  Fortschritte 
der  Doctrin  seit  dem  Erscheinen  des  W^rks  nur  in  Noten  bemerkt. 
Der  Herausgeber  der  zweiten  Auflagen  hat  nun  diese  und  alle  fernem 
Fortschritte  ausführlich  bearbeitet.  Während  nun  beide  ftlr  die 
extensive  Bereicherung  tätig  gewesen  sind,  ist  die  Grundlegung  des 
Ganzen  auf  dem  Standpunkte  geblieben,  auf  den  der  Verfasser  das 
Werk  gestellt  hatte  Dieser  ist  so  niedrig  wie  kaum  in  einem  an- 
dern Lehrbuche;  entweder  sind  die  Principien  sehr  ungeschickt  oder 
geflissentlich  zu  dem  Zwecke  bearbeitet  das  Wesen  der  Hauptgegen- 
stände der  Lehre  zu  verhüllen  und  ihr  den  Anschein  einer  unbe- 
greiflichen zu  geben.  Eine  Definition  des  Grenzwerts  wird  zwar 
aufgestellt,  bleibt  aber  von  da  an  unbeachtet.  Der  Grenzwert  wird 
der  Function  stets  schlechthin  in  einem  Punkte  zugeschrieben,  seine 
Abhängigkeit  vom  Variationsweg  verschwiegen  und,  wo  sie  sich 
durch  Abweichung  bemerklich  macht,  mit  Bedensarten  abgetan.  Dem- 
entsprechend werden  die  unendlichkleinen  Grössen  nie  erwähnt,  die 
Infinitesimalschlüsse  ignorirt,  und  die  Infinitesimaltheorie  bleibt  ein 
dunkles  Gebiet.  Das  Zeichen  qo  wird  sogar  ausdrücklich  ein  Grenz- 
wert genannt.  —  Die  Gapitel  des  Buchs  sind  folgende:  Einleitende 
Begriffe;  der  erste  Differentialquotient  der  Functionen  1  unabhän- 
gigen Variabein;  höhere  Differentialquotienten  von  Functionen  1 
Veränderlichen,  partielle  Differentialquotienten  von  Functionen 
mehrerer  Veränderlichen;  totale  Differentiale  und  partielle  Differen- 
tialquotienten;  Entwickelung  der  Functionen  in  Potenzreihen;  Theorie 
der  Maxima  und  Minima;  Theorie  der  ebenen  Curven;  Theorie  der 
Raumcurven  und  krummen  Flächen;  die  Curven  auf  Flächen  und 
die  Flächenfamilien;  über  Functionen  einer  complexen  Variabein. 
Zerlegung  der  rationalen  Functionen  in  Partialbrücne. 

Hoppe. 


Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Von 
Professor  Dr.  Ludwig  Schlesinger,  Privatdocenten  an  der  Uni- 
versität zu  Berlin.  In  zwei  Bänden.  Zweiten  Bandes  erster  Teil. 
Mit  Figuren  im  Text.    Leipzig  1897     B.  G.  Teubner.    532  S. 

Der  jetzt  erschienene  erste  Teil  des  2.  Bandes  umfasst  die  Ab- 
schnitte: Allgemeine  Theorie  der  bei  linearen  Differentialgleichungen 
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auftretenden  Gruppen.  Specielle  Probleme  der  Gruppen theorie. 
Formulirang  und  allgemeine  Discussion  der  Umkehrprobleme.  Theorie 
und  Anwendungen  der  Euler^schen  Transformirten.  Die  angegebenen 
Originalarbeiten  sind  von  Galois,  Cauchy,  Jordan,  Poincare,  Cayley, 
Dyck,  Weber,  Cantor,  Weierstrass,  Lie,  Biermann,  Klein,  Picard, 
Tessiot,  Appell,  Jacobi,  Glebsch,  Eoenigsberger,  Eronecker,  Fuchs, 
Gino  Fano,  Beke,  Halphdn,  Borel,  Forsyth,  Veronese-Schepp,  Franke, 
Vnkltevic-,  Lionville,  Heffter,  Engel,  Schwarz,  Laguerre,  Briochi, 
Gockle,  Goursat,  Wallenberg,  Rosenkranz,  Lipsmann  Schlesinger^ 
M.  Meyer,  Gordan  u.  Nöther ,  Hermite ,  Abel,  Casorati,  Ritter,  Rie- 
mann,  G.  Neumann,  Poisson,  Schottky,  Vogt,  Meilin',  Frobenius, 
Euler,  Pincherle,  Pochhammer,  Nekrasseff,  Hossenfelder,  Kummer, 
Schläfli,  Broecker,  Legendre.  H. 
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